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TEMA 2. ECONOM/A y ESTRA TEGIAS DE LA EMPRESA.

Técnicas de optimizacion

Optimizacion es el proceso de determinar la mejor solucion posible pan un problema dado. Si sélo es
posible una solucién o un acto no existira ningun problema de toma de decisiones ni podra aplicarse
la optimizacion. Sin embargo « si existe cierto numero de modos alternativos de proceder, sera
o6ptimo el que produzca el resultado que vaya mas de acuerdo con la meta de quien deba tomar la

decision. Optimizacion es la determinacion de esa accion o decisidon mejor

OPTIMIZACION: MAXIMIZACION DEL VALOR DE LA EMPRESA

En economia administrativa, el objetivo primordial de la administracién se supone que es la elevacion
al maximo del valor de la empresa. Este objetivo se expresa en la ecuacion 2-1: que se presentd en
el capitulo 1. La maximizacion de la ecuacién 2-1 es una tarea compleja, que incluye las
determinantes de ingresos, costos y la tasa de descuento en cada ano futuro de algun horizonte de
tiempo no especificado. Ademas, los ingresos, los costos y la tasa de descuento estan

interrelacionados, lo que complica el problema todavia mas.

Para aclarar tanto el concepto como las dificultades implicitas, utilizaremos un ejemplo de las
relaciones reciprocas que participan en la ecuacion 2-1. Los ingresos totales de una empresa se
determinan, en gran parte, por los productos que disefa, fabrica y vende, las estrategias de
publicidad que utiliza, las normas de establecimiento de precios que aplica y el estado general de la
economia. De manera tipica, el departamento de mercadotecnia de la empresa prepara una pre-
diccion de ventas sobre la base de un conjunto de suposiciones relativas a variables tales como los
precios establecidos, las erogaciones de publicidad, la calidad de los productos, el nivel general de

las actividades econdmicas, etcétera.

Simultaneamente, el departamento de produccion examina las relaciones de costos implicitas en
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la produccion de los articulos de la empresa. Este examen incluye UI'! analisis del costo de los
sistemas alternativos de produccién. Por ejemplo, por una parte, la empresa podria utilizar una
planta pequefia y tiempo extra de trabajo; por otra, podria construir una planta mayor, aceptar
costos fijos mas elevados; pero evitar el tiempo extra de trabajo. Utilizando esta informacion y otras
similares, el gerente de produccién determina el método de menor costo para producir cada

combinacion alternativa de articulos.

Finalmente, el gerente financiero debe analizar las relaciones que existen entre la tasa de
descuento y la mezcla de productos de la compaiiia, sus bienes fisicos y su estructura financiera.
Estos factores se combinan para determinar la tasa de descuento utilizada por los inversionistas (en

la ecuacion 2-1) para establecer un valor para la empresa.

Las decisiones de mercadotecnia, produccién y finanzas -asi como también las relacionadas con
el personal, los transportes, etcétera- se deben combinar en un sistema integrado simple -que
muestre el modo en que cualquier accion afecta a todas las diversas partes de la empresa, para

determinar verdaderamente cudl es el modo éptimo de proceder.

La complejidad implicita en este método de optimizacion total integrada limita de manera tipica el
empleo del procedimiento para la toma de decisiones importantes de planeacion. Para muchas
decisiones operacionales cotidianas se utilizan técnicas de suboptimizacion u optimizacién parcial
menos compleja. La optimizacién parcial se abstrae hasta cierto punto de la complejidad del método
de optimizacion total, concentrandose en objetivos mas limitados dentro de los diversos
departamentos operacionales de la empresa. Por ejemplo, se requiere por lo comun que el
departamento de mercadotecnia determine los precios y las normas de publicidad que eleven al

maximo las ventas, dada la linea de productos de la empresa.

En el capitulo 1 se sefaldé que la empresa funciona bajo ciertas limitaciones tales como las leyes
antimonopolistas, los contratos laborales, los requisitos de control de la contaminacién, etc. Podemos observar
también que la empresa trata de maximizar las riquezas de sus propietarios existentes, de modo que cualquier
accion que haga aumentar el valor de la empresa completa, reduciendo la riqueza de los propietarios actuales,
no sera Optima. En los capitulos posteriores expondremos de manera mas explicita éstas y otras

observaciones, tomando en consideracion la cuestion de la riqueza en funcion de la felicidad o la utilidad.

Por su parte, el departamento de produccion debe minimizar los costos de produccion de una
cantidad especifica de productos de un nivel establecido de calidad.

El proceso de optimizacién, sin tomar en cuenta si es parcial o total, se lleva a cabo en dos etapas.
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En primer lugar, se 'deben expresar las relaciones econdémicas en una forma adecuada para su
analisis --en general, esto implica expresar el problema en términos analiticos. En segundo lugar, se
aplican varias técnicas para determinar la solucion 6ptima para el problema de que se trate. En este
capitulo, presentamos primeramente cierto nimero de métodos muy utilizados para expresar las
relaciones econdmicas y, a continuacién, examinamos varios instrumentos analiticos relacionados

entre si, que se emplean con frecuencia en la segunda parte del método de optimizacion.>

METODOS DE EXPRESION DE LAS RELACIONES ECONOMICAS

Con frecuencia, para expresar las relaciones econdémicas, se utilizan ecuaciones, cuadros en los
que se enumeran las relaciones y graficas en las que se trazan dichas relaciones. Para los fines de
que se trate, puede bastar con un cuadro o una grafica. No obstante, cuando el problema sea
verdaderamente complejo, se necesitaran ecuaciones, que haran necesario utilizar los poderosos

instrumentos analiticos del algebra y el calculo.

Relaciones funcionales: ecuaciones

Es posible que el modo mas sencillo de examinar los diversos medios de expresién de las
relaciones econémicas que acabamos de mencionar y, al mismo tiempo, obtener discernimiento de
las técnicas de optimizacion, sea el tomar en consideracion varias relaciones funcionales que
desempefan papeles clave en el modelo basico de evaluacibn. Tomemos primeramente en
consideracion una relacion hipotética entre la produccion, Q, y los ingresos totales, 7R. Mediante

una notacion funcional, podemos expresar la relacion en términos generales como sigue:

TR= Q).

La ecuacion 2-2 se lee "Ingresos totales en funciéon de la produccion”. El valor de la variable

dependiente, ingresos totales se determina por medio de la variable independiente, la produccion.”

La ecuacion 2-2 no indica la relacion especifica entre la produccion y los ingresos totales sino que
establece simplemente que existe cierta relacion entre ambas incognitas. Puede obtenerse una
expresion mas especifica de la relacion funcional mediante la ecuacién:

7TR=%$1.50Q. (2-3)
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2Se deja para el capitulo 7 una técnica importante de optimizacion, la programacion lineal, y se analiza en

ese punto junto con las decisiones de produccion.

3En cualquier ecuacion como ésta, la variable situada a la izquierda del signo igual se denomina variable
dependiente, puesto que su valor depende de la magnitud de la o las variables situadas a la derecha de dicho
signo igual. Las variables a la derecha del signo igual se conocen como variables independientes, debido a que

sus valores se determinan exteriormente, o bien, en forma /independiente, del modelo expresado en la ecuacion.

En este caso, se especifica el modo preciso en que se relaciona el valor de la variable dependiente
con la independiente: Los ingresos totales son siempre iguales a,j.$1.5 por la cantidad de productos

vendidos.

Relaciones funcionales: cuadros y graficas

Ademas de las ecuaciones, se utilizan con frecuencia cuadros y graficas para expresar relaciones
econdmicas. Por ejemplo los datos que figuran en el cuadro 2-1, expresan exactamente la misma
relacion funcional especificada por la ecuacion 2-3 y esa misma funcion se ilustra en forma grafica
en la figura 2-1. Los tres métodos de expresion de las relaciones desempefian un papel importante

en' la presentacion y los datos de andlisis para la toma de decisiones administrativas.

CUADRO 2-1. Relacion entre los ingresos totales y la produccion:

Ingresos totales = $1.50 X Produccion.

Ingresos totales Producsia
n

$1.5 1
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RELACIONES TOTALES, MARGINALES y PROMEDIO

Las relaciones totales, marginales y promedio son muy utiles en el analisis de optimizacién. Las
definiciones de totales y promedios se conocen demasiado bien para que sea preciso volver a
enunciarlas; sin embargo, quiza sea apropiado definir el término "marginal". Una relacion marginal
se define como el cambio de la variable dependiente de una funcion que se asocia al cambio unitario
de una de las variables independientes. En la funcidén de ingresos totales, los ingresos marginales

son el cambio de los ingresos totales que se asocian a un cambio de una unidad de produccion.

Puesto que la esencia misma del método de optimizacion implica el analisis de los cambios, el
concepto marginal tiene una importancia critica. Por lo comun, se analiza una funcién objetiva
plenamente especificada, modificando las diversas variables independientes para ver cuales son los
efectos de esos cambios sobre la variable dependiente. En otras palabras, se examinan los efectos
marginales de los cambios en las variables independientes sobre la variable dependiente.
Evidentemente, la finalidad del analisis es localizar el conjunto de valores para las variables

independientes que hagan que la funcion objetiva sea 6ptima.!

Ingresos por
periodo de tiempo

(£))
9

3r Ingresos totales = $1.50 x Produccién

i 1 1 I ’) L ! I Il
1 2 3 4 3 6 7 8 9

Produccién por periodo de tiempo (unidades)

Fic. 2-1. Grafica de la relaciéon entre 1os ingresos totales y la produccién.
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Relaciones entre totales y marginales

En el cuadro 2-2 se muestran las relaciones entre totales, marginales y promedios para una
funcién hipotética de beneficios. En las columnas | y 2 aparece la relaciéon supuesta entre produccion
y beneficios; en la columna 3 se muestran los beneficios marginales para los cambios unitarios de

produccion y en la el s[- da la ganancia promedio por unidad de produccion.

Los beneficios marginales se refieren al cambio en las ganancias debido él un cambio de una unidad
en la produccién. Por ejemplo, los beneficios marginales de la primera unidad de produccion son de
19 dolares. Se trata del cambio que se produce a partir de las ganancias $0 relacionadas a una
produccién O unidades a los beneficios de $19 obtenidos al producir una unidad. De manera similar,
los beneficios marginales de 33 ddlares que se asocian a la segunda unidad de produccion son el
aumento de los beneficios totales ($52 - $19) que se produce cuando se incrementa la produccion

de una a dos unidades.

4En economia administrativa no nos interesan con frecuencia los cambios de una unidad, sino los
efectos que tienen los cambios a lo largo de gamas mas amplias. El analisis de esos cambios mas
amplios, que se define como andlisis de incremenfos, se puede entender con mayor facilidad
después de comprender la naturaleza de las relaciones basicas existentes, a medida que se van
desarrollando en el andlisis marginal. De acuerdo con ello, tanto en este capitulo como en el resto
del texto, presentaremos en general los elementos basicos de la teoria econémica de acuerdo con el
analisis marginal y, a continuacion, trataremos de mostrar como se modifican y utilizan los concep-

tos marginales en el andlisis de incrementos.
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CuaDRo 2-2. Relaciones entre los totales, los marginales y los promedios para ﬁna
funcién hipotética de beneficios.

| Beneficios
) marginales = fici
I._Imdades”de Beneficios cambio en los p?:;:filic(iol
produccién totales beneficios totales* @ =M
¢} @ A3) @
(1) $ 0 $0 —
19 19 $19
2 52 33 26
3 93 41 31
4 136 43 34
5 175 39 35
6 210 35 35
7 217 7 31
8 208 -9 26

*Beneficios marginales = A beneficios = benefici ici
= cios ¢ — beneficios totales ¢-1. El sim-
bolo A, que se lee “delta”, indica diferencia o cambio. - o

Obsérvese que los beneficios totales para cualquier nivel de produccién son siempre iguales a la
suma de todas las ganancias marginales hasta dicho nivel de produccién. Los beneficios de 136
dolares que se asocian a cuatro unidades de produccion, son iguales a la suma de los beneficios
marginales de la primera, la segunda, la tercera y la cuarta unidad de produccion; o sea, $136 = $19
+ $33 + $41 +' $43. Para cualquier relacion econdmica, la funcion fotal sera siempre [gual ala suma

de fodos los valores marginales precedentes.

La importancia de la relacién entre el total y el marginal en el analisis de optimizacion se basa en
el hecho de que cuando el marginal es positivo, el total aumenta, y cuando el marginal es negativo,
disminuye. Los datos que figuran en el cuadro 2-2 se pueden utilizar también para ilustrar este punto.
Los beneficios marginales que se asocian a cada una de las primeras siete unidades de produccion
son positivos y los beneficios totales se incrementan al mismo tiempo que la produccién, a 10 largo
de esta gama. Puesto que los beneficios marginales de la octava unidad son negativos, las
ganancias se reducen al elevarse la produccion a ese nivel. Asi, se produce una maximizacion de la
funcién de beneficios -0 cualquier otra funcién- en el punto en que la relacién marginal pasa de

positiva a negativa. Esta relacion se vera en forma mas detallada en este mismo capitulo, un poco

mas adelante.
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Relaciones entre promedios y marginales

La relacion entre. valores promedio y marginales resulta también muy importante en el analisis de
optimizacion. Puesto que el marginal representa el cambio en el total, de ello se desprende que,
cuando el marginal es mayor que el promedio, este uUltimo debe incrementarse. Por ejemplo, si 10
jugadores de futbol tienen un promedio de 100 kilogramos y un undécimo jugador (el marginal) pesa
110 kilos y se agrega al equipo, el peso promedio del equipo aumentara. De manera similar, si el

jugador marginal pesa menos de 100 Kg, el promedio disminuira.

Una vez mas, se pueden utilizar los datos que figuran en el cuadro 2-2 para ilustrar la relacion
entre el marginal y el promedio. Al pasar de cuatro unidades de produccion a cinco, los beneficios
marginales, de 39 ddlares, son mayores que el promedio de 34 ddlares para cuatro unidades; por
ende, los beneficios promedio aumentan a 35 dodlares. Sin embargo, los beneficios marginales
asociados a la sexta unidad, son de 35 ddlares, o sea, iguales al promedio, por lo que los beneficios
promedio permaneceran sin cambios entre 5 y 6 unidades. Finalmente, las ganancias marginales de
la séptima unidad se encuentran por debajo del promedio y esto hace que los beneficios promedio

disminuyan.

Trazado de graficas de las relaciones entre el total, el marginal y el

promedio

Las relaciones entre totales, marginales y promedios se pueden mostrar en forma geométrica. En
la figura 2-2(a) se presenta una gréfica de la relacion hipotética entre los beneficios y la produccién
que se da en el cuadro 2-2. Cada punto de la curva representa una combinacion total de beneficios y
produccion, al igual que las columnas 1y 2 del cuadro. En la misma forma en que existe una relacion
aritmética entre los totales, marginales y los promedios en el cuadro, hay una relacibn geométrica
correspondiente en la figura. Las curvas para las tres cantidades tienen una relacion matematica

exacta entre si, que hace que al darse cualquiera de ellas se puedan deducir las otras dos.

Para ver claramente esta relacion tomemos en consideracion primeramente los beneficios
promedio por unidad de produccion en cualquier punto a lo largo de la curva de beneficios totales. La
cifra promedio es igual a los beneficios totales divididos por el nUmero correspondiente de unidades
de produccion. Geométricamente, esta relacion se representa por el gradiente de una linea a partir

del origen hasta el punto de interés en la curva de beneficios totales. Por ejemplo, tomemos en
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consideracion el gradiente de la linea desde el origen hasta el punto B de la figura 2-2(a). El
gradiente es una medida | de la inclinacion de una linea y se define como el aumento (o la
disminucion) de altura por unidad de movimiento a lo largo del eje horizontal. El gradiente de una
linea que pase por el origen se determina dividiendo la coordenada Y en cualquier punto de la linea
por la coordenada X correspondiente.” Asi, la pendiente de la linea OB se puede calcular dividiendo
$93 (la coordenada Yen el punto B) por 3 (1a coordenada Xen el punto B). Sin embargo, obsérvese
que en este proceso se dividen los beneficios totales por las unidades correspondientes de
produccion. Esta es la definicion de los beneficios promedio en este punto. As/, en cualquier punto a
lo largo de una curva fotal, la cifra promedio correspondiente esta dada por el gradiente de una linea

recta a partir del origen hasta ese punfo.

La relacion marginal tiene una asociacion geomeétrica similar con la curva total. En el cuadro 2-2 se

demostrd que cada cifra marginal era el cambio en los

"En general, gradiente = > Y/t X= (Y2- Y ,)I(X, - X,). Puesto que X, e y, son cero para cualquier linea que pase por

el origen, gradiente = ¥,/X; o bien, en forma mas general, gradiente = y/X.
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FiG. 2-2. Representacion geométrica de las relaciones entre totales, marginales y
promedios: a) Beneficios totales; ») Beneficios marginales y promedios.
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Beneficios totales que se asociaba a la ultima unidad de incremento de la produccion. Este aumento
(o disminucién)' en los beneficios totales asociado a un incremento de una unidad de produccion es

el gradiente de la curva total de beneficios en ese punto.

De manera tipica, 'los gradientes de las curvas no lineales se determinan geornétricamente, trazando
una' linea tangente a la curva en el punto de interés y determinando el gradiente de la tangente
(tangente es una linea que toca a la curva sélo en un punto). Por ejemplo, en la figura 2-2 (a), los
beneficios marginales en el punto A son iguales al gradiente de la curva total de beneficios en ese
punto, que es igual al gradiente de la tangente marcada como TAN, Por consiguiente, en cualquier
punto a lo largo de una curva total, la cifra marginal correspondiente estd dada por el gradiente de

una linea trazada tangente a /a curva fotal en ese punto.

A continuacién, podemos examinar varias relaciones importantes entre las cifras totales,
marginales y promedio. En primer lugar obsérvese que el gradiente de la curva total de beneficios
aumenta desde el origen hasta el punto C. O sea, las lineas trazadas tangentes a la curva de
beneficios totales se hacen mas pendientes a medida que el punto de tangencia se acerca al punto
e, de modo que los puntos marginales se incrementan hasta ese punto. En el punto e, denominado
punfo de inflexion, el gradiente de la curva total de beneficios se eleva al maximo; por ende, en ese
punto se maximizan los beneficios marginales (pero no el promedio ni el total). Entre los puntos e y
E, debido a que los beneficios marginales siguen siendo positivos aun cuando disminuyan. los
beneficios totales siguen aumentando. En el punto £, una tangente a la curva de beneficios totales
tiene un gradiente de cero y, por ende. no aumenta ni disminuye. Por consiguiente. los beneficios
marginales en ese punto son nulos y los beneficios totales se maximizan. Mas alla de £, la curva de

beneficios totales tiene un gradiente negativo y los beneficios marginales son negativos.

En la figura 2-2(a) se muestran también las relaciones entre marginales y promedios, ademas de
las existentes entre totales y promedios y totales y marginales. Obsérvese que los gradientes de las
lineas trazadas desde el origen hasta los puntos situados en la curva de los beneficios totales,
aumentan al desplazarse a lo largo de la curva hasta el punto D. Por ejemplo, la linea Oc, es mas
pendiente que la OB, y la OD. a su vez, tiene un mayor gradiente que la Oc. El promedio aumenta
continuamente a lo largo de toda esta gama de beneficios totales. Mediante las relaciones entre los
promedios y los valores marginales que se vieron antes. llegamos a la conclusion de que si el
promedio aumenta, la cifra marginal correspondiente debe ser mayor que el promedio.

Geométricamente. esto significa que el gradiente de la curva de beneficios totales en cualquier punto
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hasta D es mayor que el de una linea trazada desde el origen hasta ese punto sobre la curva,

En el punto D, una linea desde el origen es tangente a la curva de beneficios totales. Su gradiente
es exactamente igual al de la curva total y. en este punto, los beneficios promedio son iguales a Jos
marginales. Mas alla de D, el gradiente de la curva de beneficios totales es menor que el de una
linea trazada desde el origen, por lo que los beneficios marginales son menores que los promedios y

estos ultimos disminuiran al aumentar la produccion mas alla del punto D,

Curvas marginales y promedio: grafica alternativa

En la figura 2-2(a), se traza una gréfica de los beneficios marginales y los promedios en términos
de los gradientes de la curva de beneficios totales y las lineas trazadas desde el origen hasta esa
curva. Las cifras promedio y marginales se pueden trazar también directamente en funcion de la

produccion; esta Ultima grafica aparece en la figura 2-2( A).

También pueden verse claramente en la figura 2-2( #) las relaciones entre marginales y promedios
que se analizaron en la seccion anterior. En los bajos niveles de produccién, donde la curva de
beneficios marginales se encuentra por encima del promedio, este ultimo aumenta. Aunque los
beneficios marginales alcanzan un, valor maximo con la produccién Q7y disminuyen a continuacion,
la curva promedio sigue. aumentando en tanto los beneficios marginales permanezcan por encima
de ella. Para la produccion Q2'los beneficios promedio y los marginales son iguales y, en ese punto,
la curva de beneficios promedio alcanza su valor maximo. Mas alla de Q2 la curva marginal se

encuentra por debajo del promedio " este ultimo disminuye.

Deduccién de los totales a partir

de la curva de valores marginales o promedios

En la misma forma en que resulta posible deducir las cifras de beneficios marginales o
promedios de la curva de beneficios totales de la figura 2-2(g), se pueden determinar también
beneficios totales a partir de las curvas de beneficios marginales y promedios de las figuras 2-2(b).
Tomemos primeramente en consideracién la deduccién de los beneficios totales a partir de la curva
promedio. Los beneficios totales son simplemente los promedios multiplicados por el numero co-

rrespondiente de unidades de produccion. Los beneficios totales que se asocian a Q7 unidades de

. [ i I
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produccion son los beneficios promedio, A, por la produccion, Q70 o bien, de manera equivalente,
los beneficios totales son iguales al area del rectangulo OABQ7'Esta relacion es valida para todos

los puntos situados a lo largo de la curva de beneficios promedio.

Existe una relacién similar entre los beneficios marginales y los totales. Recuérdese que el total
es igual a la suma de todos los marginales hasta el nivel especificado de produccion. Asi, los
beneficios totales para cualquier produccion son iguales a la suma de los beneficios marginales
hasta esa cantidad de produccion. En forma geométrica, es el area bajo la curva marginal que va
desde el eje Ya la cantidad de produccion que se esta tomando en consideracion. En la produccién
Q 1. los beneficios totales son iguales al area bajo la curva de beneficios marginales, o sea,
oDCBQ1’

Deduccién de una curva marginal a partir de una curva promedios

El hecho de que el area contenida tanto bajo la curva marginal como la promedio representa la
cifra total correspondiente, nos permite construir valores marginales al conocer sélo los datos de los
valores promedio. Para poder entender esto con claridad, veamos una vez mas los beneficios
totales para la produccion @, en la figura 2-2(b). Mediante la curva de beneficios promedio. los
beneficios totales son iguales al area del rectangulo OABQ)j; con la curva marginal, es el area
ODCBQI'Puesto que los beneficios totales en Q, deben ser iguales sea cual sea la curva utilizada
para su deduccion, esas dos areas tienen que ser iguales. Ademas, el area ODBQ/ se encuentra
dentro de las dos medidas de los beneficios totales en Q7' Por consiguiente, de todo ello se
desprende que el area CDB, contenida en el area bajo la curva marginal, pero no en el rectangulo
determinado por la cifra de beneficios promedio, debe ser igual al area OAD, que esta en el

rectangulo OABQ7'pero no bajo la curva de beneficios marginales.

6Esta seccidon se puede omitir sin pérdida de la continuidad. No obstante, si se omite,

recomendamos que se tome nota de la relacién expresada en la figura 2-3.

CURVAS LINEALES. Puesto que las dos feas tienen que ser iguales, existe una relacion
geomeétrica simple que permite construir la curva marginal a partir de la promedio. Esta relaciéon se
puede ilustrar con mayor facilidad utilizando curvas lineales, por lo que veremos primeramente la

curva de ingresos promedio que se muestra en la figura 2-3. Para la produccién Q, los ingresos

. [ i I
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totales se determinan a partir de la curva de ingresos promedio y son iguales al area del rectangulo
OABQ. La construccion apropiada de la curva de ingresos marginales requiere que comience en el
punto en que la curva promedio corta al eje Y,7 debido a que para la primera unidad de produccion,
los ingresos marginales y promedio son iguales. Ademas, se debe tratar la curva de tal modo que los
triangulos ACD y DBE tengan areas idénticas; de otro modo, el area OABQ no sera igual a OCDEQ,

el area situada bajo la curva marginal.

Obsérvese que. sea cual sea el angulo en el que la curva marginal corta a la linea AB, los
triangulos tendran dos angulos idénticos; o sea, tienen los .k. un angulo recto y sus angulos

respectivos en D son también iguales. Por ende, deben

$ por unidad
de produccién
C
D B
AR T
E Ingresos promedio
Ingresos marginales
0 Q

Unidades de produccién por periodo de tiempo

FiG. 2-3. Determinacion de una curva marginal a partir de una curva lincal pro-
medio.*
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» Para cualquier curva lineal promedio, la curva marginal relacionada comienza en la
intercepcién Yde la curva promedio y corta cualquier linea horizontal que parta del eje Ya la curva
promedio; o sea. la curva marginal se encuentra a mitad de camino entre la curva promedio y el
eje Y.

"I'écnicamente, las dos curvas comienzan con la primera unidad; pero, en la practica se
suelen prolongar las curvas hasta el eje Y'ser triangulos "similares". A continuacién, recordando la
geometria de secundaria, sabemos que los triangulos similares del area igual son idénticos tanto en
tamafio como en forma. Asi, el lado AD del triangulo ACD debe ser igual en longitud al lado DB del
triangulo DBE. Para que esto sea posible, la curva marginal debe intersectar a la linea horizontal AB.
Esta relacién es completamente general: para cualquier curva lineal promedio, la curva marginal
relacionada se inicia en la infercepcion y de la curva promedio y corta o cualquier linea horizontal
desde el gje Y a la curva promedio; o sea, la curva marginal se encuentra a mitad de camino entre la

curva promedio y el gfe Y.

La técnica se ilustra en la figura 2-4 con una curva de costo promedio estandar de forma en U. En
este caso, se determina el punto sobre la curva de costos marginales que se asocia al punto A de la
curva promedio, o bien, de manera alternativa, el costo marginal para la produccion °;: 1) Dibujando
la linea tangente a ese punto; o sea, la linea BA C. 2) Mediante la técnica descrita antes para deter-
minar la curva lineal de costo marginal relacionada. BA'D. 3) Mediante la localizacion de la cifra
relacionada de costos marginales en la intersecciéon de una linea perpendicular desde A a la curva

lineal de costos marginales, o sea, el punto A’ en la figura 2-4.8
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Délares por unidad
de produccién

Curva de costos promedio

Curva construida
A de costos
marginales

Unidades de produccién por periodo de tiempo

Fic. 2-4. Construccién de una curva marginal no lineal.

Se repite la operacion para localizar un segundo punto de la curva marginal £, que es el costo
marginal asociado al punto £ de la curva promedio. La linea F EG es tangente al punto £y FE'Hes
la curva lineal marginal asociada. El punto £ que se encuentra sobre esa curva marginal
directamente por debajo de £, representa el costo marginal para %2 unidades de produccion. Este
procedimiento se debe repetir para cada punto de la curva de costo promedio. o bien, por lo menos,

para un numero suficiente de puntos para poder trazar la curva marginal.

Es preciso comprender bien estas relaciones entre los valores promedio, marginales y totales,
debido a que se utilizan repetidamente en todo el libro. El ejemplo mas comun de su utilizacién es su
empleo en la maximizacion de los beneficios a corto plazo: los costos marginales y las curvas de
ingresos se deducen de las cifras promedio o totales y se maximizan los beneficios cuando los
beneficios marginales, iguales a los ingresos marginales menos los costos marginales, son iguales a
cero. Asi pues, los beneficios se elevan al rnaxrmo cuando los ingresos marginales son iguales a los
costos marginales. Se trata solamente de un ejemplo del uso de estos conceptos y es posible

encontrar muchos otros similares.

M. [6) i I



MAESTRIA EN PYMES

No obstante, en primer lugar, resulta Gtil tomar en consideracién el calculo elemental, que es

excepcionalmente util para determinar soluciones 6ptimas para los problemas econdmicos.

CALCULO DIFERENCIAL"

Aunque los cuadros y las graficas son utiles para explicar conceptos. las ecuaciones son por 10
comun mas apropiadas para la resolucién de problemas. Una de las razones para esto es que se
puede utilizaran frecuencia la técnica analitica poderosa del calculo diferencial para localizar los

valores maximos y 111.

8Se debe recalcar que el punto A”de la figura 2-4 no esta en la curva de costos marginales. El
unico punto de la linea BD que es pertinente para la determinacion de los costos marginales es el A,

que se encuentra directamente debajo de la tangencia en el punto A.

9Los lectores con conocimientos adecuados de calculo pueden pasar por alto esta seccién. Aun
cuando el conocimiento del calculo no es necesario para entender las ideas principales que se
presentan en el texto, puesto que se dan tanto interpretaciones verbales como geométricas para las
formulaciones de calculo, recomendamos a todos los lectores que no comprendan bien el calculo
que estudien esta seccion. El calculo se desarrollé especificamente para la resolucion de problemas
tales como los que se encuentran en economia administrativa, por lo que algunos conceptos se
pueden comprender mucho mejor cuando se expresan en esos términos. Por otra parte, el nivel de

célculo que utilizamos es muy elemental y, por consiguiente, su aprendizaje no resulta dificil.

Concepto de una derivada

Anteriormente, se definié un valor marginal como e/ cambio del valor de la variable dependiente
que se asocla a un cambio de una unidad en una variable independiente, Tomemos en
consideracion la funciéon no especificada Y= #X). Vistando el signo d (que se lee delta) para
indicar el cambio, podemos expresar el cambio de valor de la variable independiente, X,

mediante la notacion dX'y el cambio de la variable dependiente Y, como aV.

La razén, dY'/ dX proporciona una especificacion muy general del concepto marginal:

El cambio en VY, @Y, dividido por el cambio en X, dX; indica el cambio en la variable dependiente que

se asocia a un cambio de una unidad en el valor de X.
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Esta relacion se ilustra en la figura 2-5, que es una grafica de una funcion que relaciona Y con X
Para los valores de X cercanos al origen, un cambio relativamente pequefio en X produce un cambio
grande en Y. Asi, el valor absoluto de dY/dX = (Yz- Y))/(Xz- X]) es relativamente grande, lo que
demuestra que un pequefio aumento de X provoca un incremento grande en Y. La situaciéon se
invierte al avanzar a lo largo del eje X. Un aumento grande de X, por ejemplo de X3 a X,

produce s6lo una disminucion pequena de Y, de Ysza Y4, porlo que @Y/ dXes pequefia.

Resulta evidente que la relacion marginal entre X'e Y, como se muestra en la figura 2-5, cambia en
diferentes puntos de la curva. Cuando la curva es relativa mente pendiente, la variable dependiente
Y responde mucho a los cambios de la variable independiente; sin embargo, cuando la curva es

relativamente plana. Y'no se ve muy afectada por los cambios en X.

En concepto, una derivada es una especificacion precisa de la relacion marginal general, d y/ dX
La determinacion de una derivada implica encontrar el valor de la razén d y / dX para cambios
extremadamente pequefios de la variable independiente. La notacion matematica para una derivada

es:
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Y= Variable dependiente

r——

|
]
X, X, X,

X = Variable independiente

F1G. 2-5. Ilustracién del cambio AY/AX sobre la gaina de una curva.

Que se lee: "la derivada de Y con respecto a X es igual al limite de la razén /Y / dX, conforme dX

tiende a cero Y'?

Este concepto de la derivada como limite de una razén es equivalente de manera precisa al
gradiente de una curva en un punto. En la figura 2-6 se presenta esta idea, utilizando la misma curva
que relaciona Y con X que se puesta en la figura 2-5. Obsérvese que, en la figura 2-6, el gradiente

promedio de la curva entre los puntos Ay D se mide como:

EIY_ Y4 - Yl

AA Ay - Al

Y se muestra como el gradiente de la cuerda que conecta los dos puntos. De modo similar, el
gradiente promedio de la curva se puede medir a lo largo de intervalos cada vez menores de X,
mostrandose mediante otras cuerdas, tales como las que conectan los puntos By e con D. En el
limite, conforme dX tiende a cero. la razén @Y/ dX es igual al gradiente de una linea trazada
tangente a la curva en el punto D. E/ gradiente de esta tangente se define como la derivada, dY /dX,

de la funcion en el punto D, y mide el cambio marginal en Y que se asocia a un cambio muy

—NoEr D
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pequerio de X.

Por ejemplo, la variable dependiente Y puede ser el costo total y la variable independiente, la
produccién. Entonces, la derivada dY / dX, muestra de manera precisa el modo en que se
encuentran relacionados los costos y la produce i6n para un nivel especifico de produccion. Puesto
que el cambio en los costos que se asocia a un cambio en la produccion se define como el costo
marginal, la de los se puede explicar brevemente un limite como sigue: Si el valor de una funcién y =
fiX)tiende a una constante y* conforme el valor de la variable independiente Xtiende a X* entonces,

se dice que y* es el limite de la funcién cuando Xtiende a X™*. Esto se escribiria como sigue:

Limite (X) = Y" X-->X"

X- 4, el limite de esta funcién, conforme Xtiende a 5, es 1;

Por ejemplo, si Y

O Sea.
Limite (X - 4) = 1. X--55

Esto indica que, conforme el valor de Xtiende a 5, sin llegar a ese valor, la funciébn y = X- 4 se
hace cada vez mas cercana a 1. Este concepto de limite se ex en forma detallada en todos los
libros de texto de introduccién al calculo.
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¥ = Variable dependiente

X = Variable independiente

F1G. 2-6. Tlustracién de una derivada como gradiente de una curva.

Rifada de la funcién de costo total proporciona una medida precisa de los costos marginales para
cualquier nivel especifico de produccion. Existe una situaciéon similar para los ingresos totales: la
derivada de la funcién de ingresos totales para cualquier nivel de produccién indica los ingresos

marginales en ese nivel.

Resulta evidente que las derivadas proporcionan informacién util en economia administrativa. Mas
adelante veremos otras ilustraciones de su utilidad; sin embargo, antes daremos las reglas para

determinar las derivadas de ciertas funciones que se encuentran con frecuencia.
REGLAS PARA LA DERIV ACION DE UNA FUNCION

La determinacion de la derivada de una funcion no es una tarea muy dificil, ya que implica
solamente la aplicacién de una férmula basica a la funcion. Las férmulas o reglas basicas de

derivacion se dan mas adelante. Se omiten las pruebas; pero se pueden encontrar en cualquier libro

de texto de introduccién al calculo.

Constantes

La derivada de una constante es siempre cero; o sea, si Y te, entonces:

M. [6) i D -
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ay
ax=0,

Esta situacion se presenta graficamente en la figura 2-7. Puesto que y se define como constante, no

varia al cambiar Xy, por ende, dY/ dXtiene que ser cero.

FiG. 2-7. Grafica de una funcion constante— Y = constante; dY/dX = 0.
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Potencias

La derivada de una funcion de potencia como Y= aX”, en donde a y b son constantes, es igual al

exponente b6 multiplicado por el coeficiente a por la variable X elevada a la potencia 6 - 1:

y =aXb
aY aX=b.aX(b-)
Por ejemplo, dada la funcion:
y =2X3,
entonces:
ay
aX=3-2-X(3-1)

=6X2.

Esta regla se aclarara todavia mas mediante otros dos ejemplos de funciones potenciales. La

derivada de la funcién Y = X"esta dada como:

dY=3X2
ax.

El exponente. 3. se multiplica por el coeficiente implicito. 1, y, a su vez, por la variable, X, elevada a

la segunda potencia.
Finalmente, la derivada de la funcion Y = 0.5X es 0.5:

ay
ax=1.05.X-1=1.0.5.X0=0.5.

CAMPLUS
Norm T ——
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Y
y=x?
dy .
a5 = 3x
¥Y=05y
ar_
x =05
X

Fie. 2-8. Graficas de funciones de potencia.

El exponente implictto, 1, se multiplica por el coeficiente, 0.5, por la variable, X elevada a la
potencia cero. Puesto que cualquier nimero elevade a la potencia cero es 1gual al, el resultado
es 0.5,
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HMuevamente, podemos aclarar el concepto de funcién de potencia mediante una grafica. En
la figura 2-8 se presentan graficamente las dos dltimas funciones de potencias anteriores, v —
X e ¥~ 08X Veamos primeramente v =j 0.5% La derivada de esta funcién, dFdX = 0.5, es
una constante, lo que indica que el gradiente de la funcién es constante. Esto puede werse con
facilidad en la grafica. La derivada mide el indice de camebio. 31 el indice de cambio es
constante, como debe ser para que la funcidn basica sea lineal, la derivada de la funcién tendra
que ser constante. La segunda funcidn, ¥ — X3, aumenta a un ritmo creciente a medida que se
incrementa X También aumenta la derivada de la funcidn, Y7 dX = 352, a medida que X se
hace mavyor, lo que indica que el gradiente de la funcidn se incrementa o que el indice de

cambio aumenta.

Sumas vy diferencias

En todo el resto de esta seccidn se utiliza la notacidn que sigue para expresar clerto nlumero
de otras reglas importantes de derivacidn.

= ) U es una funcidén no especificada, g, de X W — h(X):
V es una funcién no especificada,, f. de X

La derivada de una suma (diferencia) es 1gual a la suma (diferencia) de las derivadas de los
términos individuales. Asi, si ¥ — LU+ V) entonces:

dy =dUu + av.
e dX dX dX
or BJSmp1o, 81 U=g(X) =2X2, V=h(X) =-X3, e F=U+I=2X2-

X3 entonces:
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dY
- = 4X - 3X%,
dX
En este caso, se descubre cque la derivada de 2457 es 4%, mediante la regla de potencias; la
derivada de -X3 ze determina comeo -342, mediante la misma regla, v la derivada de la funcién
es la sutna de las derivadas de las partes.
WVeamos un segundo ejemplo de estaregla. 51 ¥= 300 + X + 2X2 entonces:

dY dX=0+5+4X.

IMediante la regla constante, la dertvada de 300 ez O; la derivada de 55 es 5 por laregla de
potencias ¥ la dertivada de 287 es 4%, por la misma regla.

Productos

La derivada del producte de dos expresiones es 1gual a la suma del primer términe
multiplicads por la derivada del segundo, més el segundo términe por la derivada del primero.
Azl el ¥ = WY entonces:

E

dY dv dU
x UaxtVeogw

Por ejemple, 51y = 352 (3 - X)), entonces, haciendo TF = 352y 7= (3 - X

dY =32 @V) + (3-X) @U)
dd d

=FX2- 1)+ (3 ) 68 = -
X2+ 18y - 6x2
= 18X - 09X,

Coclentes

La derivada del cociente de dos expresiones es: 1gual al denominador multiplicade por la
derivada del nutnerador mesmos el numerador por la derivada del denominader -tode ello
dividido por el cuadrado del denominador. Asi, 51 ¥ — ¥V entonces:

aw  ar
v Y YT

X ¥

Porgjemplo, s1 U7= 24 -3 ¥ = 642, entonces: 253
Y=f3X2




/
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dY _ 6X2-2— (2X —3)12X
ax 36X

_ 12X2 — 24X® + 36X

T 36X

_ 36X — 12X

T Tosext

_3-X

RO C

El denominador, 6X2, se multiplica por la derivada del numerador, 2. Se resta de esto el
numerador, 2X - 3 por la derivada del denominader, 12X A continacidn, se divide el resultado
pot el cuadrade del denominador, ¢ sea, 76X4 La reduccién algebraica da come resultads la
expresidn final de la derivada.

Funcion de una funcion (regla de cadena)

La derivada de una funcién de una funcién se determina como sigue. Siy — J7L5, en donde
U= g(X) entonces:

QY _ay au
dX ~dUu dxX’
Por ejemplo, si ¥ = 2U — U2 y U = 2X3, se determina dY/dX como sigue;
Etapa 1
dy _
0= 2—2U.
Substituyendo para U, se tiene:
ay
=2 —4X3
Etapa 2
du _ .
IX = 6X
Etapa 3
ay _dy dy
X dU dX
= (2 —4X3).6X2
= 12X2 — 24X°
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Citros ejemplos de esta regla indicaran su utilidad para obtener derivadas de muchas funciones.

Elermpia f
y =yl -1,
Sea U=xz-/. Entonces, ¥ = U= Ulh. d¥= .| T%dT 2
1
- 20

substituyendo Uoon A7 - 1 en la derivad?, se obtiene:

dy 1
dU- 2X1- D) ~'z

Puesto que UF= X2 - 1:

dlU=2X.
4

Idediante laregla de la funcién de una funcién, 47 T 4¥ se tiene: AV IAU s AUFAX,

o B |
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1
4= 2 (XZ- 1) 2X
X
vE2-1
Ejempio 2 .
Y=%2-2
wea l = &7 2. Entonces se Y= 1/ Uy, mediante laregla de los cocientes,
obtiene:
4y 1-0-1-1
AT - Uz
1

substituyendo Uoon - 2), se obtiene:
yar_ 1
dU--(X2 212

%%:2){’.

Puesto que IF — X" - 2
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Por consiguiente:

d¥Y  d¥dU 1
dX=glU, d¥=-(X2 .,". 2X
2R A
_ =2)2
Hiemplo 3
¥= [’Z'X+3)2.
Sea iS= 2x+ 3 Entonces, Y= W2 v dF
dLi=2U
Puesto que I/ = 2X+ 3:
47 dU=2{2X+3)
=4X+d
E 1
A0 =2,
&
For ende:
dY dU7
~ i, dX = (45 + 0)2
=X+ 11

Reglas diversas para la derivacion

Aun cuando las reglas anteriores son las que se necesitan en forma mas comun para diferenciar
expresiones econoémicas, se utilizan también otras reglas para ciertos tipos especiales de funciones.
Damos a continuacién una lista de ellas tan solo con fines de consulta; no volveremos a encontrarlas

en las funciones analizadas en este texto.

En estas ecuaciones, e es la constante neperiana, 2.718. Se utiliza en modelos de crecimiento,

interés compuesto continuo y como base de los logaritmos naturales.

M. [6) i T T




@ MAESTRIA EN PYMES

4. 81 Y = asin hX entonces, &= abcos bX
, QA

5.8 = @ cos bX entonces, d¥=-absin bX X

UTILIZACION DE DERTVADAS PARA
MAXTWMIZAR O MINIMIZAR FUNCIONES

El proceszo de optimizacidn requiere con frecuencia que se determine el valor mazimo de
una funcién. Para que una funcidén tenga un valor mazimo (o minime), su gradiente tiene dque
ser cere . puesto que la derivada mide el gradiente de una funcién, se produce una
maximizacién cuande la derivada es igual a cero. Come ilustracién, veamnos la siguiente
funeidn de beneficios:

n==-810000 + 34000 - 5202.

En este caso 1t — beneficios totales v O es la produccidn en unidades. Come se muestra en
la figura 2-9, si la produccién es cero, la empresa tendra una pérdida de F10000 (los
costos fijos son de F10000%; sin embargo al aumentar la produccidn, se elevan también los
beneficios. Ze alcanza un punto critico en 28 unidades de produccidn, los beneficios se
elevan al maxzimeo (en 10000) para 100 unidades v se alcanza un segunde punto critice en
172 unidades.

La produccién de mazimizacién de beneficios se puede determinar, calculando el valor de la
funcién para diferentes magnitudes de produccidn vtrazando a continuacién esos valores como
se hizo en la figura 2-2. El maximo se puede situar también, determinande la derivada de la
funcién v, a continuacidn. g] valor de & que hace que la derivada sea 1gual a cero.

arr
d0 — 4UU -40,

Beneficios totales por i
periodo de tiempo ()

®

Gradiente = Beneficios marginales

7= —-$10 000 + $400 Q - $20? =do
=400 - 4Q
=0 cuando @ = 100 unidades

+10000 F —

0 PN

/28 100 17'2\
10 000

Unidades de produccion por periodo de tiempo ()

Fic. 2-9. Beneficios en funcion de la produccién.
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y al ajustar la derivada igual a cero se obtiene:

400-42 =0
4Q =400 Q=
100.

FPor consiguiente, cuande 3 = 100, los beneficios son méximos. Incluso en esta "ilustracidn
simple, es mas facil determinar el valor de masmimizacion de beneficios mediante el calcule que
por medio del analisis grafico; en el caso de que la funcidn hubiera sido mas compleja, sélo
hubiera resultade factible la resolucidn por medio del calculo.

Derivadas de, segunde grade

e puede plantear un problema cuando se utilizan derivadas para localizar méaximos o
minimos. La primera derivada de la funcidn total proporciona una me dada de s la funcidn
aumenta o distninuye en cualguier punte. Para maximizarse o minimizarse, la funcidn no debe
aumentar ni disminuir;, o sea, el gradiente medide mediante la primera derivada tiene que ser
cero; sin embargo, existe la condicidn ¥ /EY — O tanto para el valor mazimo como para el
minimeo de una funcidn ¥ se necesita un analisis posterior para determinar 51 se ha localizado
un punto maximo o minimo.

Esto se ilustra en la figura 2-10, donde puede wverse que el gradiente de la curva de
beneficios totales es cero tanto en el punto A como en el B. Sin embargo, el punts 4, localiza la
produccidn que minimiza los beneficios, mientras que el 8 indica la produccidn de beneficios
MAKImMos.
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Esto se ilustra en la figura 2-10, donde puede verse que el gradients de la curva de
beneficios totales ez cero tanto en el punto A como enel 8. Sin embarge, el punto 4, localiza la

produccidn que minimiza los beneficios, mientras que el 8 indica la produccidn de beneficios
MAZINGS,

El concepte de derivada de segunde grade se utiliza para distinguir entre los puntos
maxzites Y los minimoes a lo large de una funcidn La derivada de segunde orden es
simplemente la derivada de la derivada original, se determina precisamente en la misma forma

que la primera' derivada. Asi, si1t — @ - b + ©02 - d03, como en la figura 2-70, entonces, la
dertvada de primer orden es:

dir
- = _h + Jol) - 3402 dod (2-3)

]

y la derivada del segundo orden es la derivada de la ecuacidn 2-0, o sea

dd
do2= 2c - 640

En la misma forma en que la primera derivada mide el gradiente de la funcidn de beneficios
totales, la segunda representa el gradiente de la primera derivada, o sea, en este caso, el
gradiente de la curva de beneficios marginales. Se puede utilizar el concepto de segunda
dertvada para efectuar una distincidn entre los puntos de maximizacidn y minimizacidn debido
al hecho de que la segunda derivada es siempre #egativa. fuande se evalia en un punto de
maximizacion, Y pasitiva. gn un punto de seiximtzacion.

Larazdn de esta relacidn inversa se puede ver al consultar la figura 2-10. Ohsérvese que los
beneficios alcanzan un minimo local en el punts 4 puesto que los beneficios marginales, que

eran negativos ¥, por ende, hacian cque los beneficios totales disminuyeran, se wuelven
repentinamente positivos. Dicho de ofto mods,
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Fic. 2-10. Localizacién de los valores maximo y minimo de una funcién.

FiG. 2-10. Localizacién de los valores maximo y minimo de una funcién

log beneficios marginales pasan por el nivel cero desde abajo, en el punte A ¥, por
conisiguente, aumentan o tienen un gradiente postive. La sttuacidn inversa es valida en un
punte de mazimizacidn local; el wvalor marginal disminuye vy, por ende, su gradiente es
e gativeo.

Podemos contribuir a una mejor comprensidn de este concepto mediante un ejemplo
numérico. Supdngase que la funcidn de beneficios totales que se dlustra en la figura 2-10 se da

mediante la ecuacidn siguiente:

Beneficios totales e 77 = -$3 OO0 - $2 400G + $3500Q2 - $833303. f2-7)
Los beneficios marginales se dan mediante la primera derivada beneficios de la funcidn de
totales:

Beneficios marginales = ~; = ~§2 400 + ”J?OGQ - 525@2 (2-8)

M. [6) i D
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Loz heneficios totales se masamizan o tinimizan en los puntos en que la primera dertvada, 1oz
beneficios marginales, es cero; o sea, donde:

o M T -§2400 + 37000 - $2502= O, (2-9)

Las cantidades de produccidn de 4 v 24 unidades satizfacen la ecuacidn 2-9 v, por ende, son puntos
de beneficios mammos o minimos.

+ La evalvacidn de la segunda dertvada de la funcidn de beneficios totales en cada uno de esos
puntos indicard s son minimos o mésimos. La sequnda derivada de la funcidn de beneficios totales
se detertrina tomando la dertvada de la funcidn de beneficios marginales, ecuacion 2-8:

l5"‘?2?.r
d02= +$700 - §500

En la cantidad de produccidn &~ 4:

5700 -850 .4 = §700 - $200 T $500.

Puesto que la segunda derrvada es positiva, o que indica que 1oz heneficios marginales aumentan,
los beneficios totales se pdxipizan para cuatro unidades de
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12Cualquier ecuacidn de la forma ¥= a+ a¥+ X2 es de sequndo grado v sus dos rafces se
pueden deterrminar mediante la ecuacidn general de segundo grado:

X=_-5b + vl =-4ae 2c

Bubstituvendo los valores de la ecuacidn de segundo grado con los de la ecuacion ~. 9 se obtiene:

XE= =700+ V700 - 40 -2 4000 (-250= 700+ v'450 000 - 240 (00

20--25) -50
H=-700 £\1'250000 = -700 + 500.
-50 -50
La raiz menor es: M, =700 -500  -1200
-850 --50 - 24 unidades

¥ la solucidn positiva e~
700+ S00  -200= 4

unidades
Xa= -850 - -50
Advertencias los alumnos deben recordar que la ecuacidn de segundo grado tiene 2a en el
denominador en lugar de Ze. La razdn es que en muchos libros de matematicas la relacidn funcional
se escribe corno sigue: ¥ = ef2 + &7+ c. Preferimos no escribir la ecuacitn en esta forma, debido a
que en las expresiones de acopomia gl térmno constante, que denomimmamos a, se coloca por lo

general en primmer higar.
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Tzo de derivadas para maximizar la
diferencia entre dos funciones

El corolario muy mportante ¥ bien conocido de microeconomia que dice que los mgresos
marginales son iguales a los costos marginales cuando los beneficios son maximos, se basa en el
calculo de optimizacidn. Se dertva del hecho de que la distancia entre dos funciones es mdasama en el
punto en que sus gradientes son iguales. Esto se 1lustra en la figura 2-11. En este caso, se muestran
las funciones hipotéticas de ingresos v costos. Los beneficios totales son iguales a los ingresos
totales menos los costos totales v, por consiguents, 1guales a la distancia vertical entre las dos
curvas. Esta distancia se eleva al maximo con una produccidn §F* donde loz gradientes de las curvas
de ingresos v costos son 1guales. Puesto que los gradientes de las curvas de ingresos totales v costos
totales miden los ingresos marginales v los costos marginales, donde esos gradientes son iguales,
AR = AT

La razdn por la que QB es la produccidn de beneficios mésimos. se puede ver en otra forma,
tomando en consideracion las formas de las dos curvas situadas a la derecha del punto 4. En 4, los
iigresos totales son 1guales. g los costo' totales ¥ se tiene un punto critico, o sea, una cantidad de
produccidn en la que los beneficios son cero. En las cantidades de produccidn inmediatamente més
alld de 24'los mngresos totales aumentan con mayor rapidez que los costos totales, de manera que
los beneficios se incrementan v las curvas se separan todavia mds. Esta divergencia de las curvas
prosigue en tanto los mgresos totales aumenten con mayor rapidez que los costos totales; en otras
palabras. gn tanto AF B = MO Una vez que el gradiente de la curva de ingresos totales es exactamente
igual ] de la curva de costos totales -en otras palabras, donde los ingresos marginales sean iguales a los
costos marginales, seran paralelas ¥ ya no. divergentes Esto ocurre en el caso de la produccion OB "Mas
alla de B el gradiente de la curva decostos es mayor que el de la curva deingresos (lo; costos marginales
son mayares que los ingresos marginales), de modo que la distancia entre ellas disminuye ¥ los beneficios
totales zereducen

Un gjetnplo numérico contribuird a esclarecer este empleo de las derivadas.

Sean las siguientes funciones de mgresos, costos v beneficios:

Ingresos totales — TR = 4}, 5Q - }, }Q2
Costos totales — TC = 150+ 10Q - ©.5Q2 + 00203,
Beneficios totales = = 44¢ = 1 .

o D
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FIG. 2-11. Ingresos totales, costos totales y maximizacion de los beneficios.
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La produccién de beneficios maximos se puede determinar substituyends en la funcién de
beneficios las funciones de mgresos totales ¥ costos totales v analizan. do a continuacién la
prmera ¥ la segunda derivada de esa ecuacidn:

IT=FT - Te
=4 50-1002-0150+ 100 -0502 +
Q.0203) = 41L.50- 1102 -150-100+ 0.502 -
0.0203 = -150 + 3050 - 0602 - 0.0203

Los beneficio s marginales, la primera derivada de la funcidn de beneficios, son:

MIT = ﬁ= 315 - 1.20 - 0.0602.

Alhacer los beneficios marginales iguales a cero v utilizar la ecuacidn de segundo grado para
resolver las dos raices, se obtiene O — -35 ¥ @2 = 1 15. Puesto que no. son
posibles cantidades negativas de produccidn, @7 no es una solucidn
factible v puede descartarse.

La evaluacién de la segunda derivada de la funcidn de beneficios en & = 15, indicard) si el
punte e: de mamimizacidn o minimizacidn de los beneficios. La segunda derivada estd dada

por:
dd 7y
d0s= 1.2 - 0.120.

La evaluacidn de esta derivada en @ = 15 indica un walor de -3.0; por consiguiente” & = 15,
g5 un punto de maximizacién de beneficios.




MAESTRIA EN PYMES

La produccidn de beneficios maximos se puede determinar substituyendo en la funcidn de
beneficios las funciones de mgresos totales ¥ costos totales vy analizan. do a continuacidn la
pritnera ¥ la segunda derivada de eza ecuacidn

TIT=FT - Te
=4 50-1002-0150+F 100 -0.502+
Q0203 = 41.50-1102-150-100+F 0.502 -
0.0203 = -150 + 3050 - 0602 - 0.0203

Los beneficios marginales, la primera derivada de la funcidn de beneficios, son:

MIT = ﬁ= 315 120 - 0.0602.

Alhacer los beneficios marginales 1guales a cero v utilizar la ecuacidn de segundoe grado para
resolver las dos raices, se obtiene O — -35 ¥ @2 = T 15. Puesto que no. son
posibles cantidades negativas de produccidn, @7 no es una solucidn
factible v puede descartarse.

La evaluacién de la segunda derivada de la funcién de beneficios en & = 15, indicard) si el
punto es de maximizacidn o minimizacidn de los beneficios. La segunda derivada estd dada
pot

dd 7y
d0= 1.2 - 0.120.

La evaluacidn de esta derivada en & = 15 indica un valoer de -3.0; por consiguiente” & = 15,
es un punte de maximizacidn de beneficios.
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Para entender la relacidn de los ingrescs marginales vy los costos marginales con la
maximizacién de los beneficios, veamos una vez mas la expresidn general de beneficios 1t =
TR - Te. Con la regla de sumas v diferencias de la derivacién, obsérvese que una de las
expresiones generales de los beneficios marginales es la siguiente:

d7T dTR  dTC
M= dQ —d0-d0

Dado que dTRED ez, por definicidn, la expresidn de los ingresos marginales. ME, v que
dTCVE D representan los costos marginales, MT, se tiene:

M7T=ME - MC.j
la mazximizacidén de cualquier funcidn requiere 1gual a

Ahora bien, pueste que cero, se producird una maximizacidn
primera derivada se haga

beneficios cuando:

Qe la
de los

MIT = MR - MC = O,
g bien, donde:
ME=MC.

Prosiguiends con nuestro ejemplo numérico, se determinan los ingresos ¥ los costos
marginales mediante la derivacidn de las funciones de ingresos ¥ costos totales:
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TN R WL B B S .

MC = dJ_""= 10- 0+ 0.0602.

En el nivel de produccidn de méazimos beneficios, MR = Me; por ende:
ME=415-220=10- 0+ 0.0602 = MC.

Mediante la combinacidn de los términos, se obtiene:

315+ 5,20+ 0.0602=0,

gue es idéntico a la expresién obtenida al hacer que la primera derivada de la funcién de
beneficios sea cero. Al resolver para las raices de esta ecuacidn {utilizande nuevamente la
ecuacidn de segundo grado) se obtiene como resultades P = -35 ¥ 22 = 15, que son los
mismos valores determinados antes. Esto confirma el hecho de gque los
ingresos marginales son en realidad iguales a los costos marginales para la
produccidn en la que log beneficios son maximos.

Para concluir el ejemplo, en la figura 2-12 se presentan graficas en las funciones de ingresos
i costos; para 12 unidades de produccidn, los gradientes de las dos curvas son iguales, ME =
Me. La secoidn inferior de la figura muestra la

funcién de beneficios, y la produccidn de beneficios mazimeos es tambign de 15 unidades,
donde la produccidn de/d = 0 Y d"nid22 < 0.

DERIVADAS PARCIALES

Puesto que la mayor parte de las relaciones econdmicas implican mas de dos, variables, ez
necesario extender el concepto de derivacidn a ecuaciones con tres o mas variables. Veamos la
funcién de la demanda para un producte en que la cantidad demandada, O, se determina por el
precio establecide, P, v el mivel de las erogaciones en publicidad, 4 Esa funcidn se escribird
como s1gue;

Q=1F, A. (2-10)

Al analizar relaciones de wvariables multiples, come la de la ecuacidn 2-10, ez preciso
conocer los efectos marginales de cada variable independiente sobre la
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F16. 2-12. Condiciones de produccién de maximizacién de los beneficios.
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Dependiente. En otras palabras, en este caso, la optimizacidn requiere un analisis del modo en
gque un cambio en cada variable independiente afecta a la dependiente, manteriendo consiante ol
afecty de todas las demds variables independismtes. La derivada parcial es el concepto de caloulo
gque se utiliza para este tipo de analisiz marginal

Mediante la funcién de la demanda de la ecuacidn 2-10, se pueden exarminar dos dervadas
parciales: 13

I Laparcial de & con respecto al precio — alya?
2. Laparcial de O con respecto a las erogaciones de publicidad Vil A,

Las reglas para determinar derivadas parciales son esencialmente las mismas que se vieron
anteriormente. Pueste que el concepto de derivada parcial itnplica la supoesicién de que todas
las variables distintas a aquélla con respecto a la cual se estan tomando la derivada permanecen
invariables, se considera que esas variables son constantes en el procese de derivacién, eala
ecuacidn ¥— 10 1+ 3XZ - Z2. En esta funcidn hay dos variables independientes, ¥ v Z, de
modo que se pueden evaluar dos derivadas parciales. Para determinar la parcial; con respecto a
X, obsérvese que la funcidn se puede wolver a escribir como ¥ = . 04X+ (3Z) X - 22 Puesto
gque £ se trata como st fuera constante, la derivada parcial de ¥ con respecto a X es:

4y
ge=0-4+ 34 -0=-4+ 5/,

Al determinar la derivada parcial de Focon respecto a £ se trata X como constante, de modo
gque se puede escribir:

y=10-4X +(3x)Z- 22,
¥ la parcial con respecto a 2 es:

~e =00+ 3K-FT T 322

Otro ejemplo servird para aclarar la técnica de la diferenciacién parcial Seay — 2X 1 4322
- 3X72 - 273 Entonces, la parcial con respects a )i es:

4y
gqr — 24T SAL - 347 -0,

¥ la parcial con respecto a 2 es:

~~ = 0+ 442 - 6X7 - 6772,

13El simbole éf denominade delta, se utiliza para indicar una derivada parcial En las
exposiciones orales ¥ escritas de este concepto, se omite con frecuencia la palabra derivada O
sea, se habla de manera tipica de la parcial de O en lugar de la derivada parcial de G,
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MAXIMIZACION
DEFUNCIONES DE VARIABLES MULTIPLES

La necesidad de maximizacién (o minimizacién) de una fincidn de variables multiples es
una extensidn directa de la de las funciones de variables simples. Todas las derivadas parciales
de primer orden tienen que ser iguales a cero. Por ende, la Rlazimizacién de la funcién ¥ —

X Z) requiere:

Cotno ilustracién de este proceditniento, véase la funcidn:
y =4+ 7K1+ XL -70 (2-11)

cuyas dertvadas parciales son:

gX =4-L4ATt L

a
§= 1 +X-2Z
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0

Para maximizar la ecuacidn 2-11, se hacen las parciales 1iguales a cero:

ay
qi=4-2x+z2—0

%ﬁzﬁx-zz:u.

Tenemos agwi dos ecuaciones con dos incédgnitas. Al resolverlas simultaneatnente,
descubrimos que los valores X — 3 ¥ Z — 2 maximizan la foncidn.> La insercidn de estos
valores para X v £ en la ecuacidn 2-11, permite determunar el valer de ¥ que es de 7, por
consigmente, el valor maxime de Fes 719

14Puesto que 4 - 2+ Z= O, 2= 23 - 4. Al substituir Z con este valoren1 + 3 22 =
Ose obtiene 1 + X - 2027 -H= 1+ H-axy+8=3x+ 9=0¢ sea ¥ =3 Al reemplazar
este valor de ¥en 2= 2 - 4, se obfiene Z = 2( 3y 4= 2

El métode implicite se puede aclarar quiza al consultar la figura 2-13 que ez una grafica
tridimensional de la ecuacién 2-11. En este caso, vemos que para los valores positives de Xy
Z, la ecuacidn 2-11 traza una superficie con un pico en el punto 4 En el pico, la superficie de
la figura es plana. Diche de otro modo, un plano tangente a la superficie en el punte A serd
paralelo al plano X2 lo que quiere decir que el gradiente de la figura con respecto a X o Z,
debe ser cero; este es el requisito para localizar un punto maxime.

OFPTIMIZACION RESTRINGIDA

En muchos de los problemas de toma de decisiones a que se enfrentan los administradores
de empresas hay restricciones impuestas que limitan las opciones
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X

Fic. 2-13. Determinacién del maximo de una funcién de dos variables— Y = 4X
+ Z — X2 + XZ — Z2

15En realidad, para demostrar que F=7en X¥=3 7 Z=2 ez un punto de mazimizacién v no
de minimizacién, serd preciso examinar las condiciones de segunde grac do. Puesto que las
necesidades de segundo grade para determinar puntos méximos ¥ minimos son relativamente
cotnplejas ¥ no necesarias para los temas que siguen en este texto, no las presentaremos aqud
=e puede encontrar una exposicidn completa de esos requisitos en cualguier texto de calculo
elemental.

En relacién a nuestro ejemplo, podemos indicar que ¥ = 7 es un punte maximo ¥ no
minitno, modificands los valores de X' v 2 de manera ligera a partir de 3 v 2 ¥ observando que
¥ dizsminuye va sea que X ¥ 2 aumenten o disminuyan

L]
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gue tienen a su disposicion los encargados de la toma de decisiones. Por ejemplo, se le puede
encargar a un gerente de produccion que minimice el costo total, bajo el requistto de que se
fabriquen cantidades especificas de cada uno de los productos de la empresa. En otros momentos, el
gerente de produccidn puede preocuparse de elevar al masximo la produccidn de un departamento
dado, bajo las limitaciones que pesan sobre las cantidades de los diversos materiales v las
instalaciones disponthles.

Otros cammpos funcionales de la empresa se enfrentan también a problemas de optimizacion
restringida. Con frecuencia, a los gerentes de mercadotecnia se les encarga la tarea de masimizar las
ventas, bajo la restnccidn de gque no sobrepasen un presupuesto fijo de la publicidad. Loz
funcionarios financieros, en los esfuerzos que hacen para tmninizar el costo de adguisicion de
capttal, deben trabajar a menudo dentro de restricciones impuestas por los acresdores.

Loz problemas de optimizacion restringida se pueden resolver de diversas maneras distintas. En
algunos casos, cuando la ecuacidn de restricoidn no es demasiado compleja, se puede resolver una de
las wariables de decisidn v, a contiwacion, substituirla en la funcidn objetiva -la funcidn que la
empresa desea maxmimizar o minimizar]” Este procedimiento hace que el problema sea el de
rhamimizacidn 0 minimizacidn no restingida, gque se pueda resolver mediante los métodos
subrayados antes.

Este procedimiento se puede aclarar, exammando su utilizacion en un problema de minimizacion
restringida. Supdngase que una emnpresa fabnca su producto en dos lineas de ensamblaje v achia con
la siguiente funcidn de costos totales:

Te = 3X2+ g¥2 - X7,
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en donde X representa la produccidn total de una linea de montaje e ¥ la de la segunda La
administracion trata de determnar la combinacidn de menor costo de X e ¥, bao la restriccidn de
que la produccion total del articulo tiene que ser de 20 umdades. El problema de optimizacidn
restringida se puede enunciar como sigue:

Minttnizar

rC=ix+ 6P - X7,

hain la restriccidn de que

=20,
Fesolviendo la restriccidn para X v substituyendo este valor en la funcion objetiva, se obtiene:

A=20- 5

En .esta seccidn, examinarnos técnicas para resolver problemas de optitnizacion restringida’ en los
casos en los que las limitaciones se pueden expresar en la forma de ecuaciones. Con frecuencia, las
restricciones iunponen s610 limites superiores o inferiores para la toma de decisiones v, por ende,
pueden no "restringit" o afectar la solucidn dptima. Las limitaciones de este segundo tipo, mas
general, se expresan adecuadamente como relaciones de desigualdad v, en esos casos, se debe utilizar
ofta técnica de optinizacidn. la programacidn tmatematica, para el analisis del problema La
programacicn matematica se verd en el capitulo 7.

4

TO=3(20-F) 2.4 6¥2-(20-1) ¥
= 30400 - 407+ Py + 672 -7207 -
Y2y =1200-i20y+ 3y2+ gp-20r+ P (2-12]
=1200- i40¥ + 10P.

A continuacion, podemos tratar la ecvacidn 2-12 como un problema de munmura sacidn no
restringida. Su resolucidn requiere tomar la denivada, hacerla 1gual a cero v resolver para deterrminar
el valor de ¥

dTC - - 140+ 207 = O
dr - 207 = 140
r=7.

La wverificacidn del sigho de la segunda dertvada evaluada en ese punto, asegurard que se haya
ohtenido un tminno:

dre=-140 + zovar

d2T0=+20. 4F2
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Puesto que la segunda derivada es positiva, ¥ = 7 tiene que ser un minimo Substituyendo ¥ con su
valor 7 en la ecuacidn de resticcidn, podemos determinar la cantidad dptima de X que debe

producirse:

X+ 7=20X=13,

En esta forma, la produccidn de 13 unidades en la linea de montaje de X vy 7 unidades enla ¥ es
la comhiacidn de menor costo para la fabricacidn de un total de 20 unidades del producto de la
empresa. El costo total de produccidn de esa combinacidn serd:

TC= 30132+ 6(72- (137 = 507 + 294 - 91
=$710.

Mlultiplicadores de Lagrangel’

Lamentahlemente, la técnica de substitucidn empleada antes no siempre resulta factible; con
frecuencia, las condiciones de restriccidn son demasiado numerosas o complejas para que sea
adecuado utilizar el reemplazamientn. En esos casos, se debe usar la técmca de los medtipfeadores

de Lagrangs.

17Esta seccidn e puede omitir sin pérdida de continaidad.

La técnica de Lagrange para resolver probletnas de optimizacidn restringida es un procedimiento
que exige la optimizacidn de una funcidn que combina la funcidn objetiva original ¥ las condiciones
limitadoras. Esta ecuacidn combinada, denominada de -Lagrange, se constituye de un modo que
asegure: 1) gque cuando se maximice (o minimice), la funcidn objetiva original se maximice (o
minimice) al fsmo tiempo ¥ 23 gque todos los requisitos limitadores se satisfagan,

El preexamen del problema de tinimizacidn restringida que ilustramos antes aclarard el empleo
de esta técnica. Recuérdese que la empresa deseaba minimizar la funcidn Te — 3x2 + 6 ¥Z2 - XY
bajo la limitacisn de que X+ y = 20.

. Al reordenar, la 't ecuacidn de ' restriccidn para | que | todos términos que quedan
alaizgquierda del signo igual, se obtiene: .

X +y-20—0

Al multiplicar esta forma de la ecuacidn de restriccidn por el factor desconocida A 13 T restar el
resultado de la funcidn objetiva original, se tiene:

Lo = 3X2 +6¥2-KY-TL (X +vy-20) (2-13)

L se define como la funcidn de Lagrange para el problema de optimizacidn restringida que se estd
tomando en consideracidn.
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Puesto que mcluye las limitaciones en la funcidn objetiva, la funcidn de Lagrange se puede tratar
cotno un problema de optitizacidn no restingida ¥ la solucidn para ese problema serd siempre
iéntica a la solucidn del problema de optimizacidn restringida original Para dustrar esto, sea el
problema de minimizar la funcion de Lagrange construida antes en la ecuacidn 2-13. En un punto
minimo de una funcidn de variables multiples, todas las denvadas parciales tienen que ser iguales a
cero. Se pueden tomar las parciales de la ecuacidn 2- 13 con respecto a tres vartables incdgnitas, X, v
T A,como sigue:

alin= 63 -v-naX
alr=12Y-x nav

alyc= X T+20.1k

Alhacer gque esas tres parciales sean 1gual a cero se obtiene un sistemna de tres ecuaciones con
tres mcdgnitas:

12T -J1L=0 (2-13
X-T420=0, (.16 )

15 ez laletra gnega lambda, que se utiliza siempre al formular expresiones de I a. grange.
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Ohszérvese que la ecuacidn 2-16, la parcial de la funcidn de Lagrange con respecto a f,es la
condicidn de restriccidn impuesta en el problema original de optimizacidn. Este resultado no es una
coincidencia. La funcidn de Lagrange se construye especificamnente para que la denvada de la
funcidn tomada con respecto al multiplicador de Lagrange, 4, dé siempre la limitacidn origmal En
tanto esta derivada geg cero, como debe setlo en un extremo local (méximo o rminimo), las
condiciones limitadoras impuestas sobre el problema original se satisfaran adecuadamente. Ademas,
puesto que en esas condiciones, el vltimo término de la expresion de Lagrange debe ser 1gual a cero,
o sea, (4 Ty - 20 = 0, la funcidn de Lagrange se reduce a la funcidn ohjetiva original ¥, en esa
forma, la solucidn para el problema no restringido de Lagrange sera siempre la solucidn del
problema original de optimizacidn restringida.

Estas relaciones se aclararan, al completar i el analisis de nuestro ejemplo. Para comenzar, se
resuelve el sisterna de ecuaciones para ohtener los valores dptimos de X e ¥ Al restar la ecuacidn 2-
15 de la 2-14, s tiene:

TE-13F=0 17

A contnuacidn, al multiplicar la ecuacidn 2- 16 por 7 7 restar la ecuacion 2-17 del producto, se
puede resolver para ¥

T TY-140= 0 7% 7 (2-16)
13¥=0 (2-17)
20Y-140=0 207
=140 ¥=7,
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Substituyendo Fpor suvalor 7 en la ecuacion 2-16. ge obtiene X = :1. .1 % :den de X en el punto
donde se minitniza la expresion de Lagrange.

Puesto que la solucidn de la ecuacidn de Lagrange es también la del problema de optimizacidn
restringida de la empresa, 13 unidades de la linea de montaje X v 7 unidades de la ¥ serdn la
combinacidn de produccidn de menor costo que se puede realizar bajo la restriccidn de que la
produccidn total tiene que ser de 20 unidades. Es la misma solucidn que se obtuvo anteriormente,
resolviendo la limitacidn para una de las varables de decisidn v substituyéndola en la funcidn ob-
jetiva,

Ademas de ser una técnica mas poderosa para resolver problemas de optimizacidn restnngida que
el método de substitucidn -es més facil aplicar la técmica de Lagrange a un problema con
limittaciones miltiples. gl método de Lagrange proporciona también al encargado de la toma de
decisiones mformacion suplementana muy valiosa. Esto se debe al hecho de que el multiplicador de
Lagrange, &. tiene una interpretacidn econdmica importante. Al substituir los valores de X e venla
ecuacion 2-14, se puede determinar el valor de Aen nuestro ejempla:

6-12-7-A=0
n=+71.

En este caso. e puede interpretar d como el costo margmal de produccidn de 20 un edades. Naos
mdica que s la empresa tuwera que fabricar sdlo 19 en lugar de 20 unidades de produccion. log
costos totales descenderian en aprozimada.

Mente 71 ddélares. De manera similar, si el requisito de produccioén fuera de 21 en lugar de 20
unidades, los costos se incrementarian en esa cantidad." De manera mas general, cualquier
multiplicador de Lagrange, A, indica el efecto marginal sobre la funcion objetiva original del aumento

del requisito de restriccion en 1 unidad.
RESUMEN

La optimizacion es el método de determinar la mejor solucion posible para un problema dado. En
este capitulo presentamos primeramente cierto numero de métodos utilizados para expresar
relaciones econdmicas y, a continuacion, examinamos varios instrumentos relacionados de andlisis

que se utilizan en la optimizacion.

Las relaciones econémicas se pueden expresar como cuadros, graficas o ecuaciones, Las
variables clave incluyen totales, promedios y marginales yesos valores se relacionan entre si de una
manera unica. Dado cualquier conjunto de variables, los otros dos se pueden desarrollar sobre la

base de las relaciones fundamentales entre las diferentes variables.

Con frecuencia, el analisis de optimizacién implica la localizacion del valor maximo o minimo de
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una funcién. Los valores para la funcién se pueden calcular e incluirse en un cuadro, o bien, trazarse
en una grafica, para observar directamente el punto en que se maximiza (o minimiza) la funcién. Sin
embargo, a menudo resulta mas conveniente utilizar el calculo para localizar el punto &6ptimo,
calculando simplemente la derivada de la funcion total y haciéndola igual a cero; o sea, dY /d X=O.

En la misma forma, se explicé de manera detallada el proceso de tomar «enviadas.

Una funcién puede tener varios valores en los que la derivada es cero, y algunos de esos puntos
representan maximos o minimos. Para determinar si se ha encontrado un maximo o un minimo, se
calcula la segunda derivada. Si d2Y /dX2es negativa, se habra encontrado un maximo; si es positiva,

un minimo.

Si ufia funcién contiene mas de dos variables, se utiliza la derivacion parcial y, en esa forma, se
examind el método para determinar parciales, ay/ a x. Para maximizar una funcion de dos o mas
variables, es preciso calcular la parcial con respecto a la variable y esas parciales se igualan

simultaneamente a cero.

El tema final que se examiné fue el de la optimizacion restringida, que consiste en maximizar o
minimizar una funcién bajo un conjunto de limitaciones. En este caso, explicamos como se puede
utilizar el concepto de multiplicadores de Lagrange para resolver problemas de optimizacion

restringida.

Los instrumentos desarrollados en este capitulo se utilizan en todos los tipos de analisis
'‘econdmicos, sobre todo de economia administrativa. Por ende, los utilizamos en todo el resto del

texto.
PREGUNTAS

2-1 ¢ Cual es la relacion clave entre totales y marginales que hace que resulte tan importante en el

analisis de optimizacién la comprensién del concepto marginal?

Técnicamente, Aindica el costo marginal asociado a un cambio infinitesimal del requisito limitador.
Asi, proporciona solo una estimacién aproximada del cambio en los costos totales que se produciria
si se exigiera una unidad mas (o menos) de la produccion. La interpretacion de A, el multiplicador de
Lagrange, se examina de manera mas completa en el capitulo 7, donde se presentan las técnicas

de programacioén lineal.

. [ i I




