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Caṕıtulo 1

Introducción

Dos son las razones principales que motivan el estudio de la mecánica de
sólidos: primero, en el diseño de elementos de máquinas o de cualquier otro tipo
de estructura, es de vital importancia escoger los materiales y/o las dimensiones
adecuadas para evitar cualquier tipo de ‘falla’1, y segundo, en el análisis de
falla propiamente tal, es decir cuando una componente o cuerpo ha fallado,
es necesario hacer un estudio de sus causa de manera tal de prevenir dichas
situaciones en el futuro.

Siempre ha habido una necesidad de poder cuantificar o de saber de forma
anticipada si una estructura puede o no resistir las fuerzas u otras cargas a las
que podŕıa verse sometida. Originalmente los constructores usaban simplemente
la experiencia para determinar dimensiones y materiales para sus construcciones,
con pruebas y errores acumulaban experiencia que les permit́ıa resolver casos
simples y conocidos. Es claro que un método aśı no pod́ıa servir para el diseño de
nuevas estructuras, y una serie de conceptos fueron siendo elaborados de forma
lenta hasta llegar a teoŕıas (o debeŕıamos decir métodos) más menos generales
para predecir el comportamiento de cuerpos simples como cilindros o vigas de
secciones rectangulares. No fue sino hasta el trabajo fundamental de Cauchy en
la teoŕıa de esfuerzos, en que se dispuso de herramientas generales para poder
predecir el comportamiento de cuerpos sólidos bajo el efecto de distintas cargas
externas2.

Desde el momento en que conceptos como ‘fuerzas’, ‘esfuerzos’ y deforma-
ciones fueron establecidos de forma más menos clara a mediados del siglos XIX,
distintos métodos han sido desarrollados para predecir (siguiendo ahora méto-
dos más racionalés) el comportamiento de un sólido frente a cargas o fuerzas

1La palabra ‘falla’ puede tener significados muy diversos, quizás la imagen más simple que
se viene a la mente es la rotura de una pieza o elemento; pero podŕıamos también reconocer
como falla la formación de deformación plástica, la cual al producir cambios permanentes en
la forma de un cuerpo, podŕıa producir problemas en el funcionamiento de un mecanismo.

2Este trabajo de Cauchy, basado en otras investigaciones, en las leyes formuladas por Euler,
quien a su vez tomo como punto de partida las bien conocidas investigaciones de Newton, es
la piedra angular de todos los desarrollos posteriores, y es frecuente no encontrar referencias
claras a la importancia de dicho trabajo en la literatura.

4



externas. En un principio solo algunas geometŕıas sencillas fueron tratadas bajo
deformaciones o fuerzas simples. Es aśı como se desarrollaron métodos para pre-
decir el comportamiento de cilindros bajo torsión, vigas bajo flexión, o barras
bajo el efecto de fuerzas de compresión o tracción. Esta es la base principal de
los cursos y textos tradicionales en resistencia de materiales, es decir se hace una
revisión de algunos conceptos importantes, y el desarrollo de métodos simples
que nos permitan predecir el comportamiento de algunos cuerpos de geometŕıas
sencillas.

Sin embargo, el trabajo de Cauchy nos lleva finalmente a un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales, cuya solución nos entregaŕıa (bajo ciertas
simplificaciones) de forma más precisa la forma como cuerpos (de geometŕıas
más generales) se comportaŕıa bajo la acción de cualquier tipo de fuerzas ac-
tuando sobre él. El desarrollo de estas ecuaciones en derivadas parciales aśı como
de métodos de solución anaĺıticas de las mismas es la parte central del área de
estudios conocida como ‘elasticidad’.

Es claro que el número de problemas para los cuales es posible encontrar
soluciones anaĺıticas para un sistema de ecuaciones en derivadas parciales es
limitado, y por ese motivo desde ya varias décadas se han desarrollado méto-
dos de solución numérica de las mismas, entre los que cabe destacar el ‘método
de elementos finitos’. Dicho método permite, con la potencia y versatilidad de
los computadores actuales, resolver problemas más cercanos a la realidad, en
relación al estudio del comportamiento de cuerpos sólidos no solos frente a
fuerzas, si no también frente a cambios de temperatura e incluso cargas electro-
magnéticas3.

Existiendo métodos numéricos y teniendo en cuenta la potencia cada vez
mayor y el menor precio de los computadores, surge la duda del porqué en un
momento dado uno debeŕıa estar interesado en aprender los distintos tópicos
usualmente vistos en resistencia de materiales. La respuesta a esta pregunta
tiene que ver con las limitaciones de los métodos numéricos mencionados an-
teriormente. Lo usual cuando alguien conoce por primera vez los programas
comerciales de elementos finitos en mecánica de sólidos, es pensar que uno
está en condiciones de resolver cualquier tipo de problema con dichos métodos,
en donde pudiese tener cuerpos con geometŕıas tridimensionales muy complejas,
posiblemente también interactuando con otros cuerpos, todos ellos bajo cargas
externas. Si bien es cierto los computadores son cada vez más potentes, aun hoy
en d́ıa es todav́ıa dif́ıcil resolver problemas en tres dimensiones con geometŕıa
muy complejas, por la cantidad de memoria y recursos computacionales que
estos trabajos requieren. Peor es la situación cuando uno desea modelar varias
componentes interactuando unas con otras, pues en dicho caso nos enfrentamos

3Respecto a los tipos de problemas que se pueden analisar, con los métodos clásicos en
resistencia de materiales, uno adquiere herramientas que posibilitan resolver sobre todo prob-
lemas en una dimensión, por ejemplo problemas con ejes o vigas en donde la longitud sea
mucho mayor que el diámetro u otra dimensión en la sección. Por otra parte, con los métodos
anaĺıticos estudiados en elasticidad, el tipo de problema normal que puede ser resuelto corre-
sponden a problemas planos (o más general en donde se trabaja con dos dimensiones). Son
los métodos numéricos los que se aproximan mejor a situaciones reales con cuerpo tridimen-
sionales.
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a problemas muy complejos que tienen que ver con la forma como los distin-
tos cuerpos interactúan en sus superficies de contacto, que generalmente lleva a
problemas no lineales muy dif́ıciles de resolver. Lo que se quiere decir aqúı, es
que los métodos numéricos y los programa comerciales basados en ellos, si bien
de gran utilidad y de una importancia cada vez mayor en diseño, no son una
panacea que puedan ser usados de forma apresurada en cualquier tipo de proble-
ma que se nos presente. Hay siempre aproximaciones, y en muchos casos un buen
método anaĺıtico y simplificado no solo nos permite obtener buenos resultados
para modelar de forma aproximada el comportamiento de un sólido, sino tam-
bién a un costo en cuanto a tiempo de solución mucho menor, sin mencionar que
es mucho más fácil determinar el efecto de los distintos parámetros que influyen
en un problema por medio del análisis de una expresión anaĺıtica (por muchas
simplificaciones que se hayan hecho para llegar a ellas) que tratar de obten-
er las mismas conclusiones estudiando una gran cantidad de datos numéricos
expresados a través de gráficos y tablas.

Se ha tratado de justificar el porqué de esta asignatura, quizás parezca algo
extraño intentar hacer algo aśı, pero es fundamental tener algunas ideas respecto
al propósito final de algo antes de intentar hacerlo. Siempre es bueno saber
porqué debeŕıamos gastar tiempo y enerǵıas en comprender conceptos y métodos
como los desarrollados en este curso, y ojala también saber en qué tipo de
problemas podŕıamos usar dichos conocimientos.

El objetivo final de esta asignatura es entregar conceptos que nos permitan
modelar de forma aproximada el comportamiento de cuerpos sólidos bajo el efec-
to en particular de fueras externas. El uso de dichos conocimientos se encuentra
en particular en el área de diseño, en donde en el momento de proponer una
estructura o mecanismo, nos interesa dar dimensiones y/o tipo de materiales en
los que pueden ser constrúıdos, de forma tal de evitar bajo ciertas condiciones
que estos fallen.

En concordancia con los objetivos anteriores, este texto está dividido en los
siguientes caṕıtulos. Primero hay una introducción a la estática, en donde nos
interesa especialmente estudiar algunos métodos prácticos para determinar de
forma aproximada las ‘fuerzas de reacción o contacto’ cuando varios cuerpos
interactúan unos con otros. A continuación se explora el concepto de las fuerzas
internas, partiendo con el caso simple en donde se estudia un modelo para dichas
fuerzas aplicable al caso de vigas. El concepto de fuerzas internas es generalizado
apareciendo el concepto del vector y del tensor de esfuerzos. Posteriormente se
estudia el concepto de deformación y su conexión con los esfuerzos a partir de
algo que conoceremos como las ecuaciones constitutivas. Varios problemas sim-
ples son estudiados ahora, tales como el problema de torsión en ejes, el problema
de flexión y de cálculo de deflexión en vigas, aśı como también el problema de
cálculo de esfuerzos de corte en vigas. Los cuerpos cuando se deforman acumu-
lan enerǵıa elástica, y dicha enerǵıa es usada en el método de Castigliano para
determinar deformaciones producto de fuerzas o torques externos. En el caṕıtu-
lo siguiente los distintos métodos estudiados en los caṕıtulos anteriores ahora
son usados para analizas problemas con geometŕıas simples en las que más de
un tipo de esfuerzo está actuando sobre el cuerpo. En uno de los caṕıtulos más
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importantes se abordará el tema de falla en materiales, enfocado especialmente
a fallas relacionadas con formación de deformación plástica en un cuerpo. Dos
modos adicionales de falla son estudiados también, la falla por inestabilidad en
columnas esbeltas en compresión y la falla por fatiga. Finalmente, comprendien-
do la importancia de los métodos numéricos de solución en mecánica de sólidos,
algunos conceptos de la teoŕıa de la elasticidad lineal en tres dimensiones son
entregados en el ultimo caṕıtulo.

Al final de cada caṕıtulo se darán algunas referencias a textos más avanzados
o bien textos cuyos ejemplos o ejercicios sean de utilidad al estudiante. También
se darán algunas referencias históricas en donde sea necesario, no con toda la
precisión que se podŕıa desear, pero con el propósito último de mostrar que
muchos de los conceptos y métodos vistos aqúı, requirieron grandes esfuerzos y
tiempo para ser desarrollados a la forma como los conocemos hoy, y que dicho
esfuerzos requiere al menos un mı́nimo reconocimiento por todos quienes usan
estos conocimientos tan importantes en el desarrollo tecnológico actual.

Notación

En el texto se usará la siguiente notación:

a, b, ..., α, β, ..., : Escalares
~F , ~f, ~w, ...., : Vectores
f
˜
, g
˜
, ..., : Vectores en el Caṕıtulo 13

F˜ , G˜ , ..., : Tensores de segundo orden en el Caṕıtulo 13
C̃, S̃, ..., : Tensores de cuarto orden en el Caṕıtulo 13
Fi o F1, F2, F3 o Fx, Fy, Fz : Componentes de un vector
A , B, ..., : Cuerpos (su volumen en algunas ocasiones)

ı̂, ̂, k̂ o ê1, ê2, ê3 : Vectores unitarios

En las figuras para facilitar su compresión, se usará en general el siguiente
codigo de colores

Ĺıneas de color negro: Representan los contornos de un cuerpo.

Ĺıneas de color rojo: Fuerzas y momentos (torques) externos e internos.

Ĺıneas de color verde: Cotas, dimensiones para las figuras, flechas que
indican vectores de posición o desplazamiento.

Ĺıneas de color cafe: Muro, suelo, soportes u otras partes que interactúan
con el cuerpo.

Los śımbolos, fuerzas, dimensiones, etc, se representan en color azul.
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Caṕıtulo 2

Introducción a la estática de

estructuras y mecanismos

2.1. Motivación

Cuando se piensa en mecanismos o estructuras y se desea determinar si las
distintas componentes que los forman pueden o no fallar, una manera simplifica-
da de hacer el análisis es separar todas estas componentes o cuerpos y estudiarlos
por separado. Esto requiere modelar de alguna forma simple y al mismo tiem-
po realista la interacción de las distintas piezas o componentes. Esto se puede
hacer si dicha interacción se modela como fuerzas de interacción o bien a través
de restricciones al desplazamiento de esa parte de las superficies de contacto,
debido a la interacción con el medio o con otros cuerpos.

Es evidente que un modelo basado en fuerzas y/o restricciones para la in-
teracción es solo una aproximación. Sabemos que si un cuerpo sufre fuerzas
y deformaciones por la interacción superficial con otro, este cuerpo también
influirá en la forma como las otras componentes se deforman y comportan, o
sea, en una mejor aproximación estas fuerzas de interacción en realidad seŕıan
función de la misma deformación que causan. Tales modelos son en general
no-lineales, y por tanto provocan grandes problemas al intentar resolverlos.

En este caṕıtulo abordaremos el problema de determinar las fuerzas de reac-
ción en las distintas componentes de un mecanismo, haciendo una serie de
supuestos cuyo objetivo es obtener métodos simples, rápidos, directos y claros
en relación a los resultados obtenidos.

Antes de analizar en detalle si un cuerpo va a fallar o no, o como un cuerpo
se deforma o comporta bajo la acción de fuerzas externas, es natural primero
determinar de la forma más precisa posible dichas fuerzas, y ese es el objetivo
de este primer caṕıtulo.

8



2.2. Definiciones y conceptos básicos

En este caṕıtulo la primera simplificación que se hará es asumir que el cuerpo
es ŕıgido, en particular para efecto de determinar algo que conoceremos como las
‘reacciones’. Considérese la Figura 2.1, en donde se ve un esquema simplificado
de una viga (vista de forma lateral) sometida a una fuerza ~F , la cual además
estaŕıa interactuando en este caso con el suelo. La interacción solo ocurre en los
extremos derecho e izquierdo, y el medio mediante el cual la viga está interac-
tuando se dibuja por medio de śımbolos estandarizados (que aparecen dibujados
en color cafe), cuyo significado preciso estudiaremos más adelante.

~F

~A ~B

Figura 2.1: Cuerpo ŕıgido y fuerzas de reacción.

En la Figura 2.1 podemos ver que los soportes (las figuras en color cafe)
van a generar fuerzas de reacción, que hemos asumido como fuerzas puntuales y
que hemos simbolizado como ~A y ~B. El asumir que un cuerpo es ŕıgido implica
especialmente que dichas fuerzas no dependen de la forma como el cuerpo se
deforma bajo la acción de estas fuerzas1

2.2.1. Ecuaciones de equilibrio. Introducción

En este primer caṕıtulo, en donde estamos asumiendo que los cuerpos son
ŕıgidos, las reacciones con el entorno se obtendrán mediante el uso de las ecua-
ciones de equilibrio. De ahora en adelante asumiremos que los fenómenos dinámi-
cos no serán tomados en cuenta en nuestros cálculos, es decir asumiremos o
trabajaremos solo con cuerpos o mecanismos en equilibrio estático2, luego las
ecuaciones que deben ser satisfechas son

∑
~Fuerzas = ~0, (2.1)

∑
~Momentos = ~0, (2.2)

1Es evidente que asumir que un cuerpo es ŕıgido es solo una aproximación de un caso real,
en donde sabemos que la interacción de un cuerpo con otros provoca deformaciones, que a su
vez influyen siempre en dicha interacción. Sin embargo, el supuesto en realidad es muy útil, y
entrega en la mayor parte de los problemas reales muy buenas aproximaciones.

2Hay muchos problemas en los que la aceleración juega un papel importante en la forma
como un cuerpo se deforma y comporta, pero dichos tópicos se encuentran fuera de los alcances
de este curso, y son parte de otros cursos avanzados en dinámica de mecanismo y en vibraciones
mecánicas.

9



es decir suma de fuerzas ~Fuerzas y suma de momentos (o torques3) ~Mmomentos

debe ser igual a cero (vector). Las dos ecuaciones (2.1), (2.2) en realidad forman
un sistema de 3 ecuaciones escalares cada una (en problemas tridimensionales),
o sea en total tendŕıamos 6 ecuaciones que se podŕıan usar para obtener las
reacciones o interacciones que mencionamos anteriormente.

No todos los problemas en los que estemos interesados en determinar reac-
ciones son suceptibles de ser resueltos de manera única a traves del uso de (2.1)
y (2.2). Existen casos en los que el número de fuerzas de reacción o interacción
es muy elevado y las 6 ecuaciones en (2.1) y (2.2) no son suficientes para obten-
erlas. En problemas tridimensionales el caso clásico que se puede mencionar es
mostrado en la Figura 2.2.

~F

~F

~A

~A ~B~B

~C

~C

~D

Figura 2.2: Problema estáticamente determinado y problema hiperestático.

En la figura del lado izquierdo se tiene un esquema de un taburete o banco
de tres patas. Se asume no hay roce y que en el punto C hay un pasador
que impediŕıa el movimiento del taburete a lo largo y ancho del suelo. En un
problema como este se puede demostrar que las reacciones ~A, ~B y ~C se pueden
encontrar todas solo por medio del uso de (2.1) y (2.2), bajo el supuesto que el
taburete es un cuerpo ŕıgido.

Por otra parte, en la figura del lado derecho tenemos un esquema t́ıpico de
una mesa con cuatro patas, también apoyadas en un suelo, el que podemos en
una primera aproximación asumir que no presenta roce. Nuevamente en C puede
haber un pasador que impediŕıa el movimiento a lo largo y ancho del suelo (dado
que no hay roce). En un problema de esta naturaleza, en donde ahora tenemos

que encontrar 4 fuerzas de reacción, ~A, ~B, ~C y ~D, se puede demostrar que las
ecuaciones de equilibrio (2.1), (2.2) no son suficientes para encontrar de forma
única dichas fuerzas de reacción4.

3A lo largo de este texto usaremos la palabra momento en lugar de torque, salvo en el
caso del fenómeno de torsión (Caṕıtulo 4) en donde se usará la palabra torque para ese tipo
espećıfico de fenómeno.

4El hecho que no se pueda encontrar todas las fuerzas de reacción en un problema como el
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Un problema como el mostrado en el lado izquierdo de la Figura 2.2 es de-
nominado un problema ‘estáticamente determinado’, en tanto que un problema
como el mostrado en el lado derecho de la Figura 2.2 es conocido como un
problema ‘estáticamente indeterminado’ o ‘hiperestático’.

2.2.2. Tipos de fuerzas. Momento Puro

Tal como se ha indicado en la Sección 2.2.1, la interacción de distintos cuer-
pos que componen una estructura o mecanismo se puede modelar de forma
simplificada asumiendo que esta interacción ocurre a través de fuerzas de con-
tacto o bien a través de restricciones al desplazamiento. Partamos estudiando
primero las fuerzas, para esto se necesitan algunas definiciones.

Las fuerzas se clasificarán en dos tipos:

Fuerzas de superficie: son las fuerzas que requieren del contacto directo de la
superficie de un cuerpo sobre otro para actuar. Se clasifican (o debeŕıamos
decir se pueden modelar) de dos formas, como fuerzas puntuales, en puntos
espećıficos en los cuales el cuerpo está interactuando con el medio, tal como
se muestra en la Figura 2.3. O bien como una distribución de fuerzas de

~F

Interacción con lo
que lo rodea

Figura 2.3: Fuerzas de superficie concentradas.

superficie, como la que se produciŕıa en el contacto de dos cuerpos A y B

mostrados en la Figura 2.4. En el lado derecho de dicha figura podemos
ver un acercamiento a la zona del cuerpo B que estaba en contacto con
A ; esa interacción ha sido representada por medio de una distribución
de fuerza ~f , que en un problema tridimensional seŕıa fuerza por unidad
de área, en tanto en un modelo bidimensional seŕıa fuerza por unidad de
longitud.

mostrado en la Figura 2.2 (derecha) tiene una curiosa implicancia desde el punto de vista de
lo que uno observa en la realidad. Cualquier persona que haya constrúıdo una mesa o taburete
con tres patas reconocerá que nunca esta muestra alguna pata coja, es decir las tres patas se
asientan de manera más menos perfecta en el piso. Por otra parte, no importa cuan preciso
sea la fabricación de una mesa con cuatro patas, siempre una pata estará coja, y para lograr
que las cuatro patas esten todas tocando el suelo, se requiere deformar estas. En consecuencia
las fuerzas de reacción no podŕıan encontrarse asumiendo que el cuerpo es ŕıgido, en este caso
las fuerzas dependeŕıan de la deformación.

11



~fA

BB

Figura 2.4: Fuerzas de superficie distribúıdas.

Fuerzas de cuerpo: son aquellas fuerzas que actúan a distancia y no necesitan
el contacto directo; ejemplo de las mismas son la fuerza de gravedad y las
fuerzas debido a la aplicación de campos electromagneticos.

Las fuerzas generan momentos (o torques) y estas cantidades tiene un pa-
pel importante en la determinación de las reacciones o interacciones, de mo-
do que ahora se repasará aqúı dichos conceptos. Primero necesitamos algunas
definiciones. En la Figura 2.5 tenemos un sistema de coordenadas Cartesianas

~rP

~rQ

~ρPQ

x1

x2

x3

ê1 ê2

ê3

P

Q

Figura 2.5: Vectores de interés.

x1, x2, x3, en donse se pueden apreciar los tres vectores unitarios de la base ê1,
ê2, ê3, y se tiene dos puntos P , Q. Los vectores que indican las posiciones de
dichos puntos se denotarán como ~rP y ~rQ, respectivamente, en tanto que el
vector que va desde P a Q se denotará como ~ρPQ.

Vector momento de una fuerza

Considérese la Figura 2.6, en donde se tiene un cuerpo bajo la acción de
una fuerza ~F aplicada en el punto P . Se define el vector momento de la fuerza
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~MA ~F

A P

Figura 2.6: Vector momento de una fuerza.

respecto al punto A como
~MA = ~ρAP × ~F . (2.3)

Se puede apreciar de la definición que el vector ~MA es perpendicular al plano
formado por los vectores ~ρAP y ~F , y debido a lo anterior existe la siguiente
propiedad para el vector ~MA. En la Figura 2.7 se tiene una vista superior de la
Figura 2.6, es decir aqúı se esta viendo el plano formado por los vectores ~ρAP y
~F y el vector ~MA estaŕıa apuntando hacia fuera de la figura. La ĺınea que pasa

~F

~MA

~ρAP

d

P

β

A

Recta colineal con ~F

Figura 2.7: Vector momento de una fuerza. Vista superior.

por P y tiene la dirección del vector ~F es llamada la ‘ĺınea de acción de la fuerza
~F ’. La distancia entre el punto A y dicha ĺınea de acción es d y el ángulo entre
el vector ~ρAP y esta ĺınea de acción lo denotamos como β. Se sabe que

‖ ~MA‖= ‖~ρAP × ~F‖= ‖~ρAP‖‖ ~F‖sinβ = d‖ ~F‖, (2.4)

luego la magnitud de ~MA no cambiaŕıa si movemos el punto de aplicación de la
fuerza ~F a lo largo de su ĺınea de acción; es más, la dirección de dicho vector
tampoco cambiaŕıa al mover ~F a lo largo de su ĺınea de acción, pues dicha ĺınea
se encuentra siempre en el plano formado por los vectores originales ~ρAP y ~F .
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Vector momento de una fuerza respecto a un eje

Considerémos la situación en la cual un eje gira impulsado por algún tipo
de fuerza aplicado en él. Un esquema se dicho eje se muestra en la Figura
2.8. Aqúı se tiene un esquema muy simplificado de un eje (la ĺınea larga negra

M

~F

FR F//

d
P

F⊥

eje

Figura 2.8: Vector momento de una fuerza respecto a un eje.

central), el que gira en dos apoyos, los cuales son mostrados como dos ĺıneas
paralelas en ambos extremos del eje. El eje en realidad puede tener una for-
ma irregular, pero lo importante es notar que gira respecto a esos dos apoyos
mostrados ah́ı.

En algún punto P a una distancia d del eje se aplica una fuerza sobre él5 ~F .
Ahora, esta fuerza ~F se puede descomponer de la siguiente forma

~F = ~FR + ~F// + ~F⊥, (2.5)

donde ~FR seŕıa la componente en la dirección radial de la fuerza ~F , en tanto
que ~F// seŕıa la componente de la fuerza en la dirección del eje, y finalmente
~F⊥ seŕıa la componente normal a las otras dos, que llamaremos la componente
tangencial.

La pregunta es: ¿De estas tres componentes de la fuerza, cual es la única
importante en relación al momento que genera en el eje desde el punto de vista
de su funcionamiento? Podemos ver que las tres componentes generan algun tipo
de momento, pero de las tres, la única que genera un momento cuya dirección
va en la dirección del eje es ~F⊥. El momento generado por ~F⊥ es simbolizado
con las flechas rojas puestas en el extremo inferior del esquema del eje.

Si reconocemos entonces que ~F⊥ es la componente importante para efectos
de calcular momento en el eje, dicho momento estaŕıa dado simplemente por6

M = dF⊥. (2.6)

5La fuerza es está aplicando en alguna parte del eje, pero como lo estamos mostrando de
forma muy simplificada, no se muestra de forma gráfica en donde realmente se está aplicando
dicha fuerza.

6Para denotar la norma de un vector usaremos dos notaciones: en algunas ocasiones la
norma del vector ~A se denotara como se hace usualmente ‖ ~A‖ y a veces se usará una notación
mucho más simplificada A.
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Vector momento puro

Considérse la Figura 2.9 en donde se tiene un cuerpo sometido dos fuerzas
de magnitud F con igual dirección, apuntando en sentido contrario, y separadas
por una distancia d. En este caso el equilibrio de fuerzas (Ecuación (2.1)) es

~F

~F

~C

d

Figura 2.9: Vector momento puro.

satisfecho de forma automatica (si bien no hay equilibrio al momento).
El momento (también llamado ‘par de fuerzas’) que generan estas dos fuerzas

~F se denotará como ~C y es llamado un momento puro, debido a que el cuerpo
solo siente el efecto de este ~C, dado que (2.1) es satisfecha de forma automática.
La norma se este vector se puede calcular como

‖ ~C‖= d‖ ~F‖. (2.7)

En principio vamos a ubicar a este vector justo en medio de los puntos de
aplicación de las fuerzas ~F , es decir a una distancia d/2 de cada una de ellas.

Considerémos la Figura 2.10, en donde tenemos el mismo cuerpo en dos
casos adicionales, en donde se sigue aplicando las mismas fuerzas ~F , siempre
separadas una distancia d, pero con direcciones diferentes a las originalmente
mostradas en la Figura 2.9. Imaginemos que los pares de fuerzas ~F empiezan

~F
~F~F

~F

~C
~C

dd

Figura 2.10: Vector momento puro. Situaciones en las que son equivalentes.

a rotar, simpre manteniendose en el plano original en el que estaban. Podemos
apreciar que en este caso C = dF va a tener el mismo valor que en la Figura
2.9, y si las fuerzas ~F están simpre en el mismo plano, entonces la dirección y
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orientación de ~C va a ser siempre la misma, o sea podemos ver que el mismo ~C
se puede obtener de muchas formas distintas.

En la Figura 2.11 se muestran los śımbolos que se usarán para representar
el vector momento puro. Normalmente en problemas planos se usará una flecha
circular, y en problemas tridimensionales se usará una flecha doble, la corre-
spondencia entre estas dos formas de representación se muestra en la misma
Figura 2.11.

Figura 2.11: Vector momento puro. Representaciones.

Teorema 1 Para cuerpos ŕıgidos el vector momento puro es un vector ‘libre’
es decir su punto de aplicación se puede cambiar y el efecto que genera sobre el
cuerpo es el mismo.

Demostración La demostración de este teorema la haremos de dos formas,
primero entregaremos una demostración más general para problemas tridimen-
sionales y posteriormente para el caso particular de problemas planos.

Considérese la Figura 2.12 en donde tenemos dos puntos A, B en donde
se está aplicando dos fuerzas ~F con la misma magnitud y dirección pero con
sentidos opuestos. Estas fuerzas van a generar un momento puro sobre el cuerpo,

x y

z

O

~rA

~rB

A

B
~F

~F

~r′A

~r′B

x′

y′

z′

O′

~ρBA

Figura 2.12: Vector momento puro. Demostración que es invariante.

el cual se puede ubicar en principio a media distancia entre los puntos A y
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B. Hay varias formas de calcular dicho momento puro, si se escoge el sistema
coordenado x, y, z con origen O, el momento puro ~C se puede calcular como

~C = ~ρBA︸︷︷︸
~rA−~rB

×~F , (2.8)

en donde ~F en este caso corresponde a la fuerza aplicada en A. Podemos ver
que en la expresión anterior el vector ~ρBA ha sido definido usando los vectores
posición de A y B respecto a la referencia O. Pero

~ρBA × ~F = (~rA − ~rB) × ~F = (~r′A − ~r′B) × ~F = ~C′, (2.9)

luego ~C = ~C′, es decir el vector momento puro calculado desde las dos referencias
es el mismo. Ahora como un cambio de referencia es en realidad equivalente a
mantener al vector fijo y mover en su lugar al cuerpo y por tanto esto significaŕıa
que el cambiar de posición el punto de aplicación de ~C no afecta la forma
como este vector actúa sobre el cuerpo ŕıgido, con lo que la demostración se ha
finalizado7.

Como resultado de la demostración anterior para momentos puros tendrémos
situaciones como las mostradas en la Figura 2.13.

~C
~C

Figura 2.13: Vector momento puro: Traslación a un punto distinto del cuerpo

La demostración basada en la Figura 2.12 si bien es bastante general, de to-
das formas no apela mucho a la intuición de lo que uno esperaŕıa en un problema
como este. Por dicho motivo aqúı se agrega una segunda forma de demostrar
este teorema, válida eso śı en este caso solo para problemas bidimensionales.

Como paso previo considérese la siguiente observación basada en lo que se
muestra en la Figura 2.14. En dicha figura tenemos dos sistemas de fuerzas
paralelas (caso plano), en un caso de magnitud F y separadas una distancia d,
y en el otro caso de magnitud 2F y separadas una distancia d/2. De (2.7) es
fácil ver que la magnitud del vector momento puro en un caso seŕıa dF y en el
segundo caso seŕıa 2Fd/2 = dF , es decir en ambos casos obtendŕıamos la misma
magnitud para este vector, y además podŕıamos ubicar este vector en el mismo
punto central entre estas dos fuerzas.

Teniendo presente la observación anterior, considerémos ahora la Figura 2.15,
en la parte superior tenemos un cuerpo el que está sometido a dos fuerzas

7Es relativamente claro que para el caso de cuerpos deformables cambiar de posición el
punto de aplicación de ~C no genera los mismos ‘efectos’, pues de forma intuitiva se puede ver
que la deformación no seŕıa igual. A pesar de esto en varios problemas con cuerpos deformables
seguiremos usando este teorema, claro está solo como una aproximación.
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F

F

2F

2F

d

d/2

Figura 2.14: Vector momento puro: Distintas formas de cálculo

opuestas de magnitud F separadas una distancia d, y que por tanto generan un
momento puro C = dF . Imaginemos ahora que deseamos mover este momento
puro a un punto ubicado hacia la derecha a una distancia L del punto original
de aplicación de C.

La traslación se puede hacer de la siguiente forma. En la segundo cuerpo
mostrado en la Figura 2.15 dibujamos a una distancia L de las fuerzas originales
dos pares de fuerzas opuestas F , tal como se aprecia en el lado derecho del
segundo cuerpo. Podemos ver que en realidad aqúı la suma nos da cero.

Sin embargo, si juntamos ahora cada una de las fuerzas del lado izquierdo
con un par de las fuerzas opuestas en el lado derecho, tal como se muestra
con ĺıneas punteadas en el segundo cuerpo de la Figura 2.15, tendremos que se
forman momento puros y opuesto de magnitud FL, los cuales se ubican a una
distancia d entre ellos, tal como lo muestra el tercer cuerpo de la Figura 2.15.

En este tercer cuerpo mostrado en la Figura 2.15 tenemos ahora dos mo-
mentos puros y opuestos de magnitud FL, y además ahora tenemos dos fuerzas
de magnitud F separadas una distancia d en el extremo izquierdo.

Lo que se hace ahora es hacer F tender a infinito y d tender a cero, de
forma tal que la multiplicación dF = C se mantenga constante, recordando lo
que se hab́ıa discutido respecto a la Figura 2.14. En ese caso podemos ver que
los dos momentos puros FL al final se aplicaŕıan en el mismo punto, y que al
tener sentidos opuestos, esto significa que se anulan y por tanto nos queda el
cuerpo con el momento puro C ahora aplicado en la derecha, a una distancia L
del punto original de aplicación, con lo que hemos terminado esta demostración
gráfica
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C

C

F

F

F

F

F

F

F

F

F

F

d

d

d d

d

L

L

L

L

FLFL

Figura 2.15: Vector momento puro. Traslación a un punto distinto del cuerpo
(caso 2D).
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Ejemplos de cálculo del momento causado por una fuerza

1. Calcule el momento causado por ~F respecto al punto O para la rueda
mostrada en la Figura 2.16.

O x

~F P

~ρOP

y

Figura 2.16: Vector momento. Ejemplo de cálculo.

En este problema tenemos que ~F = (Fx, Fy) y que ~ρOP = (0, r) para el
sistema de coordenadas mostrado en la figura, en donde r seŕıa el radio
de la rueda. De la definición (2.3) tenemos

~MO = ~ρOP × ~F =

∣∣∣∣∣∣

ı̂ ̂ k̂
0 r 0
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣
,

por lo que
~MO = −Fxrk̂. (2.10)

O sea como ya sabemos, en un problema plano los momentos solo tiene
componente en la dirección normal al plano. Del resultado anterior además
podemos ver que la única componente importante de ~F para el cálculo del
momento es la que es normal al vector ~ρOP .

2. Determine el momento de la fuerza de 100lbf con respecto a los puntos A
y B mostrados en la Figura 2.17

Usaremos la definición (2.3), en este caso primero necesitamos expresar la
fuerza como vector, de la figura vemos que el vector fuerza se encuentra
en el interior de un cubo de dimensiones 8×4×4, luego podemos expresar
la fuerza aplicada en ese punto ~F como (el punto de aplicación de ~F lo
podemos llamar P )

~F = 100

(
8√

82 + 2 ∗ 42
ı̂ +

4√
82 + 2 ∗ 42

̂ − 4√
82 + 2 ∗ 42

k̂

)
,

simplificando tenemos

~F =
100√
96

(8̂ı + 4̂ − 44̂). (2.11)
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x

y

z

A
B

Barra pegada
a la pared en A

10

8

8

4

4

4

100

Figura 2.17: Vector momento. Ejemplo de cálculo (dimensiones en pies).

Para calcular el momento hace falta el vector que va desde el punto re-
specto al que se quiere calcular dicho momento al punto en donde se aplica
la fuerza, y de la figura podemos ver que

~ρAP = 10̂ı + 4ĵ − 8k̂, ~ρBP = 4ĵ − 8k̂. (2.12)

Luego los momentos se calculan simplemente con los productos cruz

~MA = ~ρAP × ~F , ~MB = ~ρBP × ~F , (2.13)

usando (2.11) y (2.12). Se deja como ejercicio realizar dicho cálculo.

3. Calcular el momento causado por ~F respecto a D como se muestra en la
Figura 2.18 para dos casos: En que la fuerza se aplique en P y que se
aplique en Q, respectivamente.

En este problema verificaremos directamente el principio enunciado con
la Figura 2.7. Para ambos casos en que ~F se aplique en P y Q tenemos
~F = F ı̂.

En el caso del momento calculado respecto al punto P , necesitamos el
vector que va desde el origen del sistema (que llamaremos O) al punto en
questión ~ρOP y se tiene que ~ρOP = r̂, por lo que

~MO = ~ρOP × ~F =

∣∣∣∣∣∣

ı̂ ̂ k̂
0 r 0
F 0 0

∣∣∣∣∣∣
= −Frk̂.
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~F~F Q P

t r

x

y
Ĺınea paralela a x

Figura 2.18: Vector momento. Ejemplo de cálculo.

En el caso del momento calculado respecto al punto Q usamos el vector
~ρOQ = −t̂ı + r̂, luego tenemos

~MO = ~ρOQ × ~F =

∣∣∣∣∣∣

ı̂ ̂ k̂
−t r 0
F 0 0

∣∣∣∣∣∣
= −Frk̂,

que es igual al resultado anterior, confirmando el hecho mencionado ante-
riormente respecto a la Figura 2.7, en donde indicamos que si se mueve la
fuerza a lo largo de su ĺınea de acción, el momento que esta fuerza hace es
el mismo. En la Figura 2.18 podemos ver que los puntos P y Q se ubican
ambos en la ĺınea de acción de ~F .

22



2.3. Fuerzas equivalentes y cálculo de reacciones

Nuestro propósito en esta sección es desarrollar métodos que nos permitan
reducir el numero de fuerzas actuando en un cuerpo, de modo que se tenga un
sistema ‘equivalente’ de fuerzas más simple que genere el mismo ‘efecto’ sobre
el cuerpo. Para entender esto considérese la Figura 2.19. En el lado izquierdo

~F1
~F2

~Fn

~f

~C1

~C2

~FT
~Ct

Figura 2.19: Sistema de fuerzas equivalentes. Figura de la izquierda muestra la
situación inicial, la figura de la derecha mostraŕıa la situación final ‘equivalente’.

tenemos un cuerpo bajo estudio en su situación inicial con un cierto número de
fuerzas puntuales, de fuerzas distribúıdas y de momentos puros actuando sobre
él. La idea de esta sección es desarrollar algunos métodos que nos permitan
reemplazar el sistema de fuerzas y momento puros original, por uno más simple,
que sea equivalente, en el sentido que el ‘efecto’ que sienta el cuerpo sea el
mismo. El sistema equivalente es mostrado de forma esquematica en el lado
derecho de la Figura 2.19.

Ahora veremos varios casos particulares:

Si un conjunto de fuerza actúa en un punto, tal como lo vemos en el lado
izquierdo de la Figura 2.20, la fuerza equivalente total es simplemente la
suma de las fuerzas, como se ve en el lado derecho de la misma figura para
el mismo punto.

~F1

~F2

~F3 ~Fi

~Fn ~FT =
∑n

i=1
~Fi

Figura 2.20: Sistema de fuerzas equivalentes. Fuerzas aplicadas en un punto.
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Para un cuerpo ŕıgido la fuerza se puede trasladar a lo largo de su ĺınea
de acción y el cuerpo sentiŕıa el mismo ‘efecto’, tal como se muestra en la
Figura 2.21.

~F

~F

El momento que se genera en
estos casos respecto a
cualquier punto es el mismo

Figura 2.21: Sistema de fuerzas equivalentes. Fuerzas se puede mover a lo largo
de su ĺınea de acción.

Ya habiamos comentado este hecho importante en el contexto de la Figura
2.18. Al mover la fuerza a lo largo de su ĺınea de acción, el momento que
esta genera es el mismo para cualquier punto, y como el cuerpo es ŕıgido,
no importaŕıa si la deformación no fuese la misma, como si ocurriŕıa con
cuerpos deformables.

En la Figura 2.22 en la parte superior izquierda tenemos un cuerpo con
una fuerza ~F aplicada en un punto A. Lo que nos interesa ahora es ver cual
seŕıa un sistema de fuerzas y/o momentos puros equivalentes si quisieramos
mover esa fuerza de A a B. El resultado que mostraremos ahora en realidad
ya fue usado en el contexto de la demostración que se hizo respecto a que
el momento puro era un vector libre (Figura 2.15), pero de todas formas
repetiremos el método aqúı.

Para trasladar la fuerza al punto B se dibuja en dicho punto dos fuerzas
iguales pero opuestas con la misma dirección que la original, tal como se
muestra en la Figura 2.22 parte superior derecha.

La fuerza original ~F en A puede usarse para formar un momento puro
junto con la fuerza −~F aplicada en B. Luego tal como se muestra en la
Figura 2.22 parte inferior central, tendremos la fuerza ~F ahora aplicada
en B más un vector momento puro ~C, que proviene del cálculo anterior.

Ejercicio : En la Figura 2.23, ¿cual es el sistema de fuerzas y/o momentos
equivalentes en el punto A?
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~F

~F

~F

~F
~F

A

A
A

B

B
B

d

Forman un par de fuerza que

generan un momento puro ~C
de magnitud C = dF

C

Aqúı la suma en B es cero

Figura 2.22: Sistema de fuerzas equivalentes. Fuerza que se mueve a una posición
paralela a su ĺınea de acción.
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7

~F

A

P

x

y

z

8’

8’

8’

7’

7’

Figura 2.23: Ejemplo de sistema de fuerzas equivalentes.

26



2.3.1. Fuerzas distribúıdas

Al inicio de esta sección se clasificaron las fuerzas de contacto en fuerzas
puntuales y distribúıdas (ver Figura 2.4). Es claro que en problemas ‘reales’ las
fuerzas distribúıdas son una mucho mejor representación de las interacciones
reales entre cuerpos. Considérese por ejemplo la Figura 2.24. En el lado izquierdo

~f

Rueda

Piso

Fuerza por unidad de área

Figura 2.24: Ejemplo de fuerzas distribúıdas de superficie.

se tiene un esquema de la parte frontal de un auto, en particular de la rueda
y del piso en la que esta está apoyada. Sabemos que las ruedas sufren algo de
deformación (debido al peso del auto) y que por tanto el contacto con el piso
ocurre en un área de tamaño finito, tal como se muestra en el lado derecho de
la misma figura. Luego la interacción del piso sobre la rueda se puede modelar
como una fuerza distribúıda ~f por unidad de área.

Otro tipo de fuerza distribúıda corresponde a las fuerzas de cuerpo. Por
ejemplo la fuerza debido a la gravedad se puede considerar como una fuerza por
unidad de volumen, tal como se muestra en la Figura 2.25.

d~f

Fuerza por unidad de volumen

d~f = −~gρdv

Figura 2.25: Ejemplo de fuerzas distribúıdas de volumen.

27



Densidad de ĺınea

En este texto nos concentraremos en particular en fuerzas por unidad de
longitud, llamadas también por unidad de ĺınea, las cuales tienen unidades en el
sistema internacional N/m, tal como se muestra en la Figura 2.27. Nuestro in-
terés ahora es encontrar una fuerza puntual ‘equivalente’ que pueda reemplazar
estas distribuciones de ĺınea ~w, para ello necesitaremos algunos resultados pre-
liminares concernientes al momento causado por una fuerza.

En la Figura 2.26 (lado izquierdo) tenemos (para un problema plano) un

esquema con una fuerza ~F en donde interesa determinar el momento causado
respecto al punto A. En dicho caso (en donde los vectores son ortogonales) se

AA

B
B

~ρAB~ρAB

~F
~F F⊥

F//

Figura 2.26: Cálculo simplificado del momento en problemas planos.

cumple que
‖~ρAB × ~F‖= ρABF. (2.14)

Es fácil demostrar para un problema más general como el mostrado en el lado
derecho de la Figura 2.26 se tendrá

‖~ρAB × ~F‖= ρABF⊥. (2.15)

El sentido del momento para problemas planos está apuntando fuera o hacia
dentro de la pizarra.

Concentrémonos ahora en el esquema mostrado en la Figura 2.27, del resul-
tado anterior, para efectos del momento, la componente tangencial de la fuerza
no es importante, de modo que aqúı asumiremos que ~w solo tiene componente
en la dirección del eje y.

x

y

O
Viga

~w

Figura 2.27: Fuerzas distribúıdas. Fuerza por unidad de ĺınea.

La fuerza está siendo aplicada, por ejemplo, a una viga de longitud L, y
para un diferencial de longitud la magnitud de la fuerza actuando sobre dicho
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elemento df se puede calcular como

df = w(x) dx. (2.16)

Ahora bien, queremos reemplazar la fuerza8 w(x) por una fuerza puntual
equivalente (o resultante) que llamaremos FR. Una primera condición que es
natural pedir es que FR sea igual a la fuerza total que w(x) estaŕıa generando
sobre la viga, o sea

FR =

∫ L

o

w(x) dx. (2.17)

Ahora necesitamos ver donde aplicar esta fuerza resultante, y para ello ahora
podemos pedir que el momento causado por FR respecto a cualquier punto sea
el mismo que causaŕıa w(x). Calcularemos el momento respecto al punto O
mostrado en la Figura 2.27 (extremo izquierdo de la viga). Debemos recordar que
si el momento es cero respecto a un punto, lo es respecto a cualquier otro, como
consecuencia de (2.9). Para calcular el momento causado por w considerémos la
Figura auxiliar 2.28. Podemos ver en este caso que la fuerza en un diferencial

x

dx

w dx

Figura 2.28: Fuerzas distribúıdas. Momento causado por la fuerza.

dx seŕıa w(x) dx y que el momento causado respecto al extremo derecho (dado
que la fuerza seŕıa ortogonal respecto al vector posición) seŕıa xw(x) dx, por lo

que el momento total es
∫ L

o
xw(x) dx. Ahora bien, asumamos que la fuerza FR

se aplica a una distancia x̄ desde el extremo izquierdo de la viga, el momento
causado por FR seŕıa igual a x̄FR, luego imponemos la condición

∫ L

o

xw(x) dx = x̄FR,

y de (2.17) tenemos9

x̄ =

∫ L

o
xw(x) dx

∫ L

o
w(x) dx

. (2.18)

Veamos dos ejemplo simples de aplicación de estos resultados.

8Como ~w solo tiene componente en y de ahora en adelante en general usaremos el śımbolo
w para hablar de estas fuerzas distribúıdas, a menos que de manera expĺıcita esta pueda tener
las dos componentes en el caso plano en las direcciones x e y.

9Nótese la similitud de esta expresión con las ecuaciones que se derivan usualmente en el
cálculo de centro de masa para distribuciones lineales de densidad.
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Distribución constante: En este caso tal como se muestra en la Figura 2.29
consideramos el caso w(x) = wo constante. De (2.17) en este caso tenemos

x

y

L

w = wo

Figura 2.29: Fuerzas distribúıdas. Distribución constante.

FR =

∫ L

0

wo dx = woL,

∫ L

0

xwo dx = wo
L2

2
, (2.19)

luego de (2.18)

x̄ =
wo

L2

2

woL
=

L

2
, (2.20)

y por tanto la fuerza equivalente se aplica en la mitad de la zona en la que
se está aplicando wo, tal como se muestra en la Figura 2.30.

L/2

wL

Figura 2.30: Fuerzas distribúıdas. Fuerza equivalente a una distribución con-
stante.

Distribución lineal: En este problema se considera una distribución de fuerza
por unidad de longitud lineal con un valor máximo en un extremo igual a
wo, tal como se muestra en la Figura 2.31. En este caso se tiene

w(x) =
x

L
wo,

y de (2.17) se llega a

FR =

∫ L

0

x

L
wo dx =

woL

2
, (2.21)
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x

y

L

wo

Figura 2.31: Fuerzas distribúıdas: Distribución lineal

que no es otra cosa que el área del triangulo que forma esta distribución
lineal.

Por otra parte ∫ L

0

x2

L
w0 dx =

woL
2

3
,

luego de (2.18) tenemos

x̄ =
wo

L2

3

wo
L
2

=
2L

3
, (2.22)

o sea la resultante se aplica a dos tercios de la distancia desde el inicio de
la distribución lineal original, tal como se muestra en la Figura 2.32.

2L/3

FR = woL/2

Figura 2.32: Fuerzas distribúıdas. Fuerza equivalente a una distribución lineal.

Ejemplo: Para el sistema de fuerzas mostrado en la Figura 2.33 determine
la fuerza y momentos resultantes en el punto A y también determine el sistema
de fuerzas y momentos más simple que sea equivalente a las fuerzas originales.
Las unidades de longitud son ‘pie’ y las de fuerza están en libras-fuerza.

Usando los resultados mostrados en (2.20) y (2.22) vamos primero a reem-
plazar las distribuciones de fuerza por unidad de ĺınea por fuerzas pun-
tuales. La fuerza uniforme de 5lbf/pie se reemplazaŕıa por una puntual
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A

5lbf/pie 100lbf

15lbf/pie

15’ 20’

10’

18’

Figura 2.33: Ejemplo. Fuerzas distribúıdas.

de 5*18=90lbf, que se aplica en la mitad de los 18 pies originales, en
tanto la distribución lineal se reemplaza por una puntual de magnitud
de 15*20/2=150lbf que se aplicaŕıa a dos tercios de 20 desde el extremo
derecho de la viga, tal como se muestra en la Figura 2.34.

A

90lbf

100lbf

150lbf

9’

21.667’

25’

Figura 2.34: Ejemplo. Fuerzas distribúıdas.

Ahora para determinar las resultantes en el punto A dibujamos en dicho
punto pares opuestos de las fuerzas de magnitud 90, 150 y 100lbf tal como
se muestra en la Figura 2.35.

Se usan pares opuestos de fuerzas tal como se muestra con ĺıneas punteadas
en la Figura 2.35 para generar con estas momentos puros tal como se
muestra en la Figura 2.36.

Las magnitudes de estos momentos son C1 = 90∗9 = 810lbf-pie, C2 = 150∗
21,67lbf-pie y C3 = 100∗25 = 2500lbf-pie. El resultado final de este proceso
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A

90lbf

90lbf
90lbf

100lbf

100lbf 100lbf

150lbf

150lbf

150lbf

Figura 2.35: Ejemplo. Fuerzas distribúıdas.

A
90lbf

100lbf

150lbf
C1

C2

C3

Figura 2.36: Ejemplo. Fuerzas distribúıdas.

se muestra en la Figura 2.36. Podemos sumar todos los momentos y todas
la fuerzas que aparecen en la Figura 2.36 y finalmente nos quedaŕıa una
fuerza resultante total que podemos llamar FR y un momento resultante
total CR, tal como se muestra en la Figura 2.37, y este seŕıa el resultante
en el punto A que se mencionaba en la pregunta original.

A
CR

FR

Figura 2.37: Ejemplo. Fuerzas distribúıdas.

Pero hay un sistema equivalente aun más simple y para encontrarlo pode-
mos mirar la Figura 2.38, en donde trasladaremos la fuerza resultante FR

hacia la derecha una distancia en principio desconosida d.

Para encontrar dicha distancia asumimos que el momento puro generado
al trasladar FR (que en este caso tendrá un sentido opuesto al CR orig-
inal mostrado en la Figura 2.37) es el mismo en magnitud a CR, luego
d = CR/FR. O sea llegamos finalmente a algo como lo mostrado en la
Figura 2.39 en donde solo tenemos una fuerza resultante final equivalente
al sistema original de fuerzas mostrado en la Figura 2.33.
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A
CR

FR

FRFR

d

Figura 2.38: Fuerzas distribúıdas: Ejemplo

FR

A

Figura 2.39: Ejemplo. Fuerzas distribúıdas.
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2.3.2. Apoyos y reacciones

En las figuras mostradas en las secciones anteriores pudimos apreciar es-
quemas de vigas en cuyos extremos se inclúıan algunos śımbolos que indicamos
representaban algún tipo de interacción con otros cuerpos o con el medio. Hemos
discutido en detalle acerca de la interacción de varios cuerpos que, por ejemplo,
forman un mecanismo, y que dicha interacción se puede modelar a traves de
fuerzas y/o de restricciones a los posibles desplazamiento que esas superficies
de interacción pueden presentar. En el caso de vigas modelaremos estas inter-
acciones de forma simplificada a traves de ‘apoyos’, que generarán fuerzas de
reacción puntuales de magnitud apropiada para lograr dichas restricciones a los
desplazamientos.

Pasador: Este tipo de apoyo se representará de la forma como se muestra en
la Figura 2.40, en donde tenemos el extremo de una viga y dos formas
equivalentes para representar este apoyo.

x

y

Figura 2.40: Apoyos tipo Pasador.

Se asumirá que un apoyo tipo pasador impide el desplazamiento (del punto
en donde este se aplica) tanto en la dirección x como en la dirección y. Por
otra parte no impide movimientos angulares para ese extremo de la viga,
o sea la viga es libre de rotar en cualquier dirección. Por este motivo el
tipo de ‘reacción’ que este tipo de apoyo generará consistirá de una fuerza
puntual ~R, que para el caso plano tiene dos componentes Rx, Ry, tal como
se muestra en la Figura 2.41

Rx

Ry
~R

Figura 2.41: Pasador. Fuerzas de reacción.

Rodillo: Un apoyo tipo rodillo se simbolizará de tres formas equivalentes como
se muestra en la Figura 2.42.

Un apoyo de esta naturaleza colocado en el extremo de una viga se asumirá que
impide el movimiento de ese punto en la dirección normal a la superficie
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x

y

Figura 2.42: Apoyos tipo Rodillo.

de apoyo, por tanto se generará una fuerza normal N de reacción en dicho
punto, tal como se muestra en la Figura 2.43

N

Figura 2.43: Rodillo. Fuerza de reacción.

El apoyo mostrado en la Figura 2.42 en realidad generaŕıa un efecto sim-
ilar a lo que se muestra en la Figura 2.44. En dicha figura se tiene un

Se desplaza sin roce

Ranura

Figura 2.44: Rodillo. Equivalencia al efecto de una ranura.

pasador conectado a una viga (que no se muestra en la figura) que puede
desplazarse a traves de una ranura sin roce. La ranura impide el movimien-
to del pasador y por tanto de ese punto de la viga en la dirección normal a
la dirección tangente de la ranura, y si no hay roce el único tipo de fuerza
de reacción que se genera es normal a la dirección de esta ranura.

Empotramiento: Una viga con un extremo empotrado se mostrará de forma
simbólica como se indica en el lado izquierdo de la Figura 2.45. El empo-
tramiento se asumirá que impide todo tipo de movimiento en ese punto o
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No permite desplazamiento
en x, y y no permite
rotación

~R

Rx

Ry

Mz
x

y

z

Figura 2.45: Apoyos tipo empotramiento.

extremo de la viga, es decir no se puede mover ni en la dirección x, y (y
eventualmente z), ni tampoco puede girar libremente en dicho punto.

En el lado derecho de la Figura 2.45 tendŕıamos los tipos de fuerzas y
momentos de reacción que este apoyo generaŕıa sobre la viga en ese punto.
Tenemos una fuerza puntual ~R con dos componentes (en el caso plano)
Rx y Ry, más un momento puro de reacción que denotamos Mz para el
caso plano.

Rotula 3D: Este es un apoyo que aparece en problemas tridimensionales, cuyo
esquema se muestra en el lado izquierdo de la Figura 2.46. En esa figura

Rx

Ry

Rz

Figura 2.46: Apoyos tipo rotula 3D.

podemos ver una barra unida (pegada) a una esfera, la cual está parcial-
mente inserta en una cavidad de forma esférica (el soporte dibujado en
color café). Un apoyo de este tipo no permitiŕıa ningún tipo de desplaza-
miento pero por otra parte permitiŕıa cualquier tipo de rotación, como lo
muestran las flechas verdes. El tipo de reacciones que este apoyo generaŕıa
si no hay roce se muestra en el lado derecho de la figura y consistiŕıa en
una fuerza puntual con tres componentes (3D) Rx, Ry, Rz.

Dos barras conectadas por un pasador: Un caso adicional, que en reali-
dad es una extensión del apoyo tipo pasador visto anteriormente, corre-
sponde al problema de dos o más barras unidas a traves de un pasador.
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Como ejemplo veamos la Figura 2.47, en donde podemos apreciar dos
barras o vigas unidas en un extremo por un pasador.

Pasador

Figura 2.47: Pasador conectando dos barras.

La pregunta, desde el punto de vista de las reacciones, es: ¿Qué simpli-
ficación se podŕıa hacer en ese caso? Para ello podemos apreciar la vista
ampliada de la zona de interacción mostrada en la Figura 2.48, en donde
tenemos diagramas de los extremos de las barras y un diagrama adicional
del pasador.

RxRx

Ry

Ry

R′
x

R′
x

R′
y

R′
y

Figura 2.48: Pasador conectando dos barras. Fuerzas de interacción.

Si asumimos no hay roce, de la discución del apoyo tipo pasador, la reac-
ción que el pasador generaŕıa sobre cada barra seŕıa solo una fuerza pun-
tual con dos componentes, por lo tanto en el caso de la barra del lado
izquierdo el efecto del pasador sobre esa barra se manifestaŕıa por medio
de Rx y Ry, en tanto que en la barra del lado derecho se manifestaŕıa por
medio de reacciones R′

x y R′
y. Por acción y reacción las mismas fuerzas

actuaŕıan sobre el pasador mostrado en el medio, y como estamos en un
caso de equilibrio estático tenemos pare este pasador que se debe cumplir

∑
Fx = 0 ⇒ Rx = R′

x y
∑

Fy = 0 ⇒ Ry = R′

y, (2.23)

o sea en este caso el pasador simplemente ‘transmitiŕıa’ la fuerza de una
barra a la otra10.

10En el caso de tres barras unidas en un punto por un pasador, si además hay una fuerza
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externa actuando en dicho punto, entonces esta conclusión no es válida, y necesitamos hacer
diagramas de cuerpo libre de cada una de las barras y el pasador, pudiendo hacer la simplifi-
cación adicional que la fuerza externa se estaŕıa aplicando solo en el pasador.
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2.3.3. Ecuaciones de equilibrio

En la Sección 2.2.1 (y tambien en la Sección 2.3) hemos mencionado las ecua-
ciones de equilibrio. Hemos indicado en extenso que en este texto en su mayor
parte nos preocuparemos solo de problemas estáticos, es decir como supuesto
consideraremos que cualquier efecto que pueda tener la velocidad o aceleración
en el comportamiento de un sólido no se tomará en cuenta. Ahora bien, en la
sección anterior hemos definidos algunos tipos de ‘apoyos’ que no son otra cosa
que modelos de interacción entre cuerpos que pueden componer un mecanismo.
Dichos apoyos generan restricciones al desplazamiento y de manera indirecta
generan ‘fuerzas de reacción’. Debeŕıa ser claro, al menos de manera intuitiva,
que en el comportamiento mecánico de un cuerpo no solo seŕıan importantes las
fuerzas o momentos externo sino también estas fuerzas de reacción o interac-
ción. En esta sección (la última de este caṕıtulo de estática) veremos métodos
simplificados para calcular dichas reacciones.

Primero que todo veamos un esquema general a estudiar del tipo de problema
como se muestra en la Figura 2.49. Se tiene aqúı un cuerpo con un cierto numero

O

~F1

~F2

~Fi

~Fn

~C1

~Cj

~Cm

~ri

Figura 2.49: Equaciones de equilibrio.

de fuerzas y momentos puros actuando sobre él, junto con un punto de referencia
O. En un problema general de este tipo las fuerzas y momentos puros deben
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satisfacer las ecuaciones de equilibrio11

∑

i

~Fi = ~0, (2.24)

∑

j

~Mj = ~0 ⇔
∑

i

~ri × ~Fi +
∑

j

~Cj = ~0. (2.25)

Estas ecuaciones son bien conocidas en f́ısica y nada nuevo se ha mostra-
do. Considerando ambas en problemas tridimensionales tenemos 6 ecuaciones
escalares. Lo que nos interesa ahora es ver como resolverlas de forma rápida y
práctica, para ello veamos el siguiente listado de casos especiales:

Fuerzas coplanares (caso plano): En un problema de este tipo se asumirá que
todas las fuerzas (tanto externas como de interacción) pertenecen a un
plano (por ejemplo el plano x − y), y que todos los momentos puros solo
tienen componente en z, tal como se muestra en la Figura 2.50. Tenemos

x

~F1

~F2

y ~C1

~Fn

~Cj

Figura 2.50: Equaciones de equilibrio. Caso plano.

entonces que las fuerzas son de la forma ~F = Fx ı̂ + Fy ̂ y que los momen-

tos puros son como ~C = Cz k̂, luego de (2.24), (2.25) solo tenemos tres
ecuaciones que satisfacer

∑
Fx = 0, (2.26)

∑
Fy = 0, (2.27)

∑
Mz = 0. (2.28)

Fuerzas coplanares: En este caso como ejemplo podemos asumir que todas
las fuerzas aplicadas en un cuerpo tienen la dirección del eje z, tal como
se muestra en la Figura 2.51. Las fuerzas externas entonces tiene la forma

11La ecuación (2.25) en realidad es equivalente a tomar todas las fuerzas sobre el cuerpo y
moverlas a un punto común para sumarlas en dicho punto. El proceso de mover estas fuerzas
generan los momentos mostrados en el primer término de la segunda equación en (2.25).
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x

~F1
~F2

y
~Fi

~Fn

z

Figura 2.51: Equaciones de equilibrio. Fuerzas paralelas.

~F = Fz k̂ y los momentos puros (que no aparecen dibujados en la Figura

2.51) tendŕıan la forma ~C = Cx ı̂ + Cy ̂, luego en un problema de esta
naturaleza de (2.24), (2.25) tenemos que resolver solo tres ecuaciones

∑
Fz = 0, (2.29)

∑
Mx = 0, (2.30)

∑
My = 0. (2.31)

Fuerzas concurrentes: Si en un cuerpo todas las fuerzas (o sus ĺıneas de
acción) pasan por un solo punto tal como se muestra en la Figura 2.52, y
si no se aplica ningún momento puro externo, entonces de (2.24), (2.25)
solo debemos resolver ∑

~Fi = ~0, (2.32)

es decir aqúı no es necesario verificar el equilibrio al momento.

~F1

~F2

~Fi

~Fn

Figura 2.52: Equaciones de equilibrio. Fuerzas concurrentes.

Cuerpo bajo la acción de una sola fuerza: En la Figura 2.53 se muestra
un cuerpo bajo la acción de una sola fuerza. Esquemas de esta forma se
han usado y mostrado en secciones anteriores, sin embargo en estática
desde el punto de vista riguroso no estamos considerando aceleración, y
por tanto es necesario que

∑ ~Fi = ~0, y cuando hay solo una fuerza aplicada

sobre un cuerpo, esto de manera inmediata implica que ~F = ~0, o sea en
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~F

Figura 2.53: Equaciones de equilibrio. Cuerpo bajo la acción de una sola fuerza.

estática no es posible tener solo una fuerza aplicada sobre un cuerpo para
que este esté en equilibrio.

Cuerpo bajo la acción de solo dos fuerzas: Este es un caso muy impor-
tante, el resultado mostrado aqúı se aplica en la mayor parte de los ejem-
plos y ejercicios mostrados en la Sección 2.4. Considérese la Figura 2.54
en donde tenemos un cuerpo bajo la acción de dos fuerzas. Estas fuerzas

~FA

~FB

~ρAB
A

B

Figura 2.54: Equaciones de equilibrio. Cuerpo bajo la acción de dos fuerzas.

pueden ser fuerzas externas o fuerzas externas de reacción o interacción
con otros cuerpos. Tenemos pues una fuerza ~FA aplicada en un punto A
y una fuerza ~FB aplicada en un punto B. Asumiremos que los puntos A,
B son diferentes, pues en otro caso estaŕıamos en la situación de fuerzas
concurrentes visto en un punto anterior.

En este caso especial las ecuaciones (2.24) deben también ser satisfechas,
luego (2.24) implica que

~FA + ~FB = ~0,

de modo que, por ejemplo, ~FA = −~FB. O sea las fuerzas deben ser iguales
pero opuestas en sentido.

Por otra parte de (2.25) tenemos que
∑

~Mj = ~0, que en este caso en donde
hay solo fuerzas y no hay momento puro externo aplicado, de (2.25) es
equivalente (si se calcula por ejemplo respecto al punto A) a

~ρAB × ~FB = ~0,
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pues respecto a A la fuerza ~FA no hace momento. Ahora bien, la ecuación
anterior nos dice finalmente que para que haya equilibrio al momento la
fuerza ~FB debeŕıa ser paralela a ~ρAB, y como teńıamos que ~FA = −~FB

esto finalmente implica que:

Para que un cuerpo con solo dos fuerzas aplicadas sobre él esté en equilib-
rio las fuerzas deben ser de igual magnitud, dirección y sentido opuesto, y
su dirección debe ser la misma dirección del vector que une los puntos de
aplicación.

Tenemos dos casos posibles entonces, tal como se muestra en al Figura
2.55.

~F

~F

~F

~F
AA

BB

Figura 2.55: Cuerpo bajo la acción de dos fuerzas. Dos situaciones posibles.

Cuerpo bajo la acción de solo tres fuerzas: En esta problema tenemos
dos dub-casos que detallaremos a continuación.

Cuerpo bajo la acción de tres fuerzas y dos de ellas concurrentes.

En la Figura 2.56 tenemos una esquema de un cuerpo bajo la ac-
ción de tres fuerzas ~FA, ~FB y ~FC . Asumimos, por ejemplo, que ~FA

y ~FB (sus ĺıneas de acción) se intersectan en un punto común que
llamaremos O.

~FA
~FB

O

~FC

C

Figura 2.56: Equaciones de equilibrio. Cuerpo bajo la acción de tres fuerzas.

Como ~FA y ~FB (sus ĺıneas de acción) coinciden en un punto, podemos
trasladar estas fuerzas a dicho punto, y esto es posible pues al mover-
las á lo largo de sus ĺıneas de acción el efecto de cada una de estas
fuerzas en cuerpo ŕıgidos es el mismo. Finalmente en O sumamos es-
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tas dos fuerzas de modo que tenemos una situación como la mostrada
en la Figura 2.57.

~FA + ~FB

~FB

~FA

O

~FC

C

~ρCO

Figura 2.57: Cuerpo bajo la acción de tres fuerzas. Dos fuerzas concurrentes.

Como ahora en la Figura 2.57 tenemos solo dos fuerzas actuando so-
bre el cuerpo, ~FA + ~FB en O y ~FC en C, podemos aplicar el principio
visto en el punto anterior para un cuerpo con dos fuerzas, de donde
conclúımos que ~FC debe necesariamente tener la dirección del vector
que va desde C a O, en consecuencia ~FC (su ĺınea de acción) también
pasaŕıa por el punto O y tenemos que :

Cuando un cuerpo esté sometido solo a tres fuerzas, con dos de el-
las (sus ĺıneas de acción) concurrentes a un punto, la tercera fuerza
también (su ĺınea de acción) intersectar dicho punto.

Es decir en un caso como este tenemos algo como lo que se muestra
en la Figura 2.58.

~FB

~FA

O

~FC

C

Figura 2.58: Cuerpo bajo la acción de tres fuerzas. Caso más general.

Cuerpo bajo la acción de tres fuerzas y dos de ellas paralelas.

En este caso nuevamente tenemos un cuerpo sobre el que actúan
tres fuerzas ~FA, ~FB y ~FC en los puntos A, B, C, respectivamente.
Asumimos ahora, por ejemplo, que ~FA y ~FB son paralelas, tal como
se muestra en la Figura 2.59.

Bajo al acción de estas tres fuerzas el cuerpo debe estar en equilibrio,
o sea (2.24) y (2.25) deben ser satisfechas. En el caso particular de
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~FB

~FA

x
~FC

C

y

Figura 2.59: Cuerpo bajo la acción de tres fuerzas. Dos fuerzas paralelas.

(2.25) esto implicaŕıa que

∑
Fx = 0,

∑
Fy = 0.

Ahora bien, la ecuación (2.24) debe ser válida para cualquier sistema
de coordenadas, no solo para el sistema x − y mostrado en la Figu-
ra 2.59, luego en lugar de resolver (2.24) con ese sistema podemos
escoger un sistema de coordenadas alternativo x′ − y′ tal como se
muestra en la Figura 2.60. En dicha figura escogemos ahora la direc-

~FB

~FA

x′ ~FC

C

y′

Figura 2.60: Dos fuerzas paralelas. Sistema alternativo de ejes coordenados.

ción del eje y′ de forma que sea paralelo a las fuerzas ~FA y ~FB. En este
sistema alternativo de coordenadas las fuerzas ~FA y ~FB solo tendŕıan
componente en y′ en tanto que ~FC tendŕıa tanto una componente en
x′ como en y′, o sea ~FC = FCx′

ı̂′ + FCy′
̂′, luego en particular de

(2.24) para este sistema de coordenadas tenemos que

∑
Fx′ = 0 ⇔ FCx′

= 0,

o sea ~FC solo debeŕıa tener componente en y′, luego tenemos que:

Si un cuerpo está sometido solo a tres fuerzas y dos de ellas son
paralelas, la tercera fuerza también es paralela.
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2.4. Ejemplos y ejercicios para estática de es-

tructuras

En esta sección se resolverán algunos problemas en donde estemos interesa-
dos en determinar fuerzas de reacción o interacción, algunos ejercicios aparecen
al final de la sección.

1. Para la viga doblada mostrada en la Figura 2.61 determine las fuerzas de
reacción en los apoyos A, B. La viga está siendo sometida a una fuerza
uniforme w = 50N/m.

A ~w

L

a

b

B

Figura 2.61: Ejemplo de cálculo de reacciones.

Datos: L = 4m, a = 2m, b = 1,5m.

Solución: Si se hace un diagrama de cuerpo libre de la viga, es decir si se
dibuja solo la viga reemplazando los apoyos por las fuerzas de reacción
que estos generaŕıan, tenemos un esquema como el mostrado en la Figura
2.62. El apoyo tipo pasador en A se reemplaza por una fuerza puntual

A
~F

Rx

Ry

x

y

~FB

~ρAF

~ρAB

θ

Figura 2.62: Ejemplo de cálculo de reacciones.
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con dos componentes Rx, Ry en tanto que el apoyo tipo rodillo en B se
reemplazaŕıa por una fuerza normal, en este caso a la superficie en donde
este rodillo se ubica, esta fuerza la denotamos como ~FB y su dirección θ
es conocida donde θ = arctan(2/1,5).

En la Figura 2.62 la fuerza uniforme por unidad de ĺınea ~w ha sido reem-
plazada por una puntual equivalente ~F y de (2.19)1 ‖ ~F‖= 50 ∗ 2,5N justo
en la mitad de la zona de aplicación de ~w.

Tenemos pues tres incógnitas para este problema, en A nos interesa cono-
cer Rx, Ry y en C queremos conocer la magnitud de ~FB (puesto que
su dirección es ya conocida). Si observamos bien este es un problema de
fuerzas coplanares por tanto usaremos

∑
Fx = 0,

∑
Fy = 0,

∑
Mz = 0 (2.33)

para encontrar estas incógnitas. Podemos ver tenemos tres incógnitas y
tres ecuaciones. Un problema de este tipo es llamado un problema estática-
mente determinado.

Para resolver este sistema de ecuaciones de la Figura 2.62 podemos ver
que

~FB = FB cos θ̂ı + FB sin θ̂, ~F = −F cos θ̂ı − F sin θ̂, (2.34)

de modo que (2.33)1, (2.33)2 queda como

Rx + FB cos θ − F cos θ = 0, Ry + FB sin θ − F sin θ = 0. (2.35)

Respecto a (2.33)3, haremos el balance de momento respecto al punto A,
de la Figura 2.62 es fácil ver que

~ρAF = 5̂ı − 0,75̂ ~ρAB = 6î − 1,5̂.

Y (2.33)3 queda como

~ρAF × ~F + ~ρAB × ~FB = ~0,

que usando las expresiones anteriores para ~ρAF y ~ρAB, después de algunas
manipulaciones, nos queda como

k̂(−5F sin θ − 0,75F cos θ) + k̂(6FB sin θ + 1,5FB cos θ) = ~0.

Como esta ecuación vectorial solo tiene una componente (en z lo que
está correcto para problemas de fuerzas coplanares), esta ecuación es
equivalente finalmente a

−F (5 sin θ + 0,75 cos θ) + FB(6 sin θ + 1,5 cos θ) = 0. (2.36)

En (2.36) conocemos F y θ por lo que podemos despejar FB . Este valor
para FB se puede reemplazar en el sistema de dos ecuaciones (2.35) para
despejar Rx y Ry
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Apriete

L

a b

c
1

23

4

F

F

Figura 2.63: Ejemplo de cálculo de reacciones.

2. Para la llave mostrada en la Figura 2.63 calcule la fuerza de apriete si se
aplica una fuerza F = 50lbf.

Datos: L = 10, a = 1, b = 1/2, c = 1/2 (las dimensiones están en pul-
gadas).

Solución: En la Figura 2.63 indentificamos con un número las piezas o
partes más importantes de la llave y a continuación se dibujan diagramas
de cuerpo libre para cada una de estas partes.

En relación a barra 2, de la Figura 2.63 podemos notar que está conectada
por medio de pasadores solo a dos puntos, luego estamos en la situación
de un cuerpo sometido solo a dos fuerzas (en los pasadores) y por tanto
dichas fuerzas deben ser igual y tener la dirección del vector que une dichos
pasadores como se muestra en la Figura 2.64.

B

B θ

Figura 2.64: Ejemplo de cálculo de reacciones. Diagrama de cuerpo libre de 2.

La fuerza sobre la barra 2 se asume de magnitud (por el momento de-
sconocida) B, el ángulo θ es conocido e igual a θ = arctan[c/(a + b)]. El
sentido de B todav́ıa no se conoce, hemos asumido que está en ‘tracción’,
pero de los resultados numéricos el signo de B nos dirá si ese supuesto es
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correcto o no.

Con el resultado anterior ahora nos preocupamos de la barra 1 como se
muestra en la Figura 2.65. Ya sabemos la dirección de la fuerza B y luego

B
~ρAB

A

Ax

Ay

F

Figura 2.65: Ejemplo de cálculo de reacciones. Diagrama de cuerpo libre de 1.

por acción y reacción la dibujamos en la barra 1 en el sentido opuesto pero
con la misma dirección θ.

Además en la barra 1 tenemos la fuerza externa F y la fuerza en el pasador
que se conecta con el cuerpo 3. El cuerpo 3 está sometido a más de dos
fuerzas, de modo que no sabemos la dirección de dichas reacciones, y
por tanto el efecto del cuerpo 3 sobre la barra 1 en ese pasador se debe
manifestar en general por medio de una fuerza que llamaremos ~A con dos
componentes Ax, Ay. No conocemos el sentido de estas reacciones, pero
los cálculos con las ecuaciones de equilibrio nos debeŕıan indicar esto.

En el problema mostrado en la Figura 2.65 tenemos tres incógnitas Ax, Ay

y B, luego este es un problema plano, por tanto tenemos tres ecuaciones de
equilibrio (2.26)-(2.28) para obtenerlas, lo que hacemos ahora. Partimos
con el equilibrio al momento escogiendo el punto A, luego12

∑
A Mz = 0

es equivalente a

~ρAB × (−B cos θ̂ı − B sin θ̂) + 50 ∗ 9k̂ = ~0,

donde ~ρAB = b̂ı + ĉ. Después de algunas manipulaciones esta ecuación
nos da

B =
450

b sin θ − c cos θ
. (2.37)

De (2.26) tenemos
∑

Fx = 0 para la barra 1 es equivalente a

Ax − B cos θ = 0,

de donde tenemos
Ax = B cos θ, (2.38)

12De ahora en adelante el sub́ındice en la suma indicará el punto respecto al cual se está ha-
ciendo el equilibrio al momento agular.
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como B se conoce de (2.37) ahora tenemos Ax. No necesitamos determinar
Ay por motivos veremos ahora a continuación.

Ahora nos concentramos en el cuerpo 3 cuyo diagrama de cuerpo libre se
muestra en la Figura 2.66. Se asume que entre el cuerpo 3 y 4 no hay

P

Sin roce

Ax

Ax

Ay

Ay

Figura 2.66: Ejemplo de cálculo de reacciones. Diagrama de cuerpo libre de 3.

roce, y debido a que la barra 1 y la barra inferior son simétricas tanto
en forma como en relación a las fuerzas que se aplican, vemos entonces
que no hay interacción entre 3 y 4, y por tanto las únicas fuerzas que se
aplican sobre 3 vienen del cuerpo 1 y la fuerza de apriete que llamamos P .
Sobre 3 tenemos Ax y Ay por acción y reacción, que por simetŕıa actúan
en el pasador superior e inferior de la misma forma.

De
∑

Fx = 0 aplicada al cuerpo 3 nos da

P − 2Ax = 0 ⇒ P =
900 cos θ

b sin θ − c cos θ
. (2.39)

3. Para la Figura 2.67 determine la fuerza en E que se produce como función
de P , no hay roce en todo el sistema y tampoco se considera el peso de
las distintas componentes.

Datos: a = 4, b = 7, c = 3, d = 2, e = 2 1
2 y f = 5, las dimensiones están

en pulgadas.

Solución: Una forma simple de resolver el problema es partiendo con el
diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1, que se muestra en la Figura 2.68.
En ese figura podemos ver la fuerza externa P , y las fuerzas de interacción
en B y C. En C el cuerpo 1 está interactuando con la barra 2, pero la
barra dos solo está bajo el efecto de dos fuerzas en los pasadores C y D,
de modo que estas fuerzas en C y D son iguales y sus direcciones siguen
la ĺınea que va de C a D, luego la fuerza en C proveniente de la barra 2
actuando sobre el cuerpo 1 tiene una dirección conocida, pero su magnitud
debe todav́ıa calcularse.

En la Figura 2.68 tenemos la dirección de la fuerza C con ángulo θ =
arctan(d/e) = 51,34◦. El cuerpo 3 está sometido a fuerzas en tres puntos,
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E

a b

c

1

2

3

e

P

f

A

B

C

D

d

Figura 2.67: Ejemplo de cálculo de reacciones.

θ
Ĺınea de acción de fuerza en C

By

Bx

P

C

Figura 2.68: Ejemplo de cálculo de reacciones. Diagrama cuerpo libre 1.

en A, B y E, y por ese motivo la fuerza que se transmite a traves del
pasador en B tiene en general dos componentes que no se conocen.

Este nuevamente es un problema plano, luego tenemos solo tres ecuaciones
de equilibrio para determinar Bx, By y C en la Figura 2.68, y por con-
veniencia partimos con (2.28), de modo que si ~ρBC = (f − e)̂ı − (c − d)̂
tenemos

∑

B

Mz = 0 ⇔ −Pbk̂ + C(− cos θ̂ı + sin θ̂) × ~ρBC = ~0,

de donde podemos obtener C en función de P . Queda como ejercicio re-
solver la ecuación anterior.

Conociendo C ahora podemos obtener Bx y By de resolver (2.26), (2.27),
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de donde tenemos

Bx = C cos θ, By = P − C sin θ.

Conociendo ahora Bx y By ahora hacemos un diagrama de cuerpo libre de
3 tal como se muestra en la Figura 2.69. En el diagrama de cuerpo libre

E

By

Bx

Ax

Ay

Figura 2.69: Ejemplo de cálculo de reacciones. Diagrama cuerpo libre 3.

de 3 tenemos la fuerza E (que es la que se quiere calcular), las fuerzas en
B que ya se conocen, y las componentes de la fuerza en el pasador A, que
denotamos como Ax y Ay.

Para obtener E podemos simplemente usar (2.28) haciendo equilibrio de
momento respecto al punto A, en cuyo caso tenemos

∑

A

Mz = 0 ⇔ Bxc = Ea,

luego E = Bxc/a y hemos resuelto el problema.

4. Para el mecanismo mostrado en la Figura 2.70 dibuje los diagramas de
cuerpo libre de cada una de las partes del sistema. Desprecie el peso y
sustituya la carga distribúıda por su resultante.

5. En el elevador de automóviles de la Figura 2.71 los veh́ıculos suben a la
plataforma y después se alzan las ruedas traseras. Si la carga debido a estas
es de 6kN, encuentre la fuerza en el cilindro hidráulico AB. Desprecie el
peso de la plataforma. El miembro BCD es una palanca acodada a 90◦

articulada en C a la rampa.

6. El bastidor de la Figura 2.72 se usa para soportar cables de alta tensión
(en C, F e I tenemos un peso W por los cables). ¿Qué valor tiene la fuerza
axial en el elemento HJ?

Datos: b = 1m, α = 30◦, W = 1000Kgf.
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A C

D

E

B

a b

~w

Cable

Polea

Peso

Figura 2.70: Ejemplo de cálculo de reacciones.

Parte trasera auto

800mm 300mm

60◦
400mm

150mm
O

A

B

C

D

No hay roce

Figura 2.71: Rampa para auto.

7. Para el mecanismo mostrado en la Figura 2.73 determine las fuerzas sobre
el elemento ABC. Solo considére la fuerza externa wo y no el peso de las
barras. El elemento DCG se conecta por medio de un pasador a una ranura
en G (no hay roce). Las dimensiones están en metros y wo = 5kN/m.
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A

B

C D

E

FG

H

I Jα α

αα

W

W

W

bbbb

Figura 2.72: Bastidor.

A

B

CD

G

wo

1

1

22 0,6

ranura

Figura 2.73: Mecanismo.

8. En la Figura 2.74 se tiene un mecanismo para elevar carga. La fuerza
soportada es de W =10kN. Asumiendo que las distintas barras y com-
ponentes de este montacarga tienen un peso despreciable, determine las
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reacciones sobre el elemento CDE.

A

B

C

D E

F

W

Horquilla

3m

1m

2m

80cm

1.2m 1m

1m

Figura 2.74: Mecanismo para elevar carga.

9. En la Figura 2.75 tenemos dos placas A, B, las cuales están conectadas
por medio de un pasador en G. La placa A pesa 10kN y la placa B pesa
4kN.

A
B

C
D

F1

F2

G

E

6

7

510

Figura 2.75: Dos placas unidas por un pasador.

Determine las reacciones en E, D, G y C. Las dimensiones están en metros
y F1 = 20kN, F2 = 10kN.
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10. En la Figura 2.76 se muestra una parte de una máquina llamada ‘desto-
conadora’ (usada para cortar partes de troncos pegados al suelo). Su peso
es de 3000N y el centro de gravedad está ubicado en G. En la posición
presentada el miembro CE está horizontal y los dientes de la sierra cir-
cular están a ras de suelo. Si la magnitud de la fuerza F ejercida por el
disco de la sierra sobre el tronco es de 500N, determine la fuerza P sobre
el ciĺındro hidráulico y la magnitud de la fuerza que soporta el pasador C.
Todas las dimensiones están en miĺımetros. En la parte inferior derecha se
presenta un detalle de la forma como actua la fuerza F sobre el tronco.

A

A

B

C

E D

H

G

Máquina

Rueda

Sierra

Tronco

Ciĺındro
hidráulico

F

450 1000 200 600 1000

600

700

800

25◦

Figura 2.76: Máquina destoconadora.
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Caṕıtulo 3

Esfuerzo y deformación

3.1. Introducción

Sabemos que las fuerzas no solo pueden generar movimiento en un cuerpo
sino que además pueden deformarlo. Este caṕıtulo es el más importante de este
curso, pues en él entregraremos los conceptos y supuestos básicos para modelar
el fenómeno de deformación.

Si pensamos de forma detenida respecto de como podŕıamos modelar la
deformación causada por fuerzas externas, quizás en un primer intento traba-
jaŕıamos con algún cuerpo de geometŕıa simple, como por ejemplo una viga
empotrada en un extremo y con una fuerza externa en el otro; luego podŕıamos,
por ejemplo, estudiar la deflexión (el desplazamiento vertical de la viga) como
función de la fuerza externa, y a partir de dichas observaciones experimentales
proponer algún tipo de ley o relación entre ambas cantidades. Este fue el esque-
ma seguido por mucho tiempo antes de los trabajos de Euler y de Cauchy.

Es claro que el método anterior solo serviŕıa para problemas espećıficos, y
nada nos podŕıa decir para casos generales con cuerpos de geometŕıas arbitrarias
y fuerzas generales aplicados sobre ellos. La teoŕıa mostrada aqúı es el producto
de muchas investigaciones, respaldadas por diversos resultados experimentales,
sin embargo como toda teoŕıa siempre es posible extenderla o eventualmente
reemplazarla por algo más general y ‘mejor’.

Este caṕıtulo está basado en cuatro conceptos fundamentales:

Las fuerzas externas.

Las fuerzas internas (esfuerzos).

Las deformaciones.

Los desplazamientos.

Las ecuaciones constitutivas.
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Los desplazamientos son las cantidades que realmente se pueden medir de forma
directa en un experimento, basta establecer una referencia y a partir es esta se
puede determinar facilmente los desplazamientos que sufren los puntos de un
cuerpo bajo la acción de una fuerza externa. En general en sólidos solo podemos
ver los desplazamientos en la superficie, en el interior solo a través de la teoŕıa
podemos determinar de forma indirecta dichos desplazamientos.

Un cuerpo puede rotar como cuerpo ŕıgido o solo desplazarse sin cambio en
su ‘forma’. En ambos casos podemos ver que la fuerza solo cambiaŕıa la posición
del cuerpo completo y/o solo lo rotaŕıa. No nos interesaremos por ese tipo de
problemas, en su lugar nos preocupará cuando un cuerpo bajo la acción de
fuerzas externas sufre un cambio en su forma, en otras palabras cuando puntos
en el mismo cuerpo sufren un cambio relativo de posición. Este cambio relativo
nos servirá para introducir el concepto de deformación, que no es otra cosa que
una medida de cuanto se distorsiona o cambia la forma de un cuerpo bajo la
acción de fuerzas externas.

Se verá que las fuerzas externas no se relacionan de forma directa con las
deformaciones. Es necesario primero definir algo que conoceremos como fuerzas
internas (esfuerzos), los cuales se generan por la acción de las fuerzas externas,
pero que están ahora relacionados de forma directa a la deformación en el interior
de un cuerpo. El concepto de fuerza en realidad no se puede definir, solo podemos
a partir de él proponer otras definiciones y teoŕıas, pero las fuerzas propiamente
tal no se pueden definir1.

Todos los conceptos anteriores son generales, en el sentido que se pueden
aplicar a cualquier tipo de material (en nuestro caso un sólido). Sin embargo
es bien sabido que cuerpos de la misma forma inicial pero hechos de materiales
distintos se comportan (deforman) de forma diferente. Esta diferencia la intro-
duciremos por medio de las ‘ecuaciones constitutivas’, que serán relaciones entre
los esfuerzos (fuerzas internas) y las deformaciones.

3.2. Fuerzas internas en vigas

Consideremos un cuerpo sometido a fuerzas externas y con algunos apoyos
aplicados en su superficie tal como se muestra en la Figura 3.1. Este cuerpo
está en equilibrio, es decir incluyendo las fuerzas de interacción por los apoyos
tenemos que ∑

i

~Fi = ~0,
∑

j

~Mj = ~0.

Imaginemos que el cuerpo sufre un corte como el que se muestra en la Figura
3.2, de modo que ahora tenemos dos cuerpos. Es necesario indicar ahora que este
corte es un corte imaginario, es decir no es un corte real el que se está haciendo,

1En f́ısica no existen realmente definiciones de lo que son las fuerzas, solo de los efectos
que estas generan. Ya hemos visto en el caṕıtulo anterior que las fuerzas se usaban para, de
forma simplificada, estudiar la interacción de un cuerpo con su entorno o con otros cuerpos
en un mecanismo. En mecánica racional se dice que las fuerzas son un concepto ‘primitivo’.
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solo se está asumiendo que sucedeŕıa si de manera repentina el cuerpo fuese
separado en dos partes.

~F1

~F2

~F3

~Fi

~Fj

Figura 3.1: Cuerpo bajo la acción de fuerzas externas.

~F1

~F2

~F3

~Fi

~Fj

Figura 3.2: Cuerpo con corte imaginario y distribución de fuerzas internas en la
zona de corte.

Ahora establecemos un principio que es la base de todos los caṕıtulos pos-
teriores:

Si un cuerpo como el mostrado en la Figura 3.1 está sometido a fuerzas ex-
ternas y está en equilibrio, cualquier parte de él que se extraiga por medio de
un corte imaginario deberá también estar en equilibrio, es decir para cada parte
por separado

∑
i
~Fi = ~0,

∑
j

~Mj = ~0 también deben ser satisfechas.

Este es un principio, es decir no lo probaremos sino que simplemente lo asumire-
mos como cierto y a partir de esto (que se podŕıa considerar como axioma)
desarrollaremos nuestra teoŕıa.

Si el principio es válido, luego es posible ver que si tomamos la parte del
cuerpo en el lado derecho después del corte (Figura 3.2), solo con el efecto de
las fuerzas externas que quedan sobre él (y de los soportes) no es posible en
general que el cuerpo esté en equilibrio. Hace falta algo más, y esto extra se
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asumirá es una distribución de fuerzas ‘internas’ que aparecen en la superficie
de corte tal como se muestra en la misma Figura 3.2. En la superficie de corte
opuesta podemos ver la misma distribución de fuerza interna pero con sentido
opuesto, de modo tal que si estos dos cuerpos se unen nuevamente, tenemos que
estas fuerzas se cancelan y recobraŕıamos el problema original mostrado en la
Figura 3.1. Es natural pedir que las fuerzas internas sean igual pero opuestas
en las superficies de corte imaginario opuestas, pues es una forma de que el
‘principio’ de acción y reacción se cumpla.

Lo que nos interesaŕıa ahora es determinar este tipo de distribuciones de
fuerzas internas, pues son ellas las que asociaremos no solo a la deformación
sino que como veremos más adelante a la ‘falla’ que pueda sufrir un cuerpo bajo
las fuerzas externas.

Partiremos con un tipo de problema sencillo y un modelo aproximado para
dichas fuerzas. Considérese la Figura 3.3 en donde tenemos una viga, que asumire-
mos es larga en relación a cualquier dimensión en su sección. La viga está someti-
da a fuerzas externas y está sobre dos apoyos, que podemos asumir de rodillo
y de pasador. Imaginemos que se hace un corte imaginario tal como lo muestra

Fn

Sección

Fi

Fj

Figura 3.3: Viga bajo la acción de fuerzas externas.

la ĺınea punteada en la misma figura. Asumiremos para simplificar el problema
que este corte imaginario es recto y vertical.

En la Figura 3.4 tenemos la parte de la viga que quedaŕıa en el lado izquierdo
después de realizar el corte imaginario. El modelo aproximado que asumiremos
para las fuerzas internas consistirá en dos fuerzas puntuales H (horizontal) y
V vertical (o de corte) más un momento puro interno que denotaremos simple-
mente como M .

V

H

M

Fi

Fj

Figura 3.4: Modelo para fuerzas internas en vigas.

En general H , V y M dependeran de la posición en la que se hace el corte, y
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en los ejemplos que se muestran a continuación veremos como determinar estas
cantidades.

1. Para la viga de la Figura 3.5 que está sometida solo a una fuerza puntual
P determine H , V y M y grafique en función de la posición a la que se
hace el corte.

P

L

L/2

Figura 3.5: Ejemplo de cálculo para fuerzas internas en vigas.

En la Figura 3.6 tenemos un diagrama de cuerpo libre de la viga completa
en donde el efecto de los apoyos (queda como ejercicio) se manifiesta como
fuerzas puntuales de magnitud P/2.

P

x

x

y

P/2P/2

Figura 3.6: Ejemplo de cálculo para fuerzas internas en vigas. Cortes necesarios
para calcular dichas fuerzas.

Vamos a escoger dos ‘zonas’ en las que se realizará el corte imaginario
como se muestra con ĺıneas segmentadas en la misma figura. La distancia
a la que se realizará este corte será x.

En el primer caso asumiremos que 0 < x < L/2 tal como se muestra en la
Figura 3.7, como el corte imaginario se hace en ese intervalo, al dibujar el
diagrama de cuerpo libre de este trozo de viga, solo inclúımos la fuerza en
al apoyo derecho P/2 y las cargas internas que aparecen alĺı dibujadas.

Siguiendo el principio, si la viga completa estaba en equilibrio, también
el trozo mostrado en la Figura 3.7 debe estar en equilibrio, de modo que

62



V

x

M

H

P/2

O

Figura 3.7: Ejemplo de cálculo para fuerzas internas en vigas. Primer corte.

para esa figura tenemos

∑
Fx = 0 ⇒ H = 0,

∑
Fy = 0 ⇒ V = −P

2
(3.1)

y ∑

O

Mz = 0 ⇒ M =
P

2
x, (3.2)

en donde en esta última ecuación el balance de momento se realiza respecto
al punto O (como lo indica el sub́ındice en la suma) que se muestra en el
lado derecho de la Figura 3.7.

Ahora procedemos a estudiar el caso en el que el corte se realiza L/2 <
x < L. Es necesario hacer notar que el corte se realiza en un punto en ese
intervalo, pero la viga se considera o dibuja desde el origen en el extremo
izquierdo. En la Figura 3.8 tenemos una representación de la parte de la
viga que queda si se hace un corte imaginario entre L/2 y L, podemos
ver que ahora es necesario agregar al diagrama de cuerpo libre no solo la
fuerza P/2 en el extremo izquierdo sino además la fuerza externa original
P aplicada en L/2, junto con las cargas internas.

V

x

M

H

P/2

O

L/2 P

Figura 3.8: Ejemplo de cálculo para fuerzas internas en vigas. Segundo corte.

La parte de la viga mostrada en la Figura 3.8 debe también estar en
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equilibrio si el principio es cierto, de modo que

∑
Fx = 0 ⇒ H = 0, (3.3)

∑
Fy = 0 ⇔ P

2
+ V − P = 0 ⇒ V =

P

2
, (3.4)

y

∑

O

Mz = 0 ⇔ M + P

(
x − L

2

)
=

P

2
x ⇒ M =

P

2
(L − x). (3.5)

En la Figura 3.9 tenemos representaciones esquemáticas de V como fun-
ción de la distancia de corte x usando (3.1)2 y (3.4), y de M como función
de x de (3.2) y (3.5). Podemos observar en particular que M(x → 0) = 0

V

xx

M

LL

P/2

−P/2

L/2L/2

PL

Figura 3.9: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Gráfico de V y M .

y que M(x → L) = 0, lo que es correcto, pues en esos extremos tenemos
soportes tipo pasador y tipo rodillo, los cuales no impiden el giro de la
viga en esos extremos, por tanto no generan momento de reacción, luego
el momento interno en esos puntos debe ser cero.

2. Para la viga mostrada en la Figura 3.10 determine y grafique las distribu-
ciones de cargas internas. La viga está sosteniendo a un peso P en su
extremo derecho.

En la Figura 3.11 tenemos un diagrama de cuerpo libre de la viga completa.
En el punto A solo tendŕıamos una fuerza vertical, pues como no hay fuerza
externa horizontal, entonces no se genera una reacción en esa dirección en
ese soporte. Vamos a asumir que A es positiva hacia abajo tal como se
muestra en esa figura. En el punto B se genera una reacción vertical y
asumimos que es positiva hacia arriba.

La viga completa debe estar en equilibrio por lo que

∑
Fy = 0 ⇔ −A + B = P
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A

L

l

B

P

Figura 3.10: Ejemplo de fuerzas internas en vigas.

A

x

y

B P

Figura 3.11: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Diagrama de cuerpo libre de
la viga completa.

y ∑

A

Mz = 0 ⇔ BL = P (L + l),

de donde tenemos que

A =
Pl

L
, B =

P (L + l)

L
. (3.6)

Por la forma como estan siendo aplicadas las fuerzas externas vamos a
considerar dos zonas para los cortes imaginarios, primero con cortes hecho
para 0 < x < L y después para L < x < L + l.

En la Figura 3.12 tenemos un esquema de la porción de viga que queda
(desde el extremo izquierdo) si el corte se hace 0 < x < L. En ese caso
las únicas fuerzas que aparecen son A y las cargas internas. Como no hay
fuerza externa horizontal no dibujamos H en este esquema.

Nuevamente asumimos que esta porción de viga debe estar en equilibrio,
de modo que tenemos

∑
Fy = 0 ⇒ V = A,

∑

O

Mz = 0 ⇒ M = −Ax. (3.7)

En la Figura 3.13 tenemos ahora la parte que queda en la izquierda de la
viga si se hace el corte entre L < x < L+ l. En este caso debemos dibujar
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A x

V

MO

Figura 3.12: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Primer corte.

A

x
x − LB

O

V

M

Figura 3.13: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Segundo corte.

no solo las fuerzas A y las cargas internas V , M sino además la fuerza B.
Asumiendo ahora que esta parte de la viga que queda después del corte
debe también estar en equilibrio tenemos

∑
Fy = 0 ⇒ V = A−B,

∑

O

Mz = 0 ⇒ M = −Ax+B(x−L).

(3.8)

Usando (3.6) en (3.7) y (3.8) tenemos las funciones V y M cuyos gráficos
se muestran en la Figura 3.14. En la figura del lado derecho en donde

−P

x
x

Pl
L

MV

L
L

L + l
L + l

−Pl

Figura 3.14: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Diagramas para V y M .

tenemos M(x) podemos ver que M no es igual a cero en x = L aunque
tenemos ah́ı un soporte tipo rodillo. Esto es debido a que en ese punto no

66



estamos al final de la viga, es decir si bien no hay reacción del rodillo tipo
momento, si tenemos material a los lados derecho e izquierdo de modo que
el momento puede ser distinto de cero y se balanceaŕıa por ambos lados.
En la misma figura podemos ver que M = 0 en x = L+l, lo que es correcto
pues si bien en ese extremo tenemos un cable atado que transmite el peso
P , no hay nada que genere (en el caso ideal) momento puro en se punto.
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3. La viga mostrada en la Figura 3.15 está sometida a una fuerza uniforme
wo en su zona central. Determine las distribuciones de fuerzas internas.

wo

a

L/2

L

Figura 3.15: Ejemplo de fuerzas internas en vigas.

En la Figura 3.16 tenemos un diagrama de cuerpo libre de toda la viga, en
los extremos izquierdos y derecho de la viga tenemos solo fuerzas puntuales
verticales que llamamos A y B, no hay fuerza horizontal en el soporte
del extremo izquierdo puesto que no hay fuerza horizontal externa sobre
la viga. En este diagrama la fuerza wo se reemplaza por su equivalente

woa = P

BL/2A

Figura 3.16: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Diagrama de cuerpo libre de
la viga completa y fuerza equivalente.

puntual woa = P .

La viga completa debe estar en equilibrio de modo que

∑
Fy = 0 ⇒ A + B = woa,

∑

A

Mz = 0 ⇒ B =
woa

2
, (3.9)

de modo que A = woa
2 .

Para hacer los cálculos de V (x) y M(x) debemos considerar la Figura 3.15
no la Figura 3.16. Esto es debido a que los cortes imaginarios afectan la
forma de la fuerza equivalente puntuales, de modo que hacer los cortes
imaginarios desde la Figuras 3.15 y 3.16 no es en general equivalente.

De la Figura 3.15 vemos que es necesario considerar tres zonas de corte,
desde el extremo izquierdo x entre 0 < x < 1

2 (L − a), 1
2 (L − a) < x <

1
2 (L + a) y 1

2 (L + a) < x < L.
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En la Figura 3.17 tenemos un esquema de la viga si el corte imaginario se
hace en 0 < x < 1

2 (L − a). Debido a la forma del corte en el diagrama de

A x

V

MO

Figura 3.17: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Primer corte.

cuerpo libre solo aparecen la fuerza A y las cargas internas V (x) y M(x).
Este trozo de viga debe estar en equilibrio de modo que

∑
Fy = 0 ⇒ V = −P

2
,
∑

O

Mz = 0 ⇒ M =
xP

2
. (3.10)

Si el corte imaginario se hace en la zona 1
2 (L−a) < x < 1

2 (L+a), tenemos
un diagrama de cuerpo libre como se muestra en la Figura 3.18. Podemos

P/2

x

V

M

wo

x − 1
2 (L − a)

Figura 3.18: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Segundo corte.

comprobar que en este caso la fuerza uniforme wo está siendo aplicada en
una zona de longitud x− 1

2 (L−a). Aparte de esta fuerza uniforme tenemos
actuando a la fuerza A y a las cargas internas V (x) y M(x).

A partir de los mostrado en la Figura 3.18 ahora podemos reemplazar a la
fuerza uniforme wo por una puntual equivalente. La puntual equivalente
tendŕıa magnitud wo

[
x − 1

2 (L − a)
]

y debeŕıa colocarse en la posición
1
2

[
x − 1

2 (L − a)
]

desde el punto O hacia la izquierda, tal como se muestra
en la Figura 3.19.

Ahora podemos imponer la condición de que ese trozo de viga mostrado
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P/2

x

V

M
O

wo
[
x − 1

2 (L − a)
]

1
2

[
x − 1

2 (L − a)
]

Figura 3.19: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Segundo corte y fuerza equiv-
alente.

en la Figura 3.19 esté en equilibrio (con A = P/2) de modo que

∑
Fy = 0 ⇒ V = −P

2
+ wo

[
x − 1

2
(L − a)

]
,

= P

{
−1

2
+

1

a

[
x − 1

2
(L − a)

]}
, (3.11)

∑

O

Mz = 0 ⇒ M =
Px

2
− wo

[
x − 1

2
(L − a)

]
1

2

[
x − 1

2
(L − a)

]
,

=
Px

2
− P

2a

[
x − 1

2
(L − a)

]2
. (3.12)

Finalmente si se hace el corte en la zona 1
2 (L + a) < x < L tenemos un

diagrama de cuerpo libre como el mostrado en la Figura 3.20, en donde
en particular podemos apreciar el hecho que ahora si reemplazamos desde
el inicio la fuerza distribúıda wo por una puntual P . Esto es debido a que

P/2
x

V

M
O

P

x − L/2

Figura 3.20: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Tercer corte.

ahora wo está siendo aplicada en toda la zona a.

El trozo de viga debe estar en equilibrio de modo que

∑
Fy = 0 ⇒ V = P − P

2
=

P

2
, (3.13)
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y

∑

O

Mz = 0 ⇒ M =
Px

2
− P

(
x − L

2

)
=

P

2
(L − x). (3.14)

De (3.10)1, (3.11) y (3.13) vemos que el comportamiento de V (x) es con-
stante en el primer tramo, es lineal en el segundo y constante en el ter-
cero. Es fácil probar también que es una función continua en x = L−a

2 y

x = L+a
2 , también es cero en x = L

2 . En la Figura 3.21 (lazo izquierdo)
tenemos un gráfico aproximado del comportamiento de esta función. En

V

P/2

−P/2

LL
L−a

2

L−a
2

L
2

L
2

M

L+a
2

L+a
2

xx

Figura 3.21: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Diagramas para V y M .

la misma Figura (lado derecho) tenemos el comportamiento de M(x). De
(3.10)2, (3.12) y (3.14) vemos que M(x) es una función lineal en el primer
tramo, es cuadrática en el segundo y lineal nuevamente en el tercer tramo,
siendo también continua en x = L−a

2 y x = L+a
2 (estando su máximo

además en x = L
2 ).

Una última observación para este problema, podemos ver que si a → 0
el producto awo permanece constante e igual a P , luego en este caso el
problema mostrado en la Figura 3.15 se transforma en el mostrado en la
Figura 3.5, en tanto que los resultados mostrados en la Figura 3.21 se
transformaŕıan en los mostrados en la Figura 3.9.

4. En la Figura 3.22 tenemos una viga sometida a dos fuerzas iguales pero
opuestas de magnitud P ubicadas a una distancia a una de otra. Determine
V (x) y M(x) para este problema.

5. En la Figura 3.23 tenemos una viga sometida a varias fuerzas. Una fuerza
distribúıda constante de magnitud wo = 30N/m, una fuerza distribúıda
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P

P
a

L/2

L

Figura 3.22: Ejemplo de fuerzas internas en vigas.

lineal en el extremo izquierdo y una puntual F = 10N. Calcule V (x) y
M(x).

a b c

wo

∆wo

F

Figura 3.23: Ejemplo de fuerzas internas en vigas.

Otros datos: a = 4m, b = 6m, c = 4m y ∆wo =10N/m.

6. Para la viga mostrada en la Figura 3.24 determine las posiciones y los
valores máximos de V (x) y M(x).

Datos: F = 10T, a = 7m, b = 4m, c = 4m wo =1T/m. Las fuerzas están
en toneladas-fuerza T.
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a b c

wo

FF

Figura 3.24: Ejemplo de fuerzas internas en vigas.
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3.2.1. Fuerzas internas en vigas para vigas sometidas a

cargas distribúıdas

En el problema mostrado en la Figure 3.15 hab́ıamos considerado un ejemplo
de problema en donde teńıamos una carga uniforme actuado en una parte de
una viga. Ahora veremos un método más general para obtener las distribuciones
de cargas internas V (x) y M(x), para problemas en los que tenemos fuerzas
distribúıdas, para ello consideremos la viga mostrada en la Figura 3.25 en donde
tenemos algún tipo de fuerza distribúıda w(x) actuando sobre ella 2.
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w(x)

dx

x

Figura 3.25: Viga sometida a una carga distribúıda.

De la viga extraemos un trozo diferencial de largo dx, el cual es mostrado de
forma ampliada en la Figura 3.26. El trozo diferencial se ha extráıdo mediante

w(x)

dx

V

M

V + dV
dx dx

M + dM
dx dx

O

Figura 3.26: Elemento de longitud diferencial de una viga sometida a una carga
distribúıda.

dos cortes imaginarios a los lados derecho e izquierdo, de modo que debemos
dibujar cargas internas a ambos lados del diferencial. En el lado derecho se
dibuja la fuerza de corte y el momento interno con los sentidos usuales, en tanto
por medio del uso del ‘principio’ de acción y reacción para la viga (ver la Figura
3.27) en el corte del lado izquierdo debemos dibujarlas en el sentido contrario.

Para la Figura 3.26 tenemos el trozo diferencial bajo la acción de w(x), en
el corte del lado izquierdo tenemos V y M , en tanto en el lado derecho por

2Nuevamente hacemos énfasis en que para hacer el cálculo de las cargas internas no se debe
reemplazar las fuerzas distribúıdas por las puntuales equivalentes. El reemplazo solo se puede
hacer para facilitar el cálculo de las reacciones en los soportes.
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VV
M

M

Figura 3.27: Acción y reacción en las cargas internas para una viga.

medio de una aproximación con series de Taylor3 (al primer término) tenemos
actuando V + dV

dx dx y M + dM
dx dx.

Es razonable asumir que si tanto la viga completa como partes que se ex-
traigan de ellas estan en equilibrio, entonces también lo debeŕıa estar el trozo
diferencial de la Figura 3.26, luego se debe cumplir4

∑
Fy = 0 ⇒

(
V +

dV

dx
dx

)
− V − w(x)dx = 0,

de donde es fácil obtener
dV

dx
= w(x). (3.15)

Por otra parte también debe cumplirse 5

∑

O

Mz = 0 ⇒ −M +

(
M +

dM

dx
dx

)
+ V dx + w(x)dx

dx

2
= 0,

de donde si se desprecian términos de orden dx2 se llega a

dM

dx
= −V (x). (3.16)

Las ecuaciones diferenciales (3.15), (3.16) nos permiten obtener V (x) y M(x)
conociendo w(x). Para una solución completa del problema son necesarias condi-
ciones de borde, las cuales se deben discutir para cada problema en particular.

En la Figura 3.28 tenemos un ejemplo en el que haremos uso de (3.15) y
(3.16). Para la viga completa de

∑
Fy = 0 y

∑
Mz = 0 se obtiene A = B = woL

2 .

3En diversas secciones de este texto se hara uso de aproximaciones con series de Taylor
para obtener expresiones aproximadas para las diversas variables en un problema. Por ejemplo
en la Figura 3.26 si en el lado izquierdo el valor de V es V (x), es decir evaluado en x, en el
lado derecho tendŕıamos que V debeŕıa calcularse como V (x + dx), pero

V (x + dx) = V (x) +
dV

dx
dx + ...

luego se obtiene la siguiente aproximación V (x + dx) ≈ V (x) + dV
dx

dx.
4La fuerza distribúıda w actuando en el trozo diferencial causaŕıa una fuerza total de

w(x)dx, resultado aproximado que es válido si el trozo es muy corto.
5El momento causado por la distribución w en el trozo de viga respecto al punto O en la

Figura 3.26 se puede aproximar como w(x)dx dx
2

, puesto que la fuerza total se aproximó como
w(x)dx y se puede asumir también como aproximación, que esta fuerza total es aplicada en
el centro del trozo diferencial, a una distancia dx

2
del punto O.
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A B

wo

x

y

L

Figura 3.28: Ejemplo de cálculo de cargas internas en el caso de vigas sometidas
a fuerzas distribúıdas.

Con w(x) = wo de (3.15) integrando se obtiene V (x) = wox+ co donde co es
una constante. Con la ayuda de la Figura 3.27 es posible ver que V (x → 0) =
−A, luego de esta condición podemos obtener co, de donde se tiene

V (x) = wo

(
x − L

2

)
. (3.17)

Con la expresión anterior para V (x) resolviendo (3.16) se llega a M(x) =

−
(

wox2

2 − woLx
2 + c1

)
, donde c1 es otra constante. Nuevamente usando como

ayuda la Figura 3.27 podemos ver que debido a que en la izquierda tenemos un
soporte tipo pasador, se cumple que M(x → 0) = 0, puesto que en un soporte
de este tipo no hay restricción al ‘giro’, es decir no hay momento de reacción.
Usando esta condición podemos obtener c1 = 0, con lo que

M(x) =
wox

2
(L − x). (3.18)

Es fácil probar que M(x → L) = 0, lo que está correcto puesto que en el extremo
derecho de la viga hay un soporte tipo rodillo, el cual tampoco genera esfuerzo
de reacción, o sea ahi el momento debe ser igual a cero, tal como lo indica la
evaluación de la expresión (3.18).

En la Figura 3.29 tenemos gráficos para V (x) y M(x) de (3.17) y (3.18).
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Figura 3.29: Ejemplo de cálculo de cargas internas en el caso de vigas sometidas
a fuerzas distribúıdas. Gráficos para V y M .
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3.2.2. Ejemplos y ejercicios

Ejemplos

1. En la Figura 3.30 tenemos un sistema con tres barras unidas por pasadores
en B, C, D, y que están sometidas a una fuerza P en C. En los puntos A
y B tenemos soportes tipo pasador y rodillo, respectivamente. Determine
la distribución para V (x) y M(x) en la barra AB.

Datos: L = 3m, BC = l = 1m, θ = 45◦, α = 60◦, P = 1000N.

A B

C

D

L

P

θ α

Figura 3.30: Ejemplo de cálculo de cargas internas.

Antes de iniciar el cálculo con los cortes imaginarios, es necesario deter-
minar las fuerzas de reacción e intereacción entre las barras. Para ello
hacemos diagramas de cuerpo libre de todas las barras y del pasador en
C, tal como se muestra en la Figura 3.31.

Ax

Ay

FDC

FDC

FDC
FDC

FCB

FCB

FCB

FCB
θ α

P

D

C

By

Figura 3.31: Ejemplo de cálculo de cargas internas. Diagramas de cuerpo libre.

Se asume que P actúa directamente en el pasador en C. Las barras CD y
BC estaŕıan sometidas solo a fuerzas en D, C y B, C, respectivamente, de
modo que estamos en precencia de cuerpos sometidos solo a dos fuerzas
iguales pero opuestas en la dirección de las ĺıneas que unen los puntos
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CD y BC, respectivamente. Estas fuerzas se denotan como FDC y FCB,
respectivamente.

El pasador en C recibe la fuerza P y también las fuerzas de reacción FDC

y FCB.

Finalmente la barra AB está sometida a las fuerzas FDC y FCB, y a las
reacciones en A y B.

Haciendo equilibrio de fuerzas en el pasador C tenemos

∑
Fx = 0 ⇒ P − FCB cosα − FDC cos θ = 0,

∑
Fy = 0 ⇒ FCB sinα − FDC sin θ = 0.

De la segunda ecuación tenemos que FCB = FDC
sin θ
sin α de modo que usando

la primera ecuación se llega a

FDC = 896,575N FCB = 732,05N. (3.19)

Haciendo ahora equilibrio en la barra AB se tiene

∑
Fx = 0 ⇒ Ax = FDC cos θ + FCB cosα = −P = −1000N,

∑
Fy = 0 ⇒ Ay + By = −FDC sin θ + FCB sin α = 0,

y ∑

A

Mz = 0 ⇒ 3By = 3 sinαFCB − 1,633975 sinθFDC ,

de donde tenemos

Ax = −1000N Ay = −288,6745N. (3.20)

Con (3.19) y (3.20) ahora podemos proceder a realizar los cortes imagi-
narios en AB, para ellos vemos el esquema de esta barra mostrado en la
Figura 3.31, de donde vemos que necesitamos estudiar dos zonas para los
cortes, zona AD, zona DB.

Si el corte se hace en la zona AD, donde 0 < x < 1,633975m se tiene un
diagrama de cuerpo libre como el mostrado en la Figura 3.32. Luego

Ax

Ay

Q

V
M

H

x

Figura 3.32: Ejemplo de cálculo de cargas internas. Primer tramo.
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∑
Fx = 0 ⇒ H = −Ax = 1000N, (3.21)

∑
Fy = 0 ⇒ V = −Ay = 288,6745N, (3.22)

∑

Q

Mz = 0 ⇒ M = Ayx = 288,6745xNm. (3.23)

En el segundo tramo DB donde 1,633975 < x < 3 tenemos un diagrama
como el mostrado en la Figura 3.33. Se tiene luego

Ax

Ay

Q

V
M

H

x

FDC

x − a

θ

Figura 3.33: Ejemplo de cálculo de cargas internas. Segundo tramo.

∑
Fx = 0 ⇒ H = −FDC cos θ − Ax = 366,02573N = FCB cosβ, (3.24)

∑
Fy = 0 ⇒ V = −Ay − FDC sin θ = 2 − 375,2997N, (3.25)

∑

Q

Mz = 0 ⇒ M = Ayx + FDC cos θ(x − a), (3.26)

con a = 1,633975m.
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Ejercicios

1. Determine las expresiones para V (x) y M(x) para la viga de la Figura
3.34.

F
LLL

C

wo

Figura 3.34: Viga.

2. Para la viga mostrada en la Figura 3.35 calcular las cargas internas y
expresarlas en términos de s que es la distancia a lo largo de toda la viga.

A

B C

D

aa b

c

wo

θθ

Figura 3.35: Viga bajo el efecto de fuerza uniforme.

Datos: wo = 1000N/m, a = 1m, b = 3m, c = 2m, θ = 30◦.

3. En la Figura 3.36 tenemos dos vigas AB y CD las cuales tienen un peso de
700kgf y 600kgf, respectivamente. Determine y dibuje los diagramas para
las cargas internas en la viga CD. Se tiene que W = 1000kgf. La masa de
las vigas está uniformemente distribúıda. Las longitudes están en metros.
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Figura 3.36: Vigas.
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3.3. Esfuerzos

El concepto de fuerzas o cargas internas ahora lo generalizaremos al caso
de cuerpos tridimensionales no solo para vigas como en la sección anterior. En
este contexto aparece el concepto del ‘esfuerzos’, que han sido mencionados
en ocasiones anteriores. Considérese el esquema mostrado en la Figura 3.37
en donde tenemos un cuerpo de alguna forma arbitraria sometido a ciertas
fuerzas externas y atravesado por un plano que nos servirá para hacer un corte
imaginario.

~f

~F1

~F2

Figura 3.37: Cuerpo bajo cargas externas y con un plano de corte imaginario.

Cualquier parte que se obtenga del cuerpo a partir de ese corte imaginario
debe estar también en equilibrio si el cuerpo original lo estaba, luego si consid-
eramos la parte izquierda del cuerpo que queda después del corte, tendŕıamos
algo como lo mostrado en la Figura 3.38. En la superficie de corte mostrada en

~f

~R

~F2

~σ

Figura 3.38: Cuerpo con un corte imaginario.

dicha figura se debe generar algún tipo de distribución de fuerzas internas, de
modo tal que esta porción de cuerpo pueda estar en equilibrio. Esta distribución
se puede asumir en un caso general como una densidad de fuerza por unidad de
área ~σ. A este vector lo llamaremos el vector de esfuerzos, y en algunas ocasiones
también se denota como ~f o ~t, en este texto usaremos esta última notación en
algunas secciones. Las unidades de ~σ en el sistema internacional es el Pascal
(Pa), o sea N/m2.

En la Figura 3.38 podemos notar que ~σ en general es variable (su magnitud
y dirección) a lo largo y ancho de la superficie de corte.
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Ahora en las secciones siguientes vamos clasificar al vector esfuerzos en dos
tipos, dependiendo de la forma que este actúe respecto a la superficie de corte
imaginario.

3.3.1. Esfuerzos axial y de corte

Un tipo de vector esfuerzo muy importante es el que se produce, por ejemplo,
en un cilindro o barra sometida a una fuerza axial, tal como se muestra en la
Figura 3.39. En dicha figura tenemos en este caso un cilindro de área transversal

FF

Figura 3.39: Barra bajo carga axial.

A sometido a una fuerza axial F . Un plano de corte imaginario se muestra en
la misma figura, y en particular asumimos que dicho plano es perpendicular a
la dirección axial que define el cilindro.

En la Figura 3.40 tenemos la porción izquierda del cilindro que queda después
de hacer el corte imaginario. En este esquema vemos esta parte del cilindro bajo

��
��
��
��

��
��
��
��F A σ

Figura 3.40: Barra bajo carga axial con corte imaginario.

el efecto de F (en el lado izquierdo) y de una distribución ~σ en la superficie de
corte.

Asumamos ahora que ~σ es aproximadamente uniforme en la sección y que
además su dirección en todas partes es axial, luego en vez de hablar de ~σ solo
necesitamos hablar de su magnitud σ.

Como la porción de cilindro mostrada en la Figura 3.40 debe estar en equi-
librio, la suma de fuerzas en el sentido axial debe ser cero, y como σ es una
distribución uniforme de fuerzas por unidad de área se tiene que

F = Aσ

de donde tenemos que

σ =
F

A
. (3.27)

A este tipo de vector esfuerzo, que tiene una dirección normal a la super-
ficie de corte imaginario, se le denomina esfuerzo axial, y tenemos la siguiente
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clasificación

Si σ > 0 se dice que se está en tracción,

Si σ < 0 se dice que se está en compresión.

Veamos ahora otro tipo de vector de esfuerzo, para ello consideremos la
Figura 3.41 en donde tenemos un esquema de tres placas planas pegadas con
áreas de contacto A. Cada placa tiene un numero, 1, 2 y 3. Imaginemos que

1

A

2

3

P

P
2P

Pegados

Figura 3.41: Tres placas pegadas bajo fuerzas externas.

separamos la placa 2 de las otras.
El sistema original estaba en equilibrio, como podemos apreciar del balance

de fuerzas en el sentido horizontal, luego al extraer la placa 2, esta tambien
debe estár en equilibrio, y para ello en las superficies de corte imaginario (las
superficies de contacto con 1 y 3) asumimos se genera una distribución de vector
esfuerzo, tal como se muestra en la Figura 3.42. De manera adicional vamos a

τ

2

2P

Figura 3.42: Una de las placas bajo cargas de corte.

asumir que dicha distribución de vector esfuerzo es horizontal y uniforme (en
su magnitud y dirección) en la superficie de corte imaginario.

De la Figura 3.42 podemos ver que para que la placa 2 esté en equilibrio
la distribución de esfuerzo debe ser tangencial a la superficie de corte. A este
tipo de vector de esfuerzo lo denotamos como τ y lo denominaremos esfuerzo
de corte.
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Del equilibrio de fuerzas en el sentido horizontal de la Figura 3.42 tenemos
que

2P = 2Aτ,

de modo que

τ =
P

A
. (3.28)

Podemos ver de (3.27) y (3.28) que si bien las expresiones para σ y τ son
muy similares, la naturaleza de estos esfuerzos es bastante distinta, por la forma
como estos actúan tal como se muestra en las Figuras 3.40 y 3.42.

3.3.2. Principio de Saint Venant

Para la distribución de esfuerzos mostrada en la Figura 3.40 asumimos que σ
era aproximadamente uniforme en la superficie de corte imaginario del cilindro.
Vamos ahora a intentar estudiar ese supuesto particular en más detalle, y para
ello considerémos una placa plana sometida a fuerzas puntuales en sus extremos
de magnitud F como se muestra en la Figura 3.43.

FF

A

A

B

B

C

C

Figura 3.43: Placa bajo tracción y tres zonas de corte imaginario.

Imaginemos ahora que proponemos tres superficies de corte imaginario A−A,
B−B y C−C como se muestran en la misma Figura 3.43, y que dichas superficies
de corte se asumen a una distancia cada vez mayor del extremo izquierdo de la
placa.

La placa original está en equilibrio, de modo que cualquier parte de ella que
se extraiga con alguno de los cortes imaginarios mencionados anteriormente,
debe también estar en equilibrio, y si consideramos la porción que queda en el
lado izquierdo, tenemos tres posibilidades como se muestra en la Figura 3.44.

Si el corte A − A se hace muy cerca del borde de la placa, es razonable
asumir que en dicho caso la distribución de σ no va a ser uniforme, sino más
bien probablemente se concentrará en la zona central, de modo de ser capaz de
contrarrestar el efecto local de la fuerza puntual F .

Sin embargo para un corte más lejano de F , como es el corte B − B, prob-
ablemente la distribución para σ sea más menos uniforme. Finalmente, en una
superficie ‘suficientemente’ alejada de F como es la superficie de corte C − C,
es razonable asumir que σ es prácticamente uniforme en la manera como actúa
en dicha superficie.
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A

A

B

B

C

C

σσσ

Figura 3.44: Placa bajo tracción y tres zonas de corte imaginario.

El principio que permite realizar los supuestos anteriores es llamado ‘el prin-
cipio de Saint-Venant’, y la base de este (que no estudiarémos en detalle aqúı)
es que en el interior de un cuerpo sometido, por ejemplo, a una fuerza puntual
F , ‘lejos’ de la zona de aplicación de la fuerza, el cuerpo sentiŕıa lo mismo si se
aplicara una fuerza equivalente uniforme.

3.3.3. Esfuerzos caso general

En (3.27) y (3.28) hemos clasificado los esfuerzos en dos tipos, basandonos
en problemas sencillos; ahora retomarémos el tema desde un punto de vista más
general, y para ellos nuevamente consideramos un cuerpo en equilibrio sometido
a un cierto número de fuerzas externas, tal como se muestra en la Figura 3.45.

~F3

~F1

~F2

Figura 3.45: Cuerpo bajo cargas externas y con un plano (y − z) de corte imag-
inario.

Considerémos un corte imaginario en el plano y − z, tal como se muestra en
la Figura 3.46. Aqúı tenemos nuevamente una distribución de vector esfuerzo,
que ahora denotamos como ~t.

Tomemos un diferencial de área (en el plano y − z) y estudiemos la forma
del vector esfuerzos para ese pequeño diferencial. Para ello observemos la Figura
3.47 en donde tenemos una vista ampliada de este diferencial. Como la superficie
del diferencial es muy pequeña, solo basta estudiar ~t en un punto del mismo.
Para el sistema de coordenadas de la figura podemos ver que ~t va a tener tres
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~F3

x

~F2
y

z

Diferencial de área

~t

Figura 3.46: Cuerpo bajo cargas externas y con un plano (y − z) de corte imag-
inario. Distribución de fuerzas internas en la superficie de corte.

τxy

x
τxz

y

z

τxx

~t

Figura 3.47: Fuerzas internas para un diferencial de área en un corte imaginario.

componentes (que aparecen dibujadas alĺı) que denotamos como:

τxx : Componente de ~t en la dirección x,

τxy : Componente de ~t en la dirección y,

τxz : Componente de ~t en la dirección z.

Podemos ver que en un caso general ~t tendŕıa una componente de esfuerzo
normal y dos de esfuerzo de corte, luego

~t = τxx ı̂ + τxy ̂ + τxzk̂.

Para la Figura 3.45 podemos alternativamente hacer cortes en los planos
x−z e y−z, los cuales pueden pasar por el mismo punto en donde hemos hecho
el análisis anterior, luego en vez de una superficie diferencial a través de estos
tres cortes podŕıamos extraer un cubo diferencial, tal como se muestra en la
Figura 3.48.

En este cubo, debido a los cortes imaginarios, en cada una de sus caras
tenemos un vector de esfuerzos ~t, que nuevamente para cada cara va a tener
tres componentes, una normal y dos en corte, tal como se muestra en la misma
Figura 3.48.
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τxy

τyy

τxz

τyxτyz

τxx

τzz
τzx

τzy

Figura 3.48: Cubo diferencial con las componentes del tensor de esfuerzos.

El cubo diferencial mostrado en la Figura 3.48 es una representación de algo
que conoceremos que el estado de esfuerzos en un punto. Este cubo es una
representación aproximada de lo que sucede en una porción de material muy
pequeña alrededor de un punto cualquiera en el interior del cuerpo.

Vamos a definir el ‘tensor de esfuerzos’ T
˜

como la matriz6

T
˜

=




τxx τxy τxz

τyx τyy τyz

τzx τzy τzz


 . (3.29)

El significado de la notación τij es el siguiente: el primer ı́ndice i indica el
plano (la normal) en que la componente del vector esfuerzo actúa, en tanto que
el segundo ı́ndice j indica la dirección de dicha componente, aśı, por ejemplo, τxz

indica la componente que actúa en el plano con normal con eje x en la dirección
del eje z.

Las componentes τii son llamadas las componentes normales del esfuerzo, y
en algunas ocasiones τxx, τyy y τzz son denotadas como σx, σy y σz, respectiva-
mente.

Las componentes τij con i 6= j son llamadas las componentes en corte del
tensor de esfuerzos.

6Una vez establecido un sistema de coordenadas, es posible apreciar que las componentes
de T
˜

no cambian para superficies de corte imaginario distintas, es decir las componentes de
T
˜

seŕıan invariantes frente a los cortes imaginarios.
Esto puede parecer un poco extraño si se considera que las componentes del tensor esfuerzos
fueron obtenidas a través de un proceso con varios cortes imaginarios; pero debemos recordar
que dichos cortes eran en planos bastante precisos, es decir en el plano x−y, x− z, y− z. Hay
una relación entre T

˜
y el vector de esfuerzos para planos con otras orientaciones que veremos

en la sección siguiente.
Finalmente, el concepto del tensor de esfuerzos es muy importante no solo en mecánica de
sólidos sino también en mecánica de fluidos. Si bien lo hemos mostrado aqúı como una simple
matriz, en realidad desde el punto de vista matemático es un objeto más complejo, cuyas
propiedades no estudiaremos en detalle en estos primeros caṕıtulos. En el Caṕıtulo 13 reestu-
diaremos algunos conceptos desde un punto de vista un poco más general.
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3.3.4. Esfuerzos caso bidimensional. Ecuaciones de equi-

librio

La Figura 3.48 nos mostraba el tensor de esfuerzos en el caso tridimensional.
En la mayor parte de este texto trabajaremos con el caso plano.

Ahora bien, hemos usado el supuesto que si un cuerpo está en equilibrio,
cualquier parte que se saque de él debe también estar en equilibrio, y eso debe
ser válido para el cubo diferencial también.

En general las distribuciones de esfuerzos τij van a ser inhomogeneas, es de-
cir van a depender de la posición, o sea τij = τij(x, y, z), luego para un cuadrado
diferencial (caso plano) como el mostrado en la Figura 3.49 vamos a tener es-
fuerzos distintos para caras opuestas y separadas del cuadrado diferencial.

τxy

τyy

τxx + ∂τxx

∂x dx

τyx

τxy +
∂τxy

∂x dx

τxx

τyy +
∂τyy

∂y dy

τyx +
∂τyx

∂y dy

x

x

y

y

dx

dyO

Figura 3.49: Cuadrado diferencial con las componentes del tensor de esfuerzos
en el caso plano.

Asumamos que en la cara vertical del lado izquierdo tenemos τxx y τxy

evaluados en x, y desde el origen del sistema de coordenadas. En la cara vertical
del lado derecho, por el principio de acción y reacción tenemos los vectores de
esfuerzo apuntando en el sentido opuesto, y estos vectores se deben evaluar
ahora en x + dx, puesto que nos hemos desplazado en el sentido horizontal en
dx. Usando una aproximación con series de Taylor en torno al punto x tenemos,
por ejemplo

τxx(x + dx, y) ≈ τxx(x, y) +
∂τxx

∂x

∣∣∣∣
x,y

dx,

y lo mismo ocurre para τxy en donde tenemos

τxy(x + dx) ≈ τxy(x, y) +
∂τxy

∂x

∣∣∣∣
x,y

dx.
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Lo mismo sucede con las caras inferior y superior horizontales, de modo que
en un caso general tenemos algo como lo mostrado en la Figura 3.49 y

τyy(x, y+dy) ≈ τyy(x, y)+
∂τyy

∂y

∣∣∣∣
x,y

dy, τyx(x, y+dy) ≈ τyx(x, y)+
∂τyx

∂y

∣∣∣∣
x,y

dy.

Haciendo suma de torques7
∑

O Mz = 0 respecto al punto central O tenemos

τxydy
dx

2
− τyxdx

dy

2
+

(
τxy +

∂τxy

∂x
dx

)
dy

dx

2
−
(

τyx +
∂τyx

∂y
dy

)
dx

dy

2
= 0,

que es equivalente a

τxydydx − τyxdxdy +
∂τxy

∂x
(dx)2

dy

2
− ∂τyx

∂y
(dy)2

dx

2
= 0.

Despreciando los términos (dx)2dy, (dy)2dx frente a dxdy la ecuación anterior
queda como τxydydx−τyxdxdy = 0. Eliminando el factor común dxdy se obtiene

τxy = τyx, (3.30)

o sea el tensor de esfuerzos es simétrico.
Haciendo suma de fuerzas en la dirección del eje x (dirección horizontal)∑
Fx = 0 para el cuadrado diferencial mostrado en la Figura 3.49, recordando

que τxy = τyx se tiene

−τxxdy − τxydx +

(
τxy +

∂τxy

∂y
dy

)
dx +

(
τxx +

∂τxx

∂x
dx

)
dy = 0,

que después de algunas manipulaciones es equivalente a

(
∂τxx

∂x
+

∂τxy

∂y

)
dxdy = 0.

Eliminando el factor común dxdy se llega a

∂τxx

∂x
+

∂τxy

∂y
= 0. (3.31)

7Para obtener fuerzas a partir de los esfuerzos en el caso de cuadrados o cubos diferenciales,
debemos multiplicar los esfuerzos por el área de la cara en donde las componentes están
actuando. En el caso de la Figura 3.49, por ejemplo, el esfuerzo τxx en la cara horizontal
del lado izquierdo actúa en un área (vista de lado) que se obtendŕıa con dy multiplicado por
la ‘profundidad’ en la dirección del eje z. Si se asume que la profundidad es unitaria, nos
quedaŕıa simplemente dy ∗ 1 = dy.
En el caso de, por ejemplo, el esfuerzo τyy en la cara inferior de la misma figura, el área seŕıa
dx ∗ 1 = dx.
Con la fuerza se calcula el torque, que en este caso especial requiere la multiplicación con la
distancia de cada cara al punto O. Las componentes normales del esfuerzo en este caso no
hacen momento respecto a ese punto.
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Haciendo la suma de fuerzas en la dirección y (dirección vertical) para la
Figura 3.49 se tiene

−τyydx − τxydy +

(
τxy +

∂τxy

∂x
dx

)
dy +

(
τyy +

∂τyy

∂y
dy

)
dx = 0,

de donde se obtiene finalmente

∂τxy

∂x
+

∂τyy

∂y
= 0. (3.32)

Las ecuaciones (3.31), (3.32) son llamadas las ecuaciones de equilibrio. Sigu-
iendo un procedimiento similar para el caso tridimensional se tiene8

∂τxx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂z
= 0, (3.33)

∂τxy

∂x
+

∂τyy

∂y
+

∂τxz

∂z
= 0, (3.34)

∂τxz

∂x
+

∂τyz

∂y
+

∂τzz

∂z
= 0. (3.35)

Ahora deduciremos una relación entre el vector de esfuerzos ~t y el tensor
de esfuerzos T

˜
para el caso bidimensional. Para ellos veamos la Figura 3.50 en

donde tenemos, por ejemplo, una placa sometida a algunas fuerzas externas y
con algunas restricciones el desplazamiento. La placa está en equilibrio y en
consecuencia un diferencial, como el que se muestra en dicha figura, también
debe estar en equilibrio. Imaginemos ahora que el cuadrado diferencial sufre un

x

y

~F1

~F2

Elementos diferencial plano

θ

Figura 3.50: Cuadrado diferencial en una placa con corte imaginario oblicuo.

corte adicional en este caso en el sentido diagonal, con un ángulo θ, tal como se
muestra también en la Figura 3.51.

8No trabajarémos en general de forma directa con las ecuaciones de equilibrio, salvo en el
Caṕıtulo 6, sin embargo es necesario hacer notar que estas ecuaciones son unos de los resultados
más importantes de la mecánica de sólidos clásica. Esta es la ecuación que se resuelve, por
ejemplo, por medio de métodos computacionales.
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dx

dy τxx

τxy

τxy

τyy

θ

~n
~t

tx

ty

ds

Figura 3.51: Cuadrado diferencial con corte imaginario oblicuo.

En las caras horizontal y vertical dibujamos las componentes del tensor de
esfuerzos que aparecen alĺı (caso plano), recordando que τxy = τyx. En la cara
diagonal que tiene ángulo θ dibujamos un vector de esfuerzos con una orientación
y magnitud arbitraria que debemos calcular ahora. En la misma cara como
referencia tenemos el vector normal a dicha superficie que denotamos como ~n.

La longitud de las caras horizontal y vertical son dx y dy, respectivamente,
en tanto que la longitud de la cara diagonal es ds. Se tiene que

ds2 = dx2 + dy2, cos θ =
dx

ds
, sin θ =

dy

ds
. (3.36)

Descomponemos el vector ~t como ~t = tx̂ı + ty ̂, y ahora hacemos el balance
de fuerzas en los sentidos x e y, es decir

∑
Fx = 0,

∑
Fy = 0, de donde nos

queda, respectivamente

txds − τxxdy − τxydx = 0,

tyds − τyydx − τxydy = 0,

y como de (3.36)2 tenemos dx = ds cos θ, dy = ds sin θ, nos queda como

txds − τxxds sin θ − τxyds cos θ = 0,

tyds − τyyds cos θ − τxyds sin θ = 0,

que después de algunas manipulaciones (eliminando el factor común ds) nos da

(
tx
ty

)

︸ ︷︷ ︸
~t

=

(
τxx τxy

τxy τyy

)

︸ ︷︷ ︸
T
˜

(
sin θ
cos θ

)

︸ ︷︷ ︸
~n

. (3.37)
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Es fácil apreciar de la Figura 3.51 que ~n = sin θ̂ı + cos θ̂, luego la relación
anterior se puede escribir como

~t = T
˜
~n, (3.38)

que es la relación general entre el vector de esfuerzos y el tensor de esfuerzos
no solo para problemas planos, sino también se puede probar para problemas
tridimensionales.
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3.4. Deformación

Se ha indicado en las secciones anteriores que las fuerzas seŕıan las causas de
las ‘deformaciones’ o cambios en la forma de un cuerpo, sin especificar de manera
más precisa que entendemos por deformación. En esta sección estudiaremos el
concepto de deformación, y al igual que para el caso del esfuerzo, partiremos
con dos definiciones sencillas antes de explorar una definición general.

3.4.1. Deformación axial y de corte

Considerémos la Figura 3.52 en donde tenemos un esquema de una barra
sometida a una carga de tracción σ. En un problema de esta naturaleza podemos

L ∆L

σσ

Figura 3.52: Deformación axial en una barra.

esperar que el tipo de deformación más importante estaŕıa relacionado con el
alargamiento que la barra sufriŕıa. El largo inicial era L y el alargamiento9

producto de la aplicación de σ es ∆L.
Se define la deformación longitudinal como

deformacion =
variacion largo

largo total
.

La pregunta importante en la definición anterior es si el ‘largo total’ es el largo
inicial, el final o algun largo intermedio. En el caso especial en que ∆L ≪ L no
importaŕıa que largo total usar, por lo que por simplicidad usamos L, de modo
que si la deformación longitudinal la denotamos como ε, tenemos

ε =
∆L

L
. (3.39)

¿Que podemos hacer en el caso en que ∆L no sea pequeño en comparación
a L? Para estudiar este caso veamos el esquema mostrado en la Figura 3.53 en
donde tenemos la barra bajo la acción de la carga de tracción σ, la que ahora
sufre un alargamiento apreciable ∆L. Debido a esto podemos definir un largo
inicial Li, en general distinto a un largo final Lf , y además podemos definir
algún largo en un ‘instante’ intermedio l.

Usemos nuevamente la definición deformacion = variacion largo
largo total para el caso

de un largo itermedio l en este proceso de alargamiento, en donde la barra se

9En la Figura 3.52 en realidad el alargamiento debeŕıa dibujarse de forma simétrica a
ambos extremos de la barra, pero para simplificar la figura y las definiciones lo colocamos solo
en el lado derecho.
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Li

∆L

σσ

l

Lf

dl

Figura 3.53: Deformación axial en una barra caso ∆L no es pequeño.

alargaŕıa en un diferencial dl, luego el ‘incremento’ en la deformación dε se
podŕıa calcular como

dε =
dl

l
,

luego integrando entre el ‘instante’ inicial y final se llega a

εfinal − εinicial = ln(Lf ) − ln(Li).

Si inicialmente la barra no presentaba ninguna deformación se tiene que εinicial =
0, y si definimos ε = εfinal, se llega a

ε = ln

(
Lf

Li

)
= ln

(
1 +

∆L

Li

)
, (3.40)

que es la definición correcta para la deformación longitudinal en un problema
de grandes deformaciones.

De manera similar a lo que se hizo para los esfuerzos10, ahora estudiamos el
caso de deformaciones de ‘corte’. Para esto veamos el esquema mostrado en la
Figura 3.54, en donde tenemos un bloque pegado al piso, bajo el efecto en su
cara superior de un esfuerzo de corte τ . La forma inicial del bloque está dibu-
jada con ĺıneas llenas, en tanto que dada la carga externa τ , podŕıamos asumir
que su forma final aproximada es la que se muestra con ĺıneas segmentadas, es
decir se produciŕıa un cambio de ángulo γ. Si γ es pequeño las caras laterales no
sufrirán una curvatura apreciable, y podemos asumir que quedan aproximada-
mente rectas como aparece en la figura.

El ángulo γ (en radianes) es definido como la ‘deformación en corte’ y de la
Figura 3.54 tenemos

tanγ =
∆L

B
,

luego si γ es pequeño entonces γ ≈ tan γ de modo que

γ ≈ ∆L

B
. (3.41)

10De manera intuitiva podemos ver la relación directa que habŕıa entre los esfuerzos normales
y las deformaciones longitudinales. Un segundo tipo de deformación se puede asociar a los
esfuerzos de corte.
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B

∆L

γ

τ

Figura 3.54: Deformación por corte en un bloque pegado al piso.

3.4.2. Deformación problema bidimensional

Para un caso general bidimensional incorporaremos las dos definiciones de
deformación dadas anteriormente, para ello veamos el esquema mostrado en la
Figura 3.55, en donde tenemos en el lado izquierdo un cuerpo bajo la acción de
algunas fuerzas externas y también con algunas restricciones al desplazamiento.
En esa figura tenemos un pequeño elemento diferencial de forma rectangular.

~F1 ~F2

x

y

Cuadrado diferencial

P Q

RS

dx

dy P ′ Q′

R′S′

Figura 3.55: Deformación y campo de desplazamientos problema bidimensional.

La forma inicial del cuerpo se dibuja con ĺıneas llenas, en tanto una vez que el
cuerpo se deforma se dibuja con ĺıneas segmentadas, y lo mismo ocurre con el
cuadrado diferencial.

En el lado derecho de la Figura 3.55 tenemos un esquema ampliado del
mismo elemento diferencial. Debido a que el elemento se asume muy pequeño y
que se asume además que las deformaciones son pequeñas, las caras del cuadrado
pueden sufrir acortamiento, alargamiento, cambio de ángulo, pero permanecen
más menos rectas tal como se muestra en la figura.
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Se define el campo de desplazamiento como el campo vectorial que para cada
punto (x, y) nos indica cuanto se mueve dicho punto al deformarse y moverse
el cuerpo producto de las fuerzas externas. Denotaremos al campo de desplaza-
mientos como ~w y en un problema bidimensional tenemos

~w(x, y) = u(x, y)̂ı + v(x, y)̂, (3.42)

en donde vemos que u(x, y) y v(x, y) seŕıan las componentes horizontales y
verticales del desplazamiento.

En la Figura 3.56 mostramos ahora al cuadrado diferencial en su situación
inicial PQRS y final P ′Q′R′S′ con deformaciones relativamente grandes para
facilitar la conprención de las siguientes expresiones. Usando la definición del
campo de desplazamiento anterior y usando aproximaciones con series de Taylor
al primer término para los desplazamientos para los puntos Q y S tenemos las
aproximaciones mostradas en esta figura.

P

S R

Q

dx

dy

u

v

u + ∂u
∂xdx

v + ∂v
∂xdx

φ1

φ2

∂v
∂xdx

P ′

S′

Q′

R′

v + ∂v
∂y dy ∂v

∂ydy + dy

u + ∂u
∂y dy

∂u
∂y dy

∂u
∂xdx + dx

Figura 3.56: Significado del tensor de deformación en el caso infinitesimal plano.

Podemos apreciar que de PQRS a P ′Q′R′S′ el cubo podŕıa sufrir cambios
en sus longitudes y también en los ángulos interiores, que originalmente eran de
90◦ y que ahora podŕıan ser otros ángulos mayores o menores a 90◦. Como el
cuadrado diferencial es por definición muy pequeño, y como asumimos que los
segementos rectos, como por ejemplo, PQ, PS, etc. permanecen aproximada-
mente rectos al deformarse el cuadrado, con las aproximaciones y observaciones
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anteriores ahora procedemos a definir algunos ‘tipos’ de deformaciones para este
problema bidimensional. La ‘deformación longitudinal’ la vamos a definir de nue-
vo simplemente como el cambio del largo de cada lado del cuadrado partido por
su largo inicial, asi que tenemos

deformación longitudinal dirección x =
Cambio largo PQ

Largo inicial PQ
, (3.43)

y como de la Figura 3.56 tenemos que

Largo inicial PQ = dx, (3.44)

Largo final PQ =

√(
dx +

∂u

∂x
dx

)2

+

(
∂v

∂x
dx

)2

, (3.45)

luego

deformación longitudinal dirección x =

√(
dx + ∂u

∂xdx
)2

+
(

∂v
∂xdx

)2 − dx

dx
,

=

√(
1 +

∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

− 1,

=

√

1 + 2
∂u

∂x
+

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

− 1. (3.46)

La condición |∇~w| ≪ 1 implica que las deformaciones son pequeñas, luego si

esto es cierto se tiene que
∣∣∂u

∂x

∣∣,
∣∣∣∂v
∂y

∣∣∣ también son pequeños y lo términos
(

∂u
∂x

)2

y
(

∂v
∂x

)2
se desprecian respecto a 1 + 2∂u

∂x por lo que en (3.46) tenemos que

deformación longitudinal dirección x ≈
√

1 + 2
∂u

∂x
. (3.47)

Pero para (1 + a)m si a es pequeño respecto a 1, por medio de una serie de
Taylor tenemos la aproximación (1+a)m ≈ 1+ma, luego usando este resultado

en (3.47) se llega a
√

1 + 2∂u1

∂x1
≈ 1 + ∂u1

∂x1
, por lo que

deformación longitudinal dirección x = εxx ≈ ∂u

∂x
. (3.48)

El mismo procedimiento se puede repetir para la cara PS y se llegaŕıa a

deformación longitudinal dirección y = εyy =
Cambio largo PS

Largo inicial PS
≈ ∂v

∂y
. (3.49)

La deformación en corte se asocia a cambios en el ángulo que sufriŕıa, por
ejemplo, un bloque por efecto de la aplicación de un esfuerzo de corte en su
cara superior. Vamos a usar esa misma definición aqúı, respecto al ángulo que
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usaremos la pregunta a partir de la Figura 3.56 es: ¿Cual ángulo deberiamos
usar, φ1, φ2 u otro diferente que se pueda definir? Trabajaremos con el promedio
de modo que definimos

deformación en corte =
1

2
(φ1 + φ2). (3.50)

Como se ha asumido que las deformaciones son pequeñas, entonces φ1 y φ2

(medidos en radianes) también son pequeños y la siguiente aproximación es
válida

φ1 ≈ tan(φ1), φ2 ≈ tan(φ2),

luego

deformación en corte ≈ 1

2
[tan(φ1) + tan(φ2)]. (3.51)

Pero de la Figura 3.56 tenemos que

tan φ1 =
∂v
∂xdx

dx + ∂u
∂xdx

=
∂v
∂x

1 + ∂u
∂x

,

pero como ∂u
∂x ≪ 1 se llega a

tan(φ1) ≈
∂v

∂x
, (3.52)

y de manera similar se puede demostrar que

tan(φ2) ≈
∂u

∂y
, (3.53)

por lo que usando (3.52) y (3.53) en (3.51) tenemos que

deformación en corte = εxy ≈ 1

2

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
. (3.54)

En resumen

εxx =
∂u

∂x
, εyy =

∂v

∂y
, εxy =

1

2

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
. (3.55)

Se puede definir el tensor (simétrico) de deformación (2D) ε
˜

como

ε
˜

=

(
εxx εxy

εxy εyy

)
. (3.56)

3.5. Relación esfuerzos-deformaciones. Compor-

tamiento mecánico del material

Todos los conceptos vistos en las secciones anteriores son aplicables a cualquier
tipo de material sólido siempre y cuando las deformaciones (y desplazamientos)
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sean pequeñas(os). No ha habido distinción entre el comportamiento de, por
ejemplo, un cuerpo hecho de acero o cobre. Sin embargo, se sabe de obser-
vaciones experimentales que dos cuerpos de la misma forma inicial, bajo las
mismas cargas externas y restricciones a los desplazamientos, pero hechos de
dos materiales distintos, se van a comportar de una forma diferente. Este hecho
fundamental lo incorporaremos a nuestros modelos en esta sección.

3.5.1. Módulo de elasticidad y coeficiente de Poisson. En-

sayo uniaxial

Partamos con un problema simple como el que se muestra en el esquema de
la Figura 3.57, en donde tenemos un cilindro sometido a una fuerza axial F ,
que sufrirá, debido a esta fuerza, una deformación longitudinal. El largo inicial

L

F

Fz

D

Figura 3.57: Esquema de ensayo uniaxial de tracción.

es L, y el cambio en dicho largo se mide con el esquema de instrumento en el
lado derecho de la barra.

El diámetro inicial del cilindro se asume que es D, y se sabe que muchos
materiales al ser deformados intentan mantener su volumen, de modo que si L
crece D probablemente disminuya. Podemos tener por tanto también un instru-
mento (como se muestra esquemáticamente en el lado izquierdo del cilindro)
que mida el cambio en el diámetro.

Sea A el área de la sección transversal, por el principio de Saint Venant lejos
del punto de apliación de F tenemos

σ =
F

A
. (3.57)

Si el cambio de largo del cilindro ∆L es pequeño

ε =
∆L

L
, (3.58)
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con L como largo inicial.
Respecto a (3.57) la pregunta es: ¿Cual diámetro debeŕıamos usar para cal-

cular A, el inicial o el final? Si el volumen intenta preservarse entonces si L ր
se tiene que D ց, luego el área inicial Aini será en general mayor que el área
final o ‘real’ Areal, de modo que tendŕıamos dos definiciones alternativas para
el esfuerzo de (3.57).

Se define el esfuerzo ‘real’ σreal y el esfuerzo de ingenieŕıa σing como

σreal =
F

Areal
, σing =

F

Aing
, (3.59)

donde Areal =
πD2

final

4 y Aing =
πD2

inicial

4 . Si las deformaciones son pequeñas, no
hay mucha diferencia entre estas dos definiciones, y como es más fácil trabajar
con el área inicial; en geneal se usa el esfuerzo de ingenieŕıa.

En la Figura 3.58 tenemos un esquema de un gráfico experimental t́ıpico que
se obtendŕıa a partir del experimento del esquema mostrado en la Figura 3.57,
para, por ejemplo, un material dúctil tal como una cero con bajo contenido de
carbono.

Las caracteŕısticas de la curva las detallamos en la siguiente lista:

El gráfico se hace con el esfuerzo de ingenieŕıa σing para σ.

En general de distinguen dos zonas de comportamiento, elástico y plástico.
En la zona de comportamiento elástico cualquier deformación ‘no es per-
manente’ en el sentido de que si se retiran las fuerzas externas, el cuerpo
recobra su forma inicial11.

En la zona de comportamiento elástico la relación entre los esfuerzos y
las deformaciones es aproximadamente lineal para muchos materiales. La
pendiente de la recta en esta zona se llama ‘módulo de elasticidad’ y se
denota como E. En esta zona tenemos la ley de Hooke

σ = Eε. (3.60)

Este pendiente dependerá del tipo de material.

El ĺımite entre la zona de comportamiento elástico y la zona de compor-
tamiento plástico ocurre a un nivel espećıfico de esfuerzo llamado esfuerzos
de fluencia (yielding), que es distinto para cada material. Lo denotarémos
como σy y en ocasiones también como σo.

Si se pasa el ĺımite elástico, como lo muestra, por ejemplo, la punta de
flecha azul, y se retira la carga externa, nos devolvemos por la ĺınea pun-
teada, en donde la pendiente es aproximadamente similar a E. En esta
zona (la ĺınea punteada) tenemos comportamiento elástico. El ĺımite de

11Esta no es la definición más precisa de un material elástico. Una definición más general es
la que indica que un material elástico es aquel que ‘no disipa enerǵıa de forma interna cuando
se deforma’.
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ε

σ

Rotura

σy

Ĺımite de
fluencia

Pendiente E

Elástico Plástico

Deformación plástica permanente

Figura 3.58: Esquema mostrando un resultado t́ıpico para un ensayo unixial de
tracción.

fluencia aumenta (endurecimiento por deformación), y si σ = 0 tenemos
ε 6= 0, es decir hay deformación residual (deformación plástica residual o
permanente).

Si se aumenta mucho el nivel de esfuerzo el material eventualmente se
rompe.

A continuación algunas observaciones adicionales respecto al gráfico mostra-
do en la Figura 3.58. Para la zona de comportamiento plástico, si solo hay
fuerzas crecientes, es decir fuerzas cuya mangitud aumenta en el tiempo, hay
varios modelos simplificados para el comportamiento. En la Figura 3.59 tenemos
algunos ejemplos de modelos para el comportamiento en la zona plástica (que
en general es nolineal):

El modelo más simple es conocido como el ‘módulo tangente’, en donde
en el punto σy, se toma una ĺınea tangente a la curva de la zona plástica,
y si la pendiente de dicha ĺınea es Ep, se tiene entonces σ = σy + Epεp,
donde εp seŕıa la parte plástica de la deformación total.
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ε

σ

Módulo tangente

σy

Ĺımite de
fluencia

Potencia

Elástico Plástico

Poli-ĺınea

Curva original

Figura 3.59: Esquema de ensayo unixial de tracción. Comportamiento plástico.

Un modelo más preciso y usado con frecuencia en modelación numérica
de deformación plástica es el de la ‘poli-ĺınea’, en donde la curva esfuerzo-
deformación se divide en un número finito de ĺıneas, en donde en cada una
de ellas tenemos una pendiente conocida. Aśı el comportamiento para cada
tramo seŕıa simplemente la pendiente multiplicada por la deformación
plástica del tramo más el esfuerzo al inicio del tramo.

El modelo más preciso es conocido como el de la ‘potencia’, en donde la
curva se aproxima como cεn

p , en donde c, n son constantes. En este caso
σ = σy + cεn

p .

No todos lo materiales muestran un comportamiento lineal en la zona elásti-
ca, un ejemplo común corresponde al caucho. Para un cilindro de caucho someti-
do a un esfuerzo axial, la curva esfuerzo-deformación normalmente es de la forma
como se muestra en la Figura 3.60. En un rango amplio el caucho se comporta
de forma aproximadamente elástica, sin embargo no hay, en general, una zona
en donde el esfuerzo se pueda obtener como una constante por la deformación.
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ε

σ

Figura 3.60: Esquema de ensayo unixial de tracción para material no-lineal
elástico.

Es necesario hacer notar eso si que el caucho puede presentar grandes deforma-
ciones del order del 200 % o mayor.

Hay muchos materiales que al ser deformados mantienen de forma aprox-
imada el volumen cuando se deforman. A esta propiedad se le conoce como
‘incompresibilidad’. Ahora bien, si un cilindro es sometido a una deformación
longitudinal, como se muestra en el esquema de la Figura 3.61, se producirá tam-
bién una deformación lateral inducida por la longitudinal. Si εlongitudinal es la
deformación longitudinal y εlateral es la deformación lateral, uno de los modelos
más simples que podŕıamos proponer seŕıa

εlateral = −νεlongitudinal, (3.61)

donde ν > 0 es una constate conocida como ‘módulo de Poisson’. Su valor usual
fluctúa entre 0,2 a 0,3, y en algunos casos puede ser cercano (pero no igual) a
0,5.

Deformación lateral

Deformación longitudinal (axial)

Figura 3.61: Relación entre las deformaciones longitudinales y las laterales para
un cilindro.

Respecto al instante de rotura mostrado en la Figura 3.58, lo usual que ocurre
con los cilindros cerca de ese momento es que se forme una alta deformación
localizada normalmente en el centro del cilindro, tal como se muestra en la
Figura 3.62.
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Figura 3.62: Esquema de una barra rota debido a una carga axial alta.

3.5.2. Ecuaciones constitutivas. Caso general lineal elásti-

co

Es relativamente fácil realizar el experimento mostrado en la Figura 3.57.
De la sección anterior tenemos en particular el modelo σ = Eε. Sin embargo la
pregunta es que como podemos usar esa información para proponer relaciones
entre los esfuerzos y las deformaciones para casos generales en donde tenemos
cuerpo bi y tridimensionales.

Si T
˜

y ε
˜

son los tensores de esfuerzos y deformación (considerando por el
momento grandes deformaciones), respectivamente, una de las relaciones con-
stitutivas más generales que se podŕıa proponer podŕıa tener la forma

g
˜
(T
˜
, ε
˜
) = 0

˜
,

en donde g
˜

seŕıa alguna relación tensorial en general nolineal.

Un caso particular de la relación anterior seŕıa una ecuación constitutiva de
la forma

ε
˜

= f
˜
(T
˜
),

es decir las deformaciones seŕıan funciones en general nolineales de los esfuerzos.
Un caso particular del modelo anterior, que es el que estudiaremos en este

curso, es asumir que la función en realidad es aproximadamente lineal (para el
caso ahora de pequeñas deformaciones), es decir las componentes del tensor de
deformaciones se obtendŕıan como12

εij =
3∑

k=1

3∑

l=1

Dijklτkl,

de donde si existe la inversa tenemos

τij =

3∑

k=1

3∑

l=1

Cijklεkl, (3.62)

12En estas expresiones los ı́ndices van de 1 a 3, donde 1 seŕıa x, 2 seŕıa y, 3 seŕıa finalmente
z.
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donde Dijkl y Cijkl son constantes del material.
Es el modelo (3.62) el que considerarémos aqúı, pero partiremos usando lo

que conocemos del caso del ensayo uniaxial en el cilindro; para ello necesitamos
discutir algunos conceptos en la siguiente lista:

Un material para el cual la ecuación constitutiva es de la forma (3.62) es
conocido como un material lineal.

Un material homogéneo es aquel en el que las propiedades mecánicas no
dependen de la posición en el cuerpo, o sea en el caso de un material
inhomogéneo13 tendŕıamos, por ejemplo, Cijkl = Cijkl(x, y, z).

Un material es anisotrópico, si para un cuerpo dado, al cambiar la ori-
entación de las fuerzas externas, el comportamiento mecánico del material
es diferente. Un caso especial de material anistrópico es el conocido como
material ‘transverso-isotrópico’. Considerémos el esquema mostrado en la
Figura 3.63 en donde tenemos una placa de madera sometida a dos tipos
de fuerzas, en la dirección de las fibras de la madera y en una dirección
normal a las fibras.

Figura 3.63: Esquema de una plancha de madera mostrando la caracteŕıstica de
un material transverso-isotrópico.

Es bien sabido que el comportamiento mecánico de una plancha de madera
no es el mismo si se aplica una fuerza en la dirección de la fibra, pues en
ese caso el material es capaz de ‘resistir’ mayores cargas antes de ‘fallar’.
Aqúı tenemos pues un ejemplo clásico en donde el comportamiento es
distinto en relación a la orientación de las fuerzas externas aplicadas.

Un material es llamado isotrópico si su comportamiento mecánico es el
mismo independiente de la dirección de las fuerzas externas, un caso t́ıpico
es el acero normalizado.

En este texto considerarémos solo materiales homogeneos, lineales e isotrópi-
cos. De (3.60) y (3.61) se teńıa

σ = Eε, εlateral = −νεlongitudinal.

13Todos los materiales reales son inhomogéneos, pero como es dif́ıcil hacer experimentos con
cilindros extráıdos en distintas partes de un cuerpo, en general, como manera de simplificar
los estudios, se asume que los materiales son homogéneous, y es este el supuesto que usaremos
de ahora en adelante en este texto.
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Tomemos, por ejemplo, la deformación longitudinal en la dirección x; en esta
dirección tendŕıamos deformación debido directamente a τxx usando (3.60), y de
manera indirecta causada por τyy y τzz a través de (3.61). Luego, si calculamos
cada una de estas deformaciones longitudinales en x por separado tendŕıamos

ε′xx =
τxx

E
, ε′′xx = −νεyy = −ν

τyy

E
, ε′′′xx = −νεyy = −ν

τzz

E
. (3.63)

Si asumimos que los esfuerzos de corte no afectan o causan deformaciones longi-
tudinales, y si asumimos que la deformación ‘total’ longitudinal en la dirección
x es la suma14 de las deformaciones (3.63), tenemos

εxx = ε′xx + ε′′xx + ε′′′xx =
1

E
[τxx − ν(τzz + τyy)], (3.64)

e igualmente en las direcciones y, z

εyy =
1

E
[τyy − ν(τxx + τzz)], (3.65)

εzz =
1

E
[τzz − ν(τxx + τyy)]. (3.66)

¿Que tipo de relación se puede proponer entre los esfuerzos de corte y las
deformaciones? En el caso lineal considerando pequeñas deformaciones el sigu-
iente experimento puede servir para responder a esta pregunta. En la Figura
3.64 tenemos un esquema de experimento usado para explorar las relaciones
para los esfuerzos de corte. En la Figura tenemos un tubo ciĺındrico sometido a

Elemento diferencial

Figura 3.64: Tubo bajo la acción de un momento angular.

torsión, se demostrará en el Caṕıtulo 4 que en un problema de esta naturaleza,
para un elemento diferencial como el mostrado en la figura, los tipos de esfuer-
zos más importantes que se generan son los de corte, tal como se muestra en la
misma figura en la vista ampliada del elemento en la parte inferior.

14Si las deformaciones son pequeñas, es posible aplicar el principio (en realidad aprox-
imación) llamada de superposición, en donde la deformación total en una dirección seŕıa
simplemente la suma de las deformaciones debido a distintas causas en esa dirección.
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El ‘ángulo total’ de torsión ϑ se define como (ver Figura 3.54) ϑ = 2γ. En
el caso tridimensional se define

ϑxy = 2εxy, ϑxz = 2εxz, ϑyz = 2εyz. (3.67)

Para el experimento mostrado en la Figura 3.64 se ha obtenido la siguiente
relación lineal entre el esfuerzo de corte τ y la deformación de corte ϑ

ϑ =
1

G
τ, (3.68)

donde G es una constante que depende de cada material y es llamada módulo
de cizalladura o de corte.

Si no hay interacción entre los distintos esfuerzos de corte y los esfuerzos
axiales, se asume entonces

ϑxy =
τxy

G
, ϑxz =

τxz

G
, ϑyz =

τyz

G
, (3.69)

y de (3.67) tenemos

εxy =
τxy

2G
, εxz =

τxz

2G
, εyz =

τyz

2G
. (3.70)

Hasta el momento tenemos tres constantes E, ν y G, sin embargo estas
constantes no son independientes, en la Sección 3.5.3 se obtiene la relación

G =
E

2(1 + ν)
. (3.71)

De (3.64)-(3.66) y (3.70) como resumen tenemos

εxx =
1

E
[τxx − ν(τzz + τyy)], (3.72)

εyy =
1

E
[τyy − ν(τxx + τzz)], (3.73)

εzz =
1

E
[τzz − ν(τxx + τyy)], (3.74)

εxy =
τxy

2G
, (3.75)

εxz =
τxz

2G
, (3.76)

εyz =
τyz

2G
. (3.77)

Si se usa (3.71) y se obtiene la inversa de (3.72)-(3.77) se llega a

τxx =
E

(1 + ν)(1 − 2ν)
[(1 − ν)εxx + ν(εyy + εzz)], (3.78)

τyy =
E

(1 + ν)(1 − 2ν)
[(1 − ν)εyy + ν(εxx + εzz)], (3.79)

τzz =
E

(1 + ν)(1 − 2ν)
[(1 − ν)εzz + ν(εxx + εyy)], (3.80)

τxy = 2Gεxy, τyz = 2Gεyz, τxz = 2Gεxz. (3.81)

De las relaciones anteriores podemos ver porqué ν debe ser tal que ν 6= 0,5.
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3.5.3. Relación entre el módulo de corte y el módulo de

elasticidad y coeficiente de Poisson

En esta sección demostraremos la relación (3.71). Para ello considérese la
Figura 3.65 en donde originalmente tenemos una placa plana sometida en sus
caras derecha e izquierda a un esfuerzo uniforme de compresión σy = −σ, y en
sus caras superior e inferior a un esfuerzo de tracción uniforme σz = σ. Asúmase

τ τ

ττ

A

B

O45◦ y

z

σy

σz

Figura 3.65: Placa con carga biaxial.

que hay un cuadrado diferencial en el centro de la placa, que está rotado en
45◦ respecto al eje y. En un problema de esta naturaleza, para este cuadrado
diferencial con esa orientación, en la Sección 9.2 se puede demostrar que el único
tipo de esfuerzo que el cuadrado siente en sus caras son esfuerzos de corte τ , tal
como se puede ver en la misma Figura 3.65.

Debido a estos esfuerzos de corte τ , es posible apreciar que el tipo de defor-
mación que el elemento sufriŕıa es como se muestra en la Figura 3.66. En esta
figura tenemos el cuadrado en su forma inicial con ĺıneas llenas y en su forma
final con ĺıneas segmentadas. Como solo hay esfuezos de corte solo se produce
deformación de corte ϑ = 2εyz en el cuadrado, y se puede demostrar que

α =
π

4
+

ϑ

2
. (3.82)

Pero
OB

OA
= tan

(
π

4
+

ϑ

2

)
. (3.83)
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l

A

B

O
α

Figura 3.66: Elemento diferencial en una placa con carga biaxial.

Si se analiza la figura original, en las direcciones y, z habŕıa deformación lon-
gitudinal por contracción y alargamiento respectivamente. Si l es la longitud
diagonal en las direcciones y, z, por la definición de deformación longitudinal
(3.39) se tiene

OB = l + lεzz, OA = l + lεyy, (3.84)

luego usando (3.84) en (3.83), usando también la formula para la tangente de
la suma de dos ángulos, asumiendo que ϑ es pequeño, de modo que tanϑ ≈ ϑ,
se llega a

1 + εzz

1 + εyy
=

tan
(

π
4

)
+ tan

(
ϑ
2

)

1 − tan
(

π
4

)
tan

(
ϑ
2

) ≈ 1 + ϑ
2

1 − ϑ
2

. (3.85)

De (3.73), (3.74) teńıamos que

εzz =
σz

E
− νσy

E
=

(1 + ν)σ

E
, εyy =

σy

E
− νσz

E
= − (1 + ν)σ

E
. (3.86)

De la Sección 9.2 se puede demostrar para este problema que

τ =
1

2
(σz − σy) = σ. (3.87)

Usando (3.87) y (3.86) en (3.85) se tiene

1 + (1+ν)
E τ

1 − (1−ν)
E τ

=
1 + ϑ

2

1 − ϑ
2

,

de donde después de algunas manipulaciones se llega a 2(1+ν)
E τ = ϑ, o sea

τ =
E

2(1 + ν)
ϑ. (3.88)

Comparando con (3.68) se llega a la relación (3.71)

G =
E

2(1 + ν)
.
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3.6. Modelos simplificados en elasticidad

En muchos problemas puede resultar más practico hacer algunas simplifica-
ciones respecto a las deformaciones que sufren los cuerpos, de modo de poder
trabajar con modelos bidimensionales en lugar del problema completo en tres
dimensiones. En las siguientes secciones veremos tres casos importantes.

3.6.1. Esfuerzo plano

Asumamos que en un problema solo hay fuerzas y esfuerzos en el plano x−y
y no hay ninguna componente en z. De manera adicional se asume que el cuerpo
donde se están aplicando las fuerzas es plano (está en el plano x − y) y muy
delgado (en la dirección z), como consecuencia la deformación lateral (en z) seŕıa
despreciable. El elemento diferencial de la Figura 3.67 nos muestra el estado de
esfuerzos bajo este supuesto.

x

y

z
τxx

τxy

τxy

τyy

Figura 3.67: Elemento diferencial para análisis de esfuerzo plano.

Con la serie de supuestos anteriores se tiene que

τzz = τxz = τyz = 0, (3.89)

y de (3.72)-(3.74) tenemos que

εxx =
1

E
(τxx − ντyy), (3.90)

εyy =
1

E
(τyy − ντxx), (3.91)

εzz = − ν

E
(τxx + τyy), (3.92)

y calculando la inversa del sistema anterior tenemos

τxx =
E

1 − ν2
(εxx + νεyy), (3.93)

τyy =
E

1 − ν2
(εyy + νεxx), (3.94)

τxy = 2Gεxy. (3.95)

La deformación (alargamiento o acortamiento) en la dirección z es despre-
ciable pero se puede calcular de (3.74) y nos da (3.92). Por otra parte εxz = 0
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y εyz = 0 se cumple siempre, o sea cuando el cuerpo se deforma se mantiene
plano.

3.6.2. Deformación plana

Para introducir el siguiente modelo bidimensional es necesario considerar
primero la Figura 3.68, en donde tenemos, por ejemplo, una representación
esquemática de un muro de una presa. Se asume que la forma del estanque en el

x

y

z

Fi

Fj

Fn

‘Sección’

Figura 3.68: Ejemplo de cuerpo para análisis de deformación plana.

plano x−y es la misma (o se repite) en la dirección del eje z. En la dirección del
eje z se asume que este muro es muy largo. En cada plano x− y en la dirección
del eje z el muro está bajo el efecto del mismo sistema de fuerzas externas, o
sea para cualquier sección (en la dirección del eje z) que se extraiga del muro el
sistema de fuerzas es el mismo.

Imaginemos que se extrae del muro una sección o ‘lonja’ como se muestra
con ĺıneas punteadas en la Figura 3.68. Esta sección se muestra en la Figura
3.69.

z

Figura 3.69: Elemento diferencial para análisis de deformación plana.

Como el muro es ‘infinito’ en la dirección del eje z, la sección no se puede
desplazar (expandir o contraer) en la dirección dicho eje, pues el resto del muro a
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ambos lados (como es infinito) se lo impediŕıa, luego se tiene como consecuencia

εzz = 0. (3.96)

Por otra parte, debido a que la forma es la misma en z, y las fuerzas son las
mismas en la dirección del eje z (las fuerzas solo tienen componente en el plano
x − y), se tiene también

εxz = εyz = 0. (3.97)

Si se reemplaza (3.96), (3.97) en (3.78)-(3.81) se tiene

τxx =
E

(1 + ν)(1 − 2ν)
[(1 − ν)εxx + νεyy], (3.98)

τyy =
E

(1 + ν)(1 − 2ν)
[(1 − ν)εyy + νεxx], (3.99)

τzz =
Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)
(εxx + εyy), (3.100)

τxy =
E

2(1 + ν)
εxy, τyz = 0, τxz = 0. (3.101)

De (3.100) podemos apreciar que τzz no es cero, o sea si bien cada sección
es plana εzz = 0, esto no implica necesariamente que el esfuerzo normal en esa
dirección es cero. De hecho puede ocurrir que en algunos problemas este esfuerzo
puede alcanzar valores muy altos.

3.6.3. Simetŕıa axial

Este es uno de los tipos de simetŕıas más útiles en mecánica de sólidos.
Para introducir este tipo de simetŕıa es necesario partir con un ejemplo como
el mostrado en la Figura 3.70, en donde tenemos un esquema de un estanque o
tubeŕıa de sección circular, sometido a una presión interna P . En la figura vemos
un sistema de coordenadas ciĺındricas r, θ, z y un pequeño elemento diferencial
de la pared.

En un problema de esta naturaleza, con este tipo de geometŕıas (u otras
similares se sección circular), con este tipo de fuerzas actuando sobre, en este
caso, el estanque o tubo, es posible ver que el estanque conservaŕıa su forma
circular una vez aplicada las fuerzas. Conservar la forma circular significaŕıa
conservar la ‘simetŕıa axial’, y se habla de simetŕıa axial porque la figura se
obtiene por medio de una revolución de una sección respecto al eje axial z.

En la Figura 3.71 tenemos una vista ampliada del elemento diferencial mostra-
do con ĺıneas punteadas en la Figura 3.70. El cubo diferencial se muestra en su
forma inicial (ĺınea llena) y en una posible situación final (deformada) en ĺınea
segmentada. Podemos ver en la Figura 3.72 una vista superior del cubo diferen-
cial, y podemos apreciar el tipo de deformación que podŕıa sufrir el cubo. Vemos
que solo se produce expanción pero no corte en esta vista superior.

En el cubo diferencial de la Figura 3.71 tenemos las componentes del tensor
de esfuerzos en el sistema ciĺındrico. Debido a los tipos de deformación posible
en un problema de este tipo solo las componentes τθθ, τrr, τzz y τrz son distintos
de cero.

114



r θ

z

P

Figura 3.70: Estanque con presión interna.

dr
dθ

dz
τθθτrr

τzz

τrz

τrz

Figura 3.71: Elemento diferencial para problema con simetŕıa axial.

3.7. Deformaciones térmicas

Un último tipo de deformaciones que estudiaremos en esta sección están
asociadas a cambios de temperatura. Considerémos la Figura 3.73, en donde
tenemos una barra que en un momento dado es sometida a un aumento de
temperatura. Una observación válida para casi todos los materiales nos dice que
ante un aumento de temperatura el volumen del cuerpo aumenta, es decir la
forma final de la barra se mostraŕıa con ĺıneas segmentadas en la misma figura.
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r

θ

Figura 3.72: Elemento diferencial para problema con simetŕıa axial. Vista supe-
rior mostrando las deformaciones admisibles.

L

∆L
2

∆L
2

Figura 3.73: Barra bajo el efecto de un aumento de temperatura.

Una disminución de la temperatura produciŕıa una contracción del cuerpo.
Vamos asumir que si D es el diámetro del cilindro y L es su longitud, entonces

D ≪ L. Uno de los modelos más simples que se podŕıan proponer para este
problema seŕıa un modelo lineal de la forma

εT = α∆T, (3.102)

donde ∆T es el aumento o disminución de la temperatura y α es una constante
llamado el coeficiente de expansión térmica, en tanto que εT es la deformación
térmica (es una deformación longitudinal).

Usando el principio de superposición para las deformaciones, asumiendo que
el cambio de temperatura solo produciŕıa cambio de volumen, o sea solo afectaŕıa
a las deformaciones longitudinales y no a las de corte, de (3.102) en (3.72)-(3.77)
tenemos

εxx =
1

E
[τxx − ν(τzz + τyy)] + α∆T, (3.103)

εyy =
1

E
[τyy − ν(τxx + τzz)] + α∆T, (3.104)

εzz =
1

E
[τzz − ν(τxx + τyy)] + α∆T, (3.105)

εxy =
τxy

2G
, εxz =

τxz

2G
, εyz =

τyz

2G
. (3.106)

donde se ha asumido que el material se deforma térmicamente de la misma
manera en todas las direcciones (material isotrópico). Podemos ver que τij ,
i 6= j no cambian con el efecto de la temperatura.
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En el caso particular de esfuerzo plano τzz = 0 y τxz = τyz = 0, y de
(3.103)-(3.106) tenemos

τxx =
E

1 − ν2
(εxx + νεyy) − Eα

1 − ν
∆T, (3.107)

τyy =
E

1 − ν2
(εyy + νεxx) − Eα

1 − ν
∆T, (3.108)

τxy = 2Gεxy. (3.109)
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3.8. Ejemplos y ejercicios para problemas con

deformaciones y fuerzas axiales

3.8.1. Ejemplos

1. La barra circular de la Figura 3.74 (lado izquierdo) cuelga bajo la acción
de su propio peso. El peso espećıfico es constante para el cuerpo. Si la

L

D

z

z

P

σT

L − z

Figura 3.74: Barra bajo el efecto de su propio peso.

deformación normal en cualquier sección es 1/E veces el esfuerzo normal
en la misma dirección. ¿Que desplazamiento experimenta la barra (punto
A) como consecuencia de la acción del peso? ¿Qué deflexión experimenta
una sección arbitraria z?

Solución: En el lado derecho de la Figura 3.74 tenemos la barra con un
corte imaginario a una distancia arbitraria z desde el origen en la parte
superior.

Ahora calculamos la fuerza interna que se produciŕıa en esa zona de corte.
Si g es la constante de gravedad y ρ es la densidad espećıfica, el peso
espećıfico gρ es constante y el peso de la sección inferior es

P = gρ(L − z)A,

donde A es el área de la sección del cilindro.

Si se asume que el esfuerzo interno (axial de tracción) σ es uniforme,
tenemos

σ = gρ(L − z). (3.110)

De la expresión anterior podemos ver que σ es máximo para z = 0, o sea
el máximo se produce en la conexión con el techo, que es razonable pues
es en donde soporta el mayor peso. El mı́nimo se produciŕıa en z → L.

Si se extrae una sección muy delgada (de largo inicial diferencial dz) a
una distancia z del origen, la sección estaŕıa bajo el efecto de un esfuerzo
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dz

σT

σT

Figura 3.75: Elemento diferencial de la barra bajo el efecto de su propio peso.

uniforme σ dado por (3.110), como resultado un diagrama de cuerpo libre
para la sección seŕıa como el esquema mostrado en la Figura 3.75.

Para la sección delgada la deformación longitudinal seŕıa dε y tenemos

dε =
∆(dz)

dz
. (3.111)

Por otro lado de la ley de Hooke (3.60) tenemos

dε =
σ

E
, (3.112)

luego de (3.111) y (3.112) tenemos

σ

E
dz = ∆(dz).

Integrando se tiene
∫ L

0
σ
E dz =

∫ L

0
∆(dz) = ∆

(∫ L

0
dz
)

= ∆L, y de (3.110)

se tiene ∫ L

0

gρ

E
(L − z)dz = ∆L,

y como resultado se obtiene

∆L =
gρL2

2E
. (3.113)

2. En la Figura 3.76 tenemos dos barras de sección transversal de lado d, que
están sostenidas entre dos pareder ŕıgidas. El cuerpo A tiene un módulo

A BF 2F

aa 2a2a

Figura 3.76: Barra bajo la acción de dos fuerzas.

119



de elasticidad de E, mientras que el cuerpo B es de 2E. Fuerzas F y
2F se aplican en la forma indicada en la figura. ¿Que fuerzas ejercen las
paredes sobre las barras? ¿Qué desplazamiento experimenta la superficie
de separación entre los cuerpos?

Solución: Sean A, B e I las fuerzas se reacción que se generan sobre A ,
B y la interface entre las barras15, en la Figura 3.77 tenemos diagramas
de cuerpo libre de las dos barras por separado. El sentido de estas fuerzas

A B
F 2F

II

A B

Figura 3.77: Barra bajo la acción de dos fuerzas. Diagramas de cuerpo libre.

todav́ıa no se conoce, pero los resultados del problema nos indicará si están
o no correctos.

El cuerpo A debe estar en equilibrio de modo que

A + F = I, (3.114)

y lo mismo sucede con el cuerpo B de donde se tiene que

I = 2F − B. (3.115)

Vamos ahora a realizar algunos cortes imaginarios sobre las barras. En el
caso de A se hace un corte (por la izquierda) un poco antes del punto de
aplicación de F , y un corte un poco después del punto de aplicación de F ,
como resultado el cuerpo A se divide en dos cuerpos que llamamos 1 y 2,
tal como aparecen en el lado izquierdo de la Figura 3.78. Como la parte 1

AA B B

F 2F

II II

A
B

1 2 3 4

Figura 3.78: Diagramas de cuerpo libre.

tiene el corte antes de F , de la Figura 3.77 tenemos que este cuerpo solo

15Para simplificar el problema estas fuerzas de interacción se asumen puntuales.
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está sometido a la fuerza A de compresión. Respecto al cuerpo 2 como el
corte se hizo un poco después de F , de la Figura 3.77 este cuerpo estaŕıa
sometido solo a una fuerza de compresión I.

También hacemos cortes imaginarios en el cuerpo B, en particular con-
sideramos un corte un poco antes (por el lado izquierdo) del punto de
aplicación de 2F y otro corte un poco después del punto de aplicación de
2F , como consecuencia el cuerpo B es divido en dos cuerpos llamados 3 y
4 como se puede apreciar en el lado derecho de la Figura 3.78. El cuerpo
3 estaŕıa solo sometido a una fuerza de compresión I (ver la Figura 3.77)
y el cuerpo 4 a una fuerza de tracción B.

De (3.114) y (3.115) tenemos

A = I − F, B = 2F − I. (3.116)

De (3.116) vemos que no tenemos suficientes ecuaciones para encontrar
las reacciones A, B, I, hace falta una ecuación adicional, la que se puede
obtener de la siguiente observación:

El largo o distancia total entre las paredes se mantiene constante pues las
paredes son ŕıgidas.

La consecuencia de esta observación es que la suma de todos los alargamien-
tos debe ser igual a la suma de todos los acortamientos, en este problema
las longitudes de 1 y 2 son a y de 3 y 4 son 2a (ver Figura 3.76) y si ∆l1,
∆l2, ∆l3 y ∆l4 son los cambios en las longitudes de 1, 2, 3 y 4, como 1, 2
y 3 están en compresión y 4 en tracción, tendŕıamos

∆l4 = ∆l1 + ∆l2 + ∆l3. (3.117)

Calculemos ahora los cambios en las longitudes ∆li, i = 1, 2, 3, 4, para ello
para cada sección i de la Figura 3.78 vamos a asumir que se aplica de
forma aproximada el principio de Saint Venant, luego de la ley de Hooke
(3.60) para 1 tenemos

ε1 =
∆l1
a

≈ σ1

E
=

A

d2

1

E
,

donde se ha usado el hecho que el área de la sección transversal es d2. De
la ecuación anterior tenemos

∆l1 =
Aa

d2E
, (3.118)

y siguiendo un procedimiento similar para 2, 3 y 4 tenemos también

∆l2 =
Ia

d2E
, ∆l3 =

I2a

d22E
, ∆l4 =

B2a

d22E
. (3.119)

Reemplazando (3.118), (3.119) en (3.117) después de algunas simplifica-
ciones se llega a

A + 2I = B, (3.120)
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que es la ecuación extra (que se obtuvo con el uso de la relación esfuerzo-
deformación) que necesitabamos para solucionar de forma completa el
problema. Reemplazando (3.120) en (3.116) se llega a una ecuación para
I de donde tenemos

I =
3

4
F, (3.121)

por lo que se tiene

A = −F

4
, B =

5

4
F. (3.122)

Vemos que A seŕıa negativo lo que contradice el sentido que se le hab́ıa
dado a esa fuerza en los diagramas de cuerpo libre de la Figura 3.77, de
modo que debemos solucionar todo de nuevo pero ahora vamos a asumir
que A tiene el sentido contrario al que aparece en la Figura 3.77. La única
implicancia de esto si se observa bien es que 1 se alargaŕıa en vez de
acortarse y todos los cálculos para ∆li se mantiene, también la ecuación
(3.116)1 se debe cambiar, en ese caso tendŕıamos

A = F − I, (3.123)

en tanto que la ecuación (3.116)2 se mantendŕıa.

Como ahora 1 y 4 se alargan y 2, 3 se acortan, tenemos la condición

∆l4 + ∆l1 = ∆l2 + ∆l3, (3.124)

que usando (3.118) y (3.119) nos da la condición

B + A = 2I, (3.125)

y con el uso de esta ecuación y (3.123) y (3.116)2 se llega a

I =
3

4
F, A =

F

4
, B =

5

4
F, (3.126)

y como ahora son positivos hemos solucionado la primera parte del prob-
lema.

Para ver el movimiento de la interface podemos analizar el alargamiento
o acortamiento del cuerpo A . De los resultados anteriores, en particular
con ∆l1 (alargamiento) y ∆l2 (acortamiento) tenemos que su movimiento
seŕıa

∆l1 − ∆l2 =
Fa

4d2E
− 5Fa

8d2E
= − 3aF

8d2E
, (3.127)

de donde tenemos que la interface se moveŕıa hacia la izquierda en 3aF
8d2E .

3. La viga ŕıgida AB de la Figura 3.79 está soportada por una barra de
acero y otra de aluminio. Una carga P se aplica en A haciendo que AB
se deflecte hacia abajo. A continuación el tornillo en B se ajusta de tal
forma que la viga quede de nuevo horizontal. ¿Qué tanto debe descender
el tornillo desde su posición inicial para lograrlo?
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P

Tornillo
Barra de acero

Barra de aluminio

A = 1pulg2

L = 3pie

E = 30 ∗ 106 lb
pulg2

A = 2pulg2

L = 5pie

E = 12 ∗ 106 lb
pulg2

Figura 3.79: Tres barras unidas a viga ŕıgida.

Datos: P = 15000lbf, a = 5pie, b = 5pie, c = 8pie (1 pie=12 pulgadas)

Solución: Vamos a sumir que hay pequeñas deformaciones, que el tornillo
es ŕıgido y por tanto al aplicar la fuerza P la viga AB rotaŕıa ŕıgidamente
respecto al punto B.

En la Figura 3.80 tenemos un diagrama de cuerpo libre de la viga AB
en donde podemos ver la fuerza P , la fuerza de interacción con la barra
de acero Fac y la fuerza de interacción con la barra de aluminio Fal.
No se ha inclúıdo la fuerza de racción en B (que en general tendŕıa dos
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a b c
P

A B
∆φ

Fac
Fal

Figura 3.80: Tres barras unidas a viga ŕıgida. Diagrama de cuerpo libre.

componentes) pues no es necesaria para el siguiente balance.

Si se hace balance de momentos respecto al punto B, es decir
∑

B Mz = 0
y si ∆φ es pequeño tendŕıamos

(a + b + c)P − (b + c)Fac − cFal = 0. (3.128)

Si la barra AB rota ŕıgidamente respecto al punto B, de la Figura 3.80
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podemos ver que podemos definir un ángulo de ‘rotación’ que denom-
inaremos ∆φ. De la conocida relación para un arco arco = angulo ∗ radio
podemos calcular los alargamientos de las barras de acero ∆lac y aluminio
∆lal como

∆lac = (b + c)∆φ, ∆lal = c∆φ. (3.129)

Si lac, εac, Aac y Eac son la longitud, la deformación longitudinal, el área
de la sección transversal y el módulo de elasticidad de la barra de acero, y
si lal, εal, Aal y Eal las respectivas cantidades para la barra de aluminio,
de la ley de Hooke (3.60) tenemos εac = Fac

Aac

1
Eac

y εal = Fal

Aal

1
Eal

. Como

εac = ∆lac

lac
y εal = ∆lal

lal
, finalmente esto nos da las relaciones

∆lac

lac
=

Fac

Aac

1

Eac
,

∆lal

lal
=

Fal

Aal

1

Eal
,

y con el uso de (3.129) se llega a

Fac =
(b + c)∆φAacEac

lac
, Fal =

c∆φAalEal

lal
. (3.130)

Reemplazando (3.130) en (3.128) se obtiene la ecuación

(a + b + c)P =
(b + c)2∆φAacEac

lac
+

c2∆φAalEal

lal
, (3.131)

que es la ecuación que nos permitiŕıa encontrar, por ejemplo, ∆φ. Para
los datos de este problema de la ecuación anterior se llega a

∆φ = 1,352 ∗ 10−4rad. (3.132)

Respecto a cuanto debeŕıa descender el tornillo en B, por la forma simpli-
ficada en que hemos resuelto el problema es fácil ver que dicha distancia
seŕıa el desplazamiento vertical en A, que es simplemente (a + b + c)∆φ,
que en este problema nos da 0,0292pulgadas.
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3.8.2. Ejercicios

1. Una placa de espesor constante e está empotrada en sus dos extremos a
paredes ŕıgidas y está sometida a una fuerza puntual P como la muestra la
Figura 3.81. Determine las reacciones causadas en las paredes. El modulo
de elasticidad del material de la barra es E.

A a

L/2L/2

P

Figura 3.81: Placa en tracción.

2. La barra ŕıgida ABCD de peso W de la Figura 3.82 está suspendida por
tres alambres de acero de módulo de elasticidad E. Cada alambre tiene
un diámetro d. Determine los esfuerzos producidos en cada uno de los
alambres.

A B C D

P W

bb 2b

L
Alambre

Alambre

Barra ŕıgida

Figura 3.82: Barra sostenida por tres alambres.

Datos: W = 10000N, P = 5000N, d = 0,5cm, L = 1m, b = 50cm, E =
190GPa

3. Las barras BC, BD, BG y BH de la Figura 3.83 están unidas por un
pasador en B y sometidas a una fuerza F = 20kN. Determine el desplaza-
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miento en B. Determine la máxima fuerza F que se puede aplicar para
que ninguna de las barras alcanze el esfuerzo de fluencia trabajando con
un factor de seguridad FS = 1,5. Asuma que la barra BH no muestra
pandeo.

G

B

C

D

H

F

L1

L2

θθ

Figura 3.83: Barras y pasador.

Datos:

Módulo de elasticidad para todas las barras E = 210GPa,

Esfuerzo de fluencia para todas las barras σo = 200MPa,

L1 = 2m, L2 = 1m, θ = 60◦,

Área de la sección transversal para todas las barras A = 8cm2.

4. Las dos barras pegadas de la Figura 3.84, cuya sección transversal es de
área A, están pegadas a dos muros ŕıgidos. A la temperatura ambiente
inicial las barras están libres de esfuerzos. La barra (1) tiene un coeficiente
de expansión térmica α1 y un módulo de elasticidad E1, en tanto que la
barra (2) tiene un coeficiente de expansión térmica α2 con módulo E2;
tanto α como E se asumen aproximadamente constantes en función de la
temperatura para las dos barras. Asuma ahora que ambas barras sufren
un aumento uniforme de temperatura ∆T . Determine la fuerza que las
paredes ejercen sobre las barras en este caso, aśı como el desplazamiento
de la interface entre las barras.

5. La barra de acero AD mostrada en la Figura 3.85 tiene un área transversal
de 0.4[in2] y está cargada por fuerzas P1 = 2700[lbf], P2 = 1800[lbf] y
P3 = 1300[lbf]. Las longitudes de los segmentos de la barra son a = 60[in],
b = 24[in] y c = 36[in].
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L1 L2

(1) (2)

Figura 3.84: Barras bajo el efecto de un aumento de la temperatura.

a) Suponga que el módulo de elasticidad es E = 30 ∗ 106[lbf/in2] y
calcule el cambio de longitud δ de la barra. ¿Se alarga o se acorta la
barra?

b) ¿Qué cantidad P debe aumentarse la carga P3 para que el extremo
D de la barra no se mueva cuando se aplican las cargas?

A B C D

a b c

P1 P2 P3

Figura 3.85: Barra AD.
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Caṕıtulo 4

Torsión

En este caṕıtulo estudiaremos el primer tipo de deformación particular que
corresponde a la torsión pura.

4.1. Torsión en eje de sección circular

El primer caso y el más simple a considerar corresponde a un eje de sección
circular, en donde en un extremo se aplica un momento puro y en el otro se
asume al eje empotrado en un muro ŕıgido como el que se muestra en la Figura
4.1. En un problema de esta naturaleza al momento puro lo llamaremos torque

x

y

z

D

L

θ

α

A
T

Ĺınea recta

A′

Figura 4.1: Torsión en eje de sección circular.

y en general se denotará como T .
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En la Figura 4.1 tenemos un sistema de coordenadas Cartesiano, imaginemos
que antes de ser deformado por T , se marca un punto A en el contorno. No
es dificil ver que cuando se aplica T y el cilindro se deforma, el punto A se
moverá hacia arriba ‘girando’ pegado a la superficie del cilindro hasta el punto
A′, como se puede ver en la misma figura.

Imaginemos que se dibujan dos ĺıneas rectas en el cilindro antes de ser defor-
mado. La primera ĺınea va desde el centro del cilindro al punto A y la segunda
ĺınea es horizontal, va desde el muro al punto A. Ahora vamos a discutir en
detalle las simplificaciones que haremos para modelar la deformación de este
eje.

Primero que todo vamos a asumir que las ĺıneas rectas mencionadas anteri-
ormente permanecen rectas cuando el cilindro se deforma. Esta es una aproxi-
mación razonable si la deformación se asume ‘pequeña’.

Como las ĺıneas se asumen rectas cuando se deforma el eje, se pueden definir
dos ángulos, θ y α como aparecen en la Figura 4.1. Asumir que la deformación
es pequeña significará en particular que α es pequeño como lo demostraremos
después.

Imaginemos que se dibujan dos cortes imaginarios en el eje, tal como se
muestra en la Figura 4.2. Antes de ser deformado se dibujan dos puntos A y B

A′

B
A

Estos dos planos
permanecen paralelos

T

Figura 4.2: Torsión en eje de sección circular. Dos secciones permanecen parale-
las.

en una ĺınea horizontal. Vamos a asumir que al ser deformado el eje, estas dos
secciones circulares (y cualquier otra sección) mantienen la forma circular y no
solo eso, vamos a asumir que el diámetro no cambia de forma significativa, y que
por tanto la deformación se puede ver como dos discos ŕıgidos (muy delgados en
la dirección z) rotando uno respecto al otro; luego la deformación total del eje
se podŕıa considerar como pequeños ‘giros’ relativos de una cantidad infinita de
discos ŕıgidos de espesor muy pequeño.

De manera adicional se asumirá además que los planos en donde se ubican
A y B, que originalmente son paralelos, seguirán siendo paralelos al momento
de producirse la deformación.

Teniendo presente los supuesto anteriores considerémos ahora la Figura 4.3.
En esta figura dibujamos nuevamente las dos ĺıneas que definen los ángulos θ
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τ

τ
τ

τ

Arco

Corte imaginario

θ

α

T

Figura 4.3: Torsión en eje de sección circular. Esfuerzos de corte por torsión.

y α, y procedemos ahora a dibujar en el manto del eje un cuadrado diferencial
muy pequeño (con ĺıneas negras antes de ser deformado) como se muestra en la
misma figura.

Teniendo presente los supuestos respecto a la forma como se deforman dos
planos paralelos, no es dif́ıcil apreciar que la forma final del cuadrado diferencial
seŕıa como se muestran en la Figura 4.3 con ĺıneas cafe.

En la Figura 4.4 tenemos una vista frontal ampliada del cuadrado diferencial
antes de deformarse ABCD y cuando se ha deformado A′B′C′D′. Lo que vemos

τ

τ

τ

τ

A

A

B

B

C
C

D
D

α

Figura 4.4: Torsión en eje de sección circular. Esfuerzos de corte por torsión en
un elemento diferencial en el manto del ciĺındro.

en esta figura y en la figura anterior es que los ángulos interiores del cuadrado
cambian su magnitud, y por tanto lo que estamos presenciando es en particular
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una deformación en corte para el cuadrado diferencial. Vamos a asumir que
no hay cambios de longitudes apreciables y por tanto no habrán deformaciones
longitudinales en el cuadrado diferencial. De las Figuras 4.4 y de la ecuación
(3.67) podemos identificar ϑ = α, luego de (3.68) teńıamos

τ = Gα. (4.1)

De la Figura 4.1 vemos que el arco determinado con θ seŕıa rθ, con r un radio
arbitrario 0 ≤ r ≤ D/2. Si α es pequeño el mismo arco se puede calcular
aproximadamente como Lα, de modo que

rθ = Lα,

y podemos ver que si r → 0 entonces α → 0 y que si r ր entonces α ր, de
modo que la mayor deformación en corte se produciŕıa en el manto o la parte
exterior del eje para r = D/2. De la expresión anterior se tiene

α =
rθ

L
, (4.2)

de modo que en (4.1) se llega a

τ =
Gθ

L
r. (4.3)

Se puede ver entonces que τ vaŕıa linealmente con r, que tiene su valor máximo
en r = D/2 y si θ ր esto implica que τ ր, lo que seŕıa correcto pues significa
que a mayor ángulo de torsión mayores esfuerzos son requeridos para lograrlos.
Finalmente si L ր luego τ ց, o sea un eje de mayor largo requeriŕıa menores
esfuerzos para ‘torserse’.

Del análisis que aparece en las Figuras 4.3 y 4.4 se tiene que sobre una
superficie de corte en el eje, la distribución de esfuerzo de corte seŕıa como se
muestra en la Figura 4.5. En toda la superficie de corte τ estaŕıa a 90◦ respecto

Figura 4.5: Torsión en eje de sección circular. Distribución para los esfuerzos de
corte en una sección obtenida por corte imaginario.

a una ĺınea radial, y en todas partes su valor está dado por (4.3).
Cuando se hace un corte imaginario, en un lado se tendŕıa el torque total

T (ver Figura 4.3) y en el otro lado tendŕıamos una distribución de esfuerzo de
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corte como se ve en la Figura 4.5. En la Figura 4.6 tenemos una nueva vista de
la superficie con distribución de esfuerzo de corte, en particular hemos dibujado
uno de esos esfuerzos sobre un elemento diferencial de área. Para la parte del

��
��
��
��

τ

D

dA

dr
dξ

Figura 4.6: Torsión en eje de sección circular. Esfuerzos de corte por torsión en
un elemento diferencial.

cilindro extráıda con el corte debe haber equilibrio de modo que si la fuerza por
τ es τ dA y el torque respecto al centro por tanto es rτ dA, entonces1

T =

∫

Area seccion

rτ dA,

=

∫ D/2

0

∫ 2π

0

Gθ

L
r3 dξ dr, (4.4)

de donde finalmente se obtiene

T =
Gθ

L

πD4

32
. (4.5)

Se define el momento polar de inercia J como

J =
πD4

32
, (4.6)

luego (4.5) queda como

T =
Gθ

L
J. (4.7)

De (4.7) tenemos Gθ
L = T

J , luego en (4.3) se tiene2

τ =
Tr

J
, (4.8)

1En estas expresiones hay que tener mucho cuidado de no confundir el ángulo de torsión θ
con el ángulo del sistema polar ξ. Este último se usa simplemente para realizar la integral de
superficie.

2En la solución para el esfuerzo de corte (4.8) podemos ver que τ al final no depende de la
deformación ni del tipo de material, solo de T , D y la posición radial r. Esto puede resultar
curioso, pues en los pasos anteriores se habia usado la deformación en corte α para obtener
algunas relaciones entre las distintas variables del problema. En este problema el uso de la
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y el esfuerzo de corte máximo en r = D/2 seŕıa igual a

τmax =
TD

2J
. (4.9)

Hay dos subcasos especiales para el caso del eje de sección circular que
tratamos ahora. En el primero consideramos el caso adicional en que se esta
trabajando con un tubo de diámetros D1 (interior) y D2 (exterior), tal como se
muestra en la Figura 4.7.

D1

D2

Figura 4.7: Torsión en eje tubular de sección circular.

Es fácil ver que en este caso el análisis anterior es casi el mismo, lo único que
cambiaŕıa seŕıan los ĺımites de la integral en la dirección radial en (4.4), donde

se tendŕıa T =
∫ D2/2

D1/2

∫ 2π

0
Gθ
L r3 dξ dr, de donde se llegaŕıa a T = Gθ

L J , donde en
este caso

J =
π

32
(D4

2 − D4
1). (4.10)

Otro caso distinto corresponde a dos ejes concéntricos hechos de materi-
ales distintos, como se ilustra en la Figura 4.8. En esta figura se tiene un
eje 1 de sección circular de material con constante G1 y de diámetro D1.
Perfectamente pegado a él tenemos un eje tubular de diámetro interior D1 y
diámetro exterior D2 con constante G2.

No es tan sencillo extender las expresiones anteriores para este problema,
pues al estar trabajando con dos materiales, se podŕıa dar el caso de alguna
discontinuidad en los esfuerzos.

deformación fue simplemente un paso itermedio para obtener finalmente (4.8).
En mecánica de sólidos hay algunos problemas especiales en donde las deformaciones no
aparecen de manera directa en las expresiones para los esfuerzos, siendo el problema de torsión
en un eje de sección circular uno de dichos cases, sin embargo en general los esfuerzos (su
distribución) si van depender fuertemente de las propiedades del material y la deformaciones.

133



D1

D2

1

2 τ
τ

Figura 4.8: Torsión en eje tubo de sección circular. Esfuerzos de corte.

Sin embargo de la Figura 4.8 y de la Figura 4.3 vemos que el tipo de es-
fuerzos τ que se generan, si se dibujan sobre cubos diferenciales, al acercarnos
a la interface entre 1 y 2, pueden perfectamente mostrar discontinuidades, pues
apareceŕıan en los costados de los cubos, no en la posible cara en la interface.
La consecuencia de las observaciones anteriores es que en analoǵıa con (4.4)

tendŕıamos T =
∫D/2

0

∫ 2π

0
G(r)θ

L r3 dξ dr donde ahora G dependeŕıa del radio, en
particular G = G1 si r ≤ D1/2 y G = G2 si D1/2 ≤ r ≤ D2/2, luego

T =
2πθ

L

(∫ D1/2

0

G1r
3 dr +

∫ D2/2

D1/2

G2r
3 dr

)
,

=
2πθ

L

[
G1

D4
1

64
+

G2

64
(D4

2 − D4
1)

]
. (4.11)

4.2. Torsión en eje de sección rectángular

En el caso de un eje de sección rectángular de lados a, b con b ≤ a, las
siguientes expresiones son válidas3

T =
θG

L
J, τmax =

T

κ1ab2
, J = κ2ab3, (4.12)

donde κ1 y κ2 son constantes que se pueden obtener de la Tabla 4.1

3Originalmente con secciones no circulares se intento seguir el mismo procedimiento que
para el caso de ejes circulares vistos en la Sección 4.1. Sin embargo la evidencia experimental,
en particular respecto a los lugares o puntos en donde ocurŕıa el máximo esfuerzo, refutaban
las expresiones teóricas encontradas de esta manera.
Fue Saint Venant quién propuso el método correcto de análisis para el caso de torsión en
secciones no circulares. No daremos detalles del método aqúı, pues para ello es necesario usar
herramientas de la teoŕıa de la elasticidad lineal, que escapan de los objetivos de este curso.
Las formulas (4.12) son aproximaciones numéricas de soluciones con series de Fourier de ese
problema (ver ref[ ]).
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a/b 1 1.5 2 4 10 ∞
κ1 0,208 0,231 0,246 0,282 0,312 1/3
κ2 0,141 0,296 0,229 0,281 0,312 1/3

Cuadro 4.1: Valores para las constantes κ1 y κ2 en (4.12).

En (4.12)2 tenemos el valor máximo para el esfuerzo de corte, el que se
produciŕıa en la mitad de la superficie con menor espesor, tal como se muestra
en la Figura 4.8.

a

b

a/2
Localización del
esfuerzo máximo

Figura 4.9: Torsión en eje de sección rectangular. Localización del máximo es-
fuerzo de corte.

4.3. Torsión en eje de sección delgada abierta

Aqúı veremos un problema en donde aplicaremos (4.12). Nos interesa estu-
diar el caso de vigas o ejes con secciones de pared delgada y ‘abierta’, en donde
en la Figura 4.10 tenemos algunos ejemplos de dichas secciones o perfiles.

Figura 4.10: Ejemplos de secciones delgadas abiertas.

Vamos a plantear la teoŕıa para este tipo de problemas basados en un ejemplo
espećıfico que se muestra en la Figura 4.11. En dicha figura tenemos un perfil
cuya sección la hemos dividido en tres partes. Cada una de estas partes es un
rectángulo, donde vamos a asumir que bi ≪ ai y por tanto de la Tabla 4.1
tenemos κ1 = 1/3 y κ2 = 1/3.

El siguiente supuesto es importante: vamos a asumir que el ángulo θ de
torsión es el mismo para 1, 2 y 3. La justificación seŕıa que al rotar por la
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a3
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T
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Figura 4.11: Torsión en eje de sección delgada abierta.

deformación la sección completa, el ángulo de torsión debeŕıa ser el mismo,
pues de otra forma la sección se separaŕıa.

Otra observación importante:

El torque total T deberá ser igual a la suma de los torques causado en cada
uno de los rectangulos en los que hemos dividido la sección4.

Para cada uno de los rectángulos tenemos

Ti = Gθ
Ji

L
, Ji =

aib
3
i

3
, i = 1, 2, 3. (4.13)

Luego de las observaciones anteriores

T = T1 + T2 + T3 =
Gθ

L
(J1 + J2 + J3). (4.14)

De este ejemplo podemos inferir que en un caso general con n secciones
rectangulares tendŕıamos

T =
Gθ

L

n∑

i=1

Ji, (4.15)

y se puede definir un momento polar total JT como JT =
∑n

i=1 Ji.

4La justificación de este supuesto u observación se puede buscar en (4.4), en donde en
términos más generales se tendŕıa que T debeŕıa calcularse como algún tipo de integral de
superficie sobre la sección. Pero la integral sobre las tres superficie seŕıa simplemente la suma
de las integrales sobre cada una de esas superficies y cada una de esas integrales se podŕıa
interpretar como un torque actuando solo en esa parte.
Puede parecer un poco extraño separar T en T1, T2 y T3, pero del Caṕıtulo 2 se vio (al menos
para cuerpos ŕıgidos) que el vector momento puro (el torque) es un vector libre, luego podemos
tener perfectamente Ti, i = 1, 2, 3, y luego ‘mover’ estos Ti a un punto común para determinar
un T total.
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Respecto a los esfuerzos de corte máximo, vamos a tener distintos valores
para cada una de las partes rectangulares como

τmaxi
=

Ti

κ1aib2
i

=
G θJi

L
1
3aib2

i

=

Gθaib
3
i

3L
aib2i

3

=
Gθbi

L
, i = 1, 2, 3. (4.16)

Pero

T =
GθJT

L
⇒ θ =

TL

GJT
, (4.17)

luego en (4.16) tendŕıamos

τmaxi
=

G

L

TL

GJT
bi =

Tbi

JT
, i = 1, 2, 3. (4.18)

Luego el máximo entre entre estos τmaxi
será aquel con b mayor, es decir

τmax =
Tbmax
∑n

i=1
aib3i

3

, (4.19)

y aparece en el centro de la periferia de esa parte de la sección.

4.4. Torsión en eje de sección delgada cerrada

Ahora trataremos el último caso especial que corresponde a un eje de pared
delgada cerrada. Antes de iniciar el análisis de este caso, es necesario hacer una
observación respecto a los esfuerzos de corte en una viga o eje de pared delgada.
En un caso como este asumiremos que la dirección de los esfuerzos de corte sigue
el perfil de la pared delgada, tal como se muestra como en la Figura 4.12.

Figura 4.12: Distribución aproximada de esfuerzos para una sección delgada.

Considerémos el eje mostrado en la Figura 4.13 en donde tenemos una vista
tridimensional de un eje cerrado de pared delgada. Por simplicidad la parte exte-
rior del eje se asume totalmente plana, es decir tiene la forma de un rectangulo,
sin embargo la parte interior es irregular, es decir el espesor si bien pequeño, es
variable en el contorno.
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l
dl

dl

Vista frontal Vista lateralVista tridimensinal

T

Figura 4.13: Torsión en eje de sección delgada cerrada.

Extraigamos una parte de la pared del eje, que se dibuja en la figura tridi-
mensional con ĺıneas de color cafe. Tenemos una vista frontal del eje y otra vista
lateral en la misma Figura 4.13. En estas vistas es posible apreciar la forma de
esta parte o elemento que se ha extráıdo de la pared del eje.

El elemento puede tener una longitud finita en la dirección del contorno de
la pared, pero en la dirección axial (que hemos denominado l) este elemento
tiene una longitud infinitesimal dl.

De la observación concerniente a la Figura 4.12, tenemos que la distribución
de esfuerzos de corte sigue la forma del contorno de la pared, como se ve en la
vista frontal en la Figura 4.13. En el punto 1 tenemos un esfuerzo de corte τ1 y
un espesor de pared t1, en el punto 2 tenemos τ2 y t2. Como en la dirección l la
longitud del elemento es diferencial, por equilibrio a la rotación en las caras en
la dirección del eje l se deben generar componentes del esfuerzo de corte, como
se aprecia en la vista lateral.

El elemento debe estar en equilibrio, de modo que en particular esto implica
que

∑
Fl = 0, luego de la Figura 4.13 tenemos que

τ1t1 dl − τ2t2 dl = 0,

de donde se tiene que
τ1t1 = τ2t2. (4.20)

Como la igualdad anterior es válida para cualquier par de puntos en el contorno
de la pared del eje, se cumple que

τ1t1 = τ2t2 = τ3t3 = ... = τiti = Q = constante. (4.21)

El resultado anterior es válido para cualquier forma de la pared de la viga,
luego considérese la Figura 4.14 en donde tenemos una vista frontal de un eje
de una pared de forma mucho más arbitraria. En esta figura vemos el centro
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Figura 4.14: Torsión en eje de sección delgada cerrada. Caso general.

respecto al cual el eje sufre la torsión y a partir de él tenemos el vector ~r que nos
da la posición de cualquier punto en el contorno de la pared, tenemos también
el vector tangente d~s y su longitud que llamamos simplemente ds.

Si se escoge un elemento de longitud infinitesimal en la dirección del con-
torno, la fuerza d~f que aparece sobre el elemento diferencial seŕıa igual a

d~f = τt d~s = Q d~s, (4.22)

donde ahora t = t(s) es el espesor de la pared, que en general va a depender de

la posición en el contorno. El diferencial de torque causado por d~f respecto al
centro del eje, si se usa (2.3), seŕıa

d~T = ~r × d~f = ~r × Q d~s, (4.23)

de modo que el torque total (como vector) seŕıa simplemente (hay que recordar
que Q es constante) la integral de contorno

~T = Q

∮
~r × d~s. (4.24)

Pero en el esquema auxiliar del lado derecho de la Figura 4.14 podemos ver que
el módulo del vector ~r × d~s estaŕıa dado por

‖~r × d~s‖= r ds⊥ = 2dA, (4.25)

donde dA seŕıa el área diferencial achurada en esa figura. Como resultado de los
cálculos anteriores se tiene que

T = ‖~T‖= Q

∮
‖~r × d~s‖= 2Q

∮
dA. (4.26)
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Se define

Ā =

∮
dA, (4.27)

que es llamada el área promedio, pues es el área de la sección calculada hasta
la mitad de la pared en todo su contorno.

Usando (4.27) en (4.26) se llega a

T = 2QĀ, (4.28)

y de (4.21), (4.28) se obtiene una expresión para el esfuerzo de corte en cualquier
punto del contorno como

τ =
T

2Āt
, (4.29)

de modo que el máximo esfuerzo de corte se obtendŕıa como

τmax =
T

2Ātmin
. (4.30)
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4.5. Ejemplos y ejercicios de torsión

4.5.1. Ejemplos

1. En la Figura 4.15 se muestra un eje macizo compuesto de dos barras que
se sueldan en A. Las barras son de materiales diferentes y por tanto sus

1 2

L1 L2

A B

L1/2 d

T1

T2

Figura 4.15: Ejemplo torsión.

módulos de corte son distintos. ¿Qué valor tiene el ángulo de torsión del
extremo B?

Datos: L1 =10pie, L2 =12pie, T1 =500lbfpie, T2 =1000lbfpie, G1 = 10 ∗
106lbf/pulg2, G2 = 15 ∗ 106lbf/pulg2, d = 3pulg

Solución: El primer paso para solucionar el problema es hacer un dia-
grama de cuerpo libre de toda la barra compuesta, como se muestra en la
Figura 4.16. En esa figura TR seŕıa el torque de reacción causado por la

1 2TR
A B

T1

T2

Figura 4.16: Ejemplo torsión. Diagrama de cuerpo libre.

pared sobre el eje, como el cuerpo está en equilibrio tenemos

TR = T2 − T1 = 500lbfpie. (4.31)

La formula (4.7) no se puede aplicar directamente en el problema mostrado
en la Figura 4.16, pues esa expresión fue formulada originalmente para un
eje con los torques aplicados en sus extremos y para un eje hecho de un
solo material. Para aplicar (4.7) necesitamos separar el eje en varias partes,
con cortes imaginarios convenientemente dispuestos. El primer corte se
hará en 1, poco antes del punto de aplicación de T1, tal como se muestra
en la Figura 4.16.

En la Figura 4.17 tenemos la primera sección del eje extráıda con el corte
mencionado anteriormente, como el corte se hace antes de T1, esta porción
de eje solo estaŕıa sometida a TR en sus extremos. Ahora podemos aplicar
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Fijo Rota

TR
TR

θ

Figura 4.17: Ejemplo torsión. Diagrama de cuerpo libre de la primera sección.

(4.7) y para θ (el ángulo de torsión en este tramo) tendŕıamos

θ =
32TRL1/2

πG1d4
= 4,527 ∗ 10−3rad. (4.32)

En la Figura 4.18 tenemos un diagrama de cuerpo libre del tramo restante
de eje después de hacer un corte un poco después del punto de aplicación
de T1 (ver Figura 4.16). En este caso es posible ver que para este tramo

A BT2
T2

Figura 4.18: Ejemplo torsión. Diagrama de cuerpo libre de la segunda sección
completa.

de eje solo tendŕıamos T2 aplicado en sus extremos.

Como en la Figura 4.18 tendŕıamos un tramo de eje hecho con dos materi-
ales, para aplicar (4.7) debemos separarlo en dos partes. El primer tramo
se esta división adicional se puede ver en la Figura 4.19. Usando (4.7) para

T2
T2

θ

Figura 4.19: Ejemplo torsión. Diagrama de cuerpo libre de la segunda sección,
primera parte.

calcular el cambio de ángulo relativo θ seŕıa

θ =
32T2L1/2

πG1d4
= 9,05 ∗ 10−3rad. (4.33)

En la Figura 4.20 tenemos una representación del último tramo con el
material 2. Usando (4.7) tenemos el cambio de ángulo relativo como
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θ
BT2

T2

Figura 4.20: Ejemplo torsión. Diagrama de cuerpo libre de la segunda sección,
segunda parte.

θ =
32T2L2

πG2d4
= 0,0145rad. (4.34)

Luego el ángulo de torsión total en B seŕıa simplemente la suma de (4.32),
(4.33) y (4.34) con lo que

θB = 4,527 ∗ 10−3 + 9,05 ∗ 10−3 + 0,0145 = 0,028rad, (4.35)

y su sentido es el de T2.

2. El eje A de la Figura 4.21 transmite un torque T de 1000lbfpie con una
velocidad angular wA de 50rpm. El diámetro del eje A es DA = 6 pulgadas.

T

B

A D1

D2

Figura 4.21: Ejemplo torsión. Ejes conectados por engranajes.

Si el valor del esfuerzo cortante máximo del eje A es igual para el eje B,
¿qué diámetro debe tener este eje?

Datos: D1 = 2pies, D2 = 1pie.

Solución: Este un problema un poco distinto a los t́ıpicos problemas de
estática que se han visto hasta ahora, pues aqúı tenemos velocidades angu-
lares. Sin embargo, vamos a asumir que no hay ningún tipo de aceleración,
y por tanto se puede tratar como un problema ‘cuasi-estático’.

Vamos a asumir que la ‘potencia’ se transmite sin pérdidas desde A a B,
luego si PotA y PotB son las potencias en dichos ejes, tenemos

PotA = PotB ⇒ TAwA = TBwB. (4.36)

Pero para los engranajes tenemos la igualdad de velocidad tangencial en
el punto de contacto de modo que

D1wA = D2wB, (4.37)
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por lo que en (4.36) se llega a

TB =
D2

D1
TA. (4.38)

Por otro lado, si TA es el torque que siente el eje A, de (4.9) su esfuerzo
de corte máximo seŕıa

τmaxA
=

TA

JA

DA

2
=

TA

πD4
A

32

DA

2
=

16TA

πD3
A

, (4.39)

en tanto que para el eje B tendŕıamos

τmaxB
=

16TB

πD3
B

. (4.40)

Como en el enunciado del problema se dice que el diámetro de B debe ser
tal que el esfuerzo de corte máximo sea el mismo que en A, de (4.39) se
obtiene

TB =
D3

B

D3
A

TA, (4.41)

luego junto con (4.38) esta ecuación es satisfecha si

DB = DA
3

√
D2

D1
= 7,56pulg. (4.42)

3. En la Figura 4.22 tenemos una vista en corte de un eje de acero de diámetro
D1 = 6 pulgadas y un eje tubular de aluminio con un diámetro interior
D2 = 12 pulgadas y espesor de pared t = 2pulgadas. Estos ejes están
fijos a placas ŕıgidas y mediante ellas se aplica al sistema un torque T
de 5000lbfpie. ¿Qué valor tienen los esfuerzos máximos producidos por la
torsión en cada material?

Datos: L = 10pies, Módulo de corte del acero Gac = 15 ∗ 106lbf/pulg2,
Módulo de corte del aluminio Gal = 10 ∗ 106lbf/pulg2.

Solución: En la Figura 4.22 podemos apreciar que si tanto el eje de acero
como el de aluminio están ambos pegados a las placas ŕıgidas, entonces el
ángulo de torsión para ambos ejes debeŕıa ser el mismo.

El torque T se aplicaŕıa en un lado de la placa ŕıgida, en tanto en el otro
lado tendŕıamos los torques producto de la interacción con el eje de acero
Tac y con el eje de aluminio Tal. Luego para que la placa ŕıgida esté en
equilibrio se necesitaŕıa que

T = Tac + Tal. (4.43)

Sea θ el ángulo de torsión común a ambos ejes, de (??) y (4.10) se tiene
que

Tac =
Gac

L
θJac, Tal =

Gal

L
θJal, (4.44)
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Figura 4.22: Ejemplo torsión. Ejes ciĺındrico y eje tubular conectados a placas
ŕıgidas.

donde Jac =
πD4

1

32 y Jal = π
32 [(D2 + t)4 − D4

2]. Luego como en (4.44) el
ángulo θ es el mismo podemos despejar y tenemos, por ejemplo

Tac =
Gac

Gal

D4
1

[(D2 + t)4 − D4
2 ]

Tal. (4.45)

Reemplazando esta expresión en (4.43) se llega a una ecuación que nos
permitiŕıa encontrar, por ejemplo, Tal de

T = Tal

{
1 +

Gac

Gal

D4
1

[(D2 + t)4 − D4
2]

}
, (4.46)

que usando los datos para este problema implica que

Tal = 4504,7lbfpie ⇒ Tac = 495,3lbfpie. (4.47)

Con los resultados anteriores de (4.9) y (4.10) podemos obtener los máxi-
mos esfuezos de corte como

τmaxac
=

16Tac

πD3
1

= 140,1lbf/pulg
2
, (4.48)

τmaxal
=

Tal
π
32 [(D2 + t)4 − D4

2]

D2 + t

2
= 218lbf/pulg

2
. (4.49)
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4.5.2. Ejercicios

1. Un tubo circular hueco A se ajusta sobre el extremo de una barra circular
sólida B como se muestra en la Figura 4.23 en la parte superior. En un
inicio, un agujero a través de la barra B forma un ángulo β con una ĺınea
que pasa por dos agujeros en la barra A tal como se muestra en la Figura
1 en la parte inferior en donde tenemos una vista ampliada de la sección
del tubo y el cilindro en el punto de conexión.

Se hace girar la barra B hasta alinear los agujeros y se pasa un pasador
por ellos. Cuando la barra B se libera y el sistema retoma el equilibrio:
¿Cual es el máximo esfuerzo de corte en A y B?
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A Bd

D

LL

β

Tubo A Cilindro B

Agujero

Agujero

Figura 4.23: Tubo y cilindro.

2. En la Figura 4.24 tenemos un cilindro de acero que está parcialmente
inserto en un tubo de aluminio. En esa zona de longitud l el cilindro y el
tubo están perfectamente pegados. En los extremos del conjunto se aplican
torques iguales pero opuestos de magnitud T .

a) Determine T para que el ángulo de torsión entre los extremos sea
igual a 7◦.

b) Determine el máximo valor para T para que el esfuerzo de corte en
el tubo no sea mayor a τ = 30MPa.

c) Determine el máximo valor para T para que el esfuerzo de corte en
el cilindro no sea mayor a τ = 60MPa.
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TT

AceroAluminio

Lac

Lal

l

dac

dal

Figura 4.24: Tubo y cilindro.

Datos l = 20cm

Acero: Gac = 75GPa, Lac = 90cm, dac = 7cm

Aluminio: Gal = 27GPa, Lal = 70cm, dal = 10cm.

3. En la Figura 4.25 se tiene un cilindro cónico de diámetros D, d que está pe-
gado a un cilindro recto de diámetro d. Ambos están empotrados a paredes
ŕıgidas. Los cilindros están hechos de materiales distintos con módulos de
corte G1, G2, respectivamente. Determine las reacciones en las paredes y
el máximo esfuerzo de corte por torsión.

D d1 2Ta

Tb

LL

L/2

Figura 4.25: Ciĺındros pegados a paredes ŕıgidas.

Datos:

D = 10[cm], d = 6[cm], L = 40[cm], Ta = 500[Nm], Tb = 300[Nm],

G1 = 50[GPa], G2 = 60[GPa].

4. En la Figura 4.26 tenemos dos ejes de diámetros d1 y d2, respectivamente,
los cuales estan conectados por medio de engranajes de diámetros D1,
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D2. El eje de aluminio está bajo el efecto de un torque T . El eje de
acero está empotrado en la pared del lado izquierdo y el eje de aluminio
está apoyado en dos soportes sin roce.

d1

d2

D1

D2

acero

aluminio

L1 L2

T

Figura 4.26: Dos ejes unidos por engranajes.

Determine d1 y d2 para que ninguno de los dos ejes falle. Use el criterio
de Tresca con FS =2.

Calcule el ángulo de torsión en el punto de aplicación de T .

Datos: T = 10kNm, D1 = 30cm, D2 = 20cm, L1 =1m, L2 =1.2m

Acero: E = 190GP1, G = 75GP1, σo =300MPa

Aluminio: E = 70GP1, G = 30GP1, σo =100MPa.

5. El eje circular AB mostrado en la Figura 4.27 está pegado en sus dos
extremos a paredes ŕıgidas. El eje tiene una parte con un orifico en su
centro. El diámetro del eje es D en tanto que el diámetro del agujero es d
y su módulo de corte es G. ¿A que distancia x se debe aplicar To de forma
tal que las reacciones en las paredes en A y B sean iguales?

6. En la Figura 4.28 se tiene un eje de acero de diámetro d = 100mm. El eje
tiene un soporte ŕıgido en B unido a dos barrras de acero DE y FG, cuya
área de sección transversal es igual a 20mm2. En el extremo C se aplica
un torque T = 100Nm.

Determine:

Esfuerzo en las barras FG y ED. Diagrama de momento torsor para AB.
Ángulo de torsión de C respecto a A en grados.

En la figura las dimensiones están en metros. El eje ABC tiene E =
200GPa, G = 70GPa y las barras FG y DE tienen E = 200GPa.

148



x

To

L

L/2D
d

A B

Figura 4.27: Ciĺındro parcialmente hueco bajo la acción de un torque.
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B

C
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T

Figura 4.28: Barra en torsión.

149



Caṕıtulo 5

Flexión y deflexión en vigas

Este es un segundo tipo especial de problema que estudiaremos en donde
consideraremos en particular el problema de una viga sometida a algún tipo
de fuerza o densidad de fuerza que genere momento interno M . El tipo de
deformación y en particular el tipo de esfuerzos que se generan aqúı son esfuerzos
normales cuyas magnitudes pueden ser muy altas. Considerémos el problema
mostrado en la Figura 5.1. Aqúı tenemos una viga en el plano x − y en cuyos

�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����

z

M M
x

y

Acortamiento

Alargamiento

Sección

Figura 5.1: Viga bajo flexión.

extremos se están aplicando momentos puros M que tienen orientación en la
dirección del eje z. Es fácil apreciar que para una viga bajo estas cargas en la
parte superior se va a producir un acortamiento en tanto que en la parte inferior
se produciŕıa un alargamiento de la misma, dando lugar a la clásica forma curva
de una viga bajo este tipo de cargas.

En la siguiente sección estudiaremos en particular como determinar de forma
aproximada los esfuerzos en un problema de este tipo, en tanto que en la Sección
?? veremos métodos para determinar las deformaciones (deflexiones).
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5.1. Flexión en vigas

5.1.1. Eje neutro, segundo momento de inercia y esfuerzos

Vamos a obtener una aproximación para los esfuerzos en un problema como
el mostrado en la Figura 5.1, para ellos primero vamos a asumir que

σy ≈ 0, σz ≈ 0, τyz ≈ 0. (5.1)

El esfuerzo más importante será σx, para comprender esto, es necesario ver la
Figura 5.1, en donde tenemos alargamiento y acortamiento en x.

Respecto a la forma que debeŕıa tener esta función σx = σx(y), hay varias

posibilidades que cumplen con σx

{
> 0 si y < 0
< 0 si y > 0

, la más simple de todas

seŕıa una aproximación lineal1

σx = coy, (5.2)

tal como se muestra en la Figura 5.2. En esta figura tenemos un vista lateral

dA

Vista de la sección Vista lateral

y

Figura 5.2: Viga bajo flexión. Modelo para la distribución de los esfuerzos.

de la viga con un corte imaginario en donde vemos la distribución lineal de
esfuerzo (cargas internas) y otra vista frontal de la sección donde se muestra un
diferencial de área dA.

Para esa parte de la viga que queda después del corte imaginario, se debe
cumplir el equilibrio estático, en particular

∑
Fx = 0, luego como solo hay

momento puro M y fuerzas debido a σx como se muestra en la Figura 5.2,
tenemos que

∑
Fx = 0 es equivalente a2

∫

A

σx dA = 0, (5.3)

y de (5.2) con co constante esto implica que co

∫
A

y dA = 0, que se cumple si y
solo si ∫

A

y dA = 0. (5.4)

1Otras posibilidades podŕıan ser por ejemplo σx = coyn con n impar.
2Como σx = σx(y), este esfuerzo es constante en z, luego para obtener fuerzas a partir

de él, es solo necesario integrar en el área A de la sección usando dA como se muestra en la
Figura 5.2.
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Ni en la ecuación (5.2) ni en la Figura 5.2 hab́ıamos indicado el origen del
eje para y. La ecuación (5.4) nos dá dicha posición de modo tal que se cumple
de forma automática

∑
Fx = 0. Esta posición especial para el origen del eje

y es llamada ‘eje neutro’ (o centro de área), y un correcto cálculo del mismo
es fundamental para los pasos posteriores. Mostraremos ahora un método más
práctico basado en (5.4) para determinar la posición de este eje3.

Sea ȳ la posición del eje neutro medida desde la base de la sección, tal como
se muestra en la Figura 5.3. Considerémos el sistema de coordenadas auxiliar

ȳ

y′Eje neutro
y

Figura 5.3: Viga bajo flexión. Método de calculo de eje neutro.

y′ = ȳ + y desde la base de la sección también y calculemos la integral
∫

A y′ dA
de donde tenemos

∫

A

y′ dA =

∫

A

(ȳ + y) dA = ȳ

∫

A

dA +

∫

A

y dA = ȳA,

en donde hemos usado la propiedad (5.4). De la ecuación anterior obtenemos

ȳ =

∫
A y′ dA

A
, (5.5)

que es una expresión práctica para calcular la posición del eje neutro desde la
base de la sección que es conocida.

No solo necesitamos
∑

Fx = 0 para el equilibrio, además se necesita sea
satisfecha

∑
Mz = 0. Respecto a los momentos, tenemos el momento puro M

(en un extremo de la sección de viga) y el momento causado por la distribución
σx. Vamos a hacer el equilibrio de momento respecto al eje neutro, luego de la

3Si bien en la Figura 5.2 el eje es en realidad un punto, en la vista frontal vemos que es
una ĺınea en la dirección z.
El significado del eje neutro no solo corresponde a la posición del origen para que

∑
Fx = 0,

sino también es el punto en donde σx = 0, y de la relación lineal entre esfuerzos y defor-
maciones, ese punto también es en donde no hay ni alargamiento ni acortamiento. Vamos a
hablar en más detalle de estas propiedades después.
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Figura 5.2 tenemos que
∑

eje neutro Mz = 0 es equivalente a4

−M =

∫

A

yσx dA = co

∫

A

y2 dA. (5.6)

Definamos el segundo momento de inercia5 (no confundir con el segundo
momento polar de inercia) como

Iz =

∫

A

y2 dA. (5.7)

De la definición (5.7) y (5.6) tenemos que

co = −M

Iz
, (5.8)

luego en (5.2) se llega6

σx = −M

Iz
y. (5.9)

La fórmula (5.9) es en realidad útil y general7 no solo para el problema
mostrado en la Figura 5.1, sino para cualquier distribución de momento interno
M = M(x), el cual se obtiene con los métodos vistos en la Sección 3.2.

5.1.2. Deformación y deflexión

Hemos determinado una distribución aproximada para los esfuerzos y ahora
determinaremos expresiones para las deformaciones. Para esto veamos la Figura
5.4 en donde tenemos nuevamente la viga con momentos puntuales aplicados en
los extremos. La viga sufrirá la deformación descrita en la Figura 5.1. Asumamos
ahora que realizamos varios cortes imaginarios y que dibujamos cada uno de
estos trozos cuando se ha deformado la viga. Como solo se está aplicando M en
la figura original, cada uno de los trozos imaginarios solo estaŕıa sometido a M
en sus extremos como cargas internas.

Teniendo en mente las consideraciones anteriores, veamos ahora la Figura 5.5
en donde tenemos dos trozos adyacentes deformados. Ambos trozos pueden tener
la misma longitud inicial y debemos recordar que están sometidos a las mismas
momentos M en los extremos. La pregunta es: ¿Como debeŕıan deformarse
las superficies de corte imaginario? Tenemos varias posibles alternativas. En la

4El signo (-) que aparece en esta ecuación tiene como motivación que en (5.2) necesitamos
una constante negativa.

5Es necesario hacer notar que en este definición la integral se calcula teniendo como origen
ahora el eje neutro, determinado anteriormente en ((5.5).

6Aqúı al igual que en el problema de torsión (4.8) tenemos nuevamente un tipo de solución
que no dependeŕıa del tipo particular de material a considerar, pues en el cálculo de M en
general (salvo en problemas hiperestáticos) no interviene el tipo de material, en tanto que Iz

es solo una propiedad de área.
7Esto no es dif́ıcil de demostrar a partir de un elemento diferencial, pero por brevedad no

lo haremos aqúı.
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y

x

MMMMM

M M

Figura 5.4: Viga bajo flexión. Deformaciones admisibles.

Figura 5.5: Viga bajo flexión. Deformaciones admisibles.

figura del lado derecho podŕıamos asumir que las superficies son convexas (ĺınea
de color celeste). Sin embargo para que después de deformarse los trozos sean
compatibles, es necesario que el otro trozo tenga una superficie concava. Pero
esto no es posible, puesto que la deformación de ambos trozos debeŕıa ser similar,
debido a que el material es el mismo, la longitud es la misma (ĺınea morada en la
figura del lado izquierdo), la sección es la misma y las cargas externas son iguales.
Como conclusión, ni superficies convexas ni concavas permiten compatibilidad
de la forma final de la viga, y la única posibilidad es tener superficies rectas,
como se aprecia con las ĺıneas de color café en la Figura 5.5.

Como conclusión de las observaciones anteriores, si se trazan ĺıneas exten-
diendo las superficies rectas, esta ĺıneas pueden intersectarse en un punto O,
llamado el centro de curvatura, como se aprecia en la Figura 5.6. En dicha figu-
ra podemos ver que a partir de dicho punto O es posible trazar los arcos que
describen la forma deformada del trozo, en cuya parte superior hay acortamien-
to, en el eje neutro no hay cambio de longitud, en tanto que en la parte inferior
habŕıa alargamiento.

Con los resultados anteriores es posible ahora proceder a determinar la ‘de-
formación’. Para ello veamos la Figura 5.7 en donde nuevamente tenemos el
trozo de longitud diferencial deformado. La longitud del trozo diferencial (me-
dido en la ĺınea del eje neutro) es dx, luego el ángulo que se produce entre las
extensiones de las dos ĺıneas que define el centro de curvatura será muy pequeño
y lo denotaremos como dθ. Si se trazan dos ĺıneas verticales es fácil ver que los
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O
Todas las ĺıneas coindicen aqúı

Acortamiento

Alargamiento

Ĺınea neutra

Figura 5.6: Centro de curvatura.

dθ

dθ
2

dθ
2

y

dx

Superficie (ĺınea) neutra

Figura 5.7: Cálculo de deformación.

ángulos que se forma a cada lado son dθ/2 como se ve en la misma figura. Desde
el eje neutro hacia arriba y hacia abajo se define la distancia y.

De (5.9) se teńıa σx = −My
Iz

, y si no se consideran σy ni σz de (3.72) se tiene

εxx = − M

EIz
y. (5.10)

Pero por definición la deformación longitudinal se calcula como ε = ∆l
l y en

nuestro caso en la dirección x seŕıa εxx = ∆(dx)
dx , pues el largo inicial del trozo

diferencial es dx. Respecto a ∆(dx), de la Figura 5.7 se tiene que hacia arriba, a
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una distancia y, hay una disminución8 de largo aproximado9 igual a y dθ
2 a cada

lado del diferencial y como resultado

εxx ≈ −2y dθ
2

dx
, (5.11)

luego de (5.10) y (5.11) se llega a

y
dθ

dx
=

M

EIz
y ⇒ dθ

dx
=

M

EIz
. (5.12)

Se define la deflexión ŷ = ŷ(x) como el desplazamiento vertical que sufre la
viga cuando se deforma10.

En la Figura 5.8 tenemos una visión muy esquemática de una viga al inicio
sin deformar (ĺınea horizontal negra) y una vez que se ha deformado (ĺınea
roja), en donde es posible apreciar el significado de ŷ(x).

ŷ

θ

θ

y

x

Viga con su forma inicial

Viga deformada

Figura 5.8: Cálculo de deformación. Relación con la deflexión.

En la misma figura podemos ver que el ángulo θ, originalmente medido desde
el centro de curvatura, se repite también como el ángulo tangente a cada punto
de la viga, de modo que

tan θ =
dŷ

dx
. (5.13)

Si el ángulo es muy pequeño (en radianes) tenemos la aproximación

θ ≈ tan θ =
dŷ

dx
, (5.14)

luego dθ
dx = d2ŷ

dx2 , de modo que de (5.12) se obtiene finalmente

d2ŷ

dx2
=

M(x)

EIz
, (5.15)

8Para y < 0 habŕıa un aumento de longitud.
9Usando la relación arco = radio ∗ angulo.

10No se debe confundir ŷ con y que es la posición vertical de un punto; lamentablemente en
muchos textos conocidos no se hace esta distinción.
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que es la ecuación diferencial a resolver para obtener ŷ(x).
Como se hab́ıa indicado para (5.9), esta fórmula es general y se puede usar

para cualquier tipo de problema en donde M = M(x) es conocido (después de
realizar los cortes como se vió en la Sección 3.2). Si el material de la viga es
homogéneo entonces E es constante, de otro modo podŕıa depender de x. Si la
sección de la viga es la misma en todas partes a lo largo del eje x, entonces Iz

también es constante, en caso contrario podŕıa ser una función de x.

5.1.3. Observaciones adicionales

Curvatura anticlástica y radio de curvatura

La curvatura en el plano x−y que sufre la viga producto de la flexión produce
una curvatura adicional en el plano y − z como veremos ahora. Pare ver esto
consideremos primero la Figura 5.9 en donde nuevamente tenemos un trozo de
viga mostrando la forma t́ıpica que adquiriŕıa producto de la flexión, con una
superficie que se acorta y otra que se alarga.

Acortamiento

Alargamiento

Ĺınea neutra

Figura 5.9: Centro de curvatura.

Veamos ahora el mismo trozo diferencial pero en tres dimensiones, tal como
se muestra en la Figura 5.10. Si denotamos εlong como la deformación longi-
tudinal y εlat como la deformación lateral, de (3.61) teńıamos εlat = −νεlong,
luego si en la parte superior (en la dirección x) tenemos un ‘acortamiento’, como
resultado de (3.61) en la dirección z tendŕıamos un alargamiento, en tanto que
en la parte inferior, como en x hay alargamiento en z habŕıa acortamiento.

En la Figura 5.11 podemos ver de forma aproximada el trozo diferencial con
todas las posibles deformaciones en una vista tridimensional.

El radio de curvatura R se define como la distancia desde el centro de cur-
vatura O al eje (superficie) neutro(a) en el plano x − y.

En la misma Figura 5.11 podemos ver que el eje neutro en tres dimensiones
es en realidad una superficie neutra.
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Acortamiento

Alargamiento

εlong < 0 ⇒ εlat > 0

εlong > 0 ⇒ εlat < 0

Figura 5.10: Curvatura anticlástica.

O

R

x

y

z
R
ν

Figura 5.11: Curvatura anticlástica.

De las consideraciones anteriores podemos ver también que en el plano y− z
hay un radio de curvatura adicional y se puede demostrar que este es igual a
R/ν.

Relación entre el radio de curvatura y la deformación

En la Figura 5.12 tenemos un trozo de viga de largo inicial pequeño ∆x (no
necesariamente infinitesimal) en el plano x − y. Podemos apreciar el radio de
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O

R

∆x

y

∆x′

Eje neutro

∆φ

Figura 5.12: Radio de curvatura.

curvatura R, el ángulo ∆φ que define dicho radio y una distancia y desde el
eje neutro. Por la definición del eje neutro cuando y = 0 tenemos que el largo
∆x no cambia cuando se deforma el trozo de viga, en tanto que, por ejemplo,
cuando y > 0, como se muestra en la figura, tenemos el largo ∆x′ < ∆x.

De la misma Figura 5.12 tenemos que

∆φ =
∆x

R
=

∆x′

R − y
⇒ ∆x′ − ∆x = − y

R
∆x. (5.16)

Por la definición de la deformación longitudinal en x (ver (3.39)) de (5.16)
tenemos

εxx =
∆x′ − ∆x

∆x
= − y

R
, (5.17)

por otra parte de (5.10) teńıamos εxx = − M
EIz

y, luego de (5.17) se llega a

R =
EIz

M
. (5.18)

Como en general M = M(x), de la expresión anterior vemos que R = R(x), o
sea el radio de curvatura cambia con la posición.

Se define la curvatura11 κ como

κ =
1

R
. (5.19)

11De la definición de R podemos ver que si en un punto de la viga deformada la deformación
es ‘grande’ entonces R debeŕıa ser pequeño, luego esto implica que |κ| seŕıa grande. Es la
curvatura la que se usa como indicador de cuanto se ha deformado localmente una viga, y en
este texto asumiremos que |κ| es pequeño siempre.
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Luego con esta definición de (5.17) y (3.60) tenemos

εxx = −κy, σx = −Eκy. (5.20)

Flexión de viga de dos materiales

Obtendrémos ahora algunas expresiones para los esfuerzos para el caso que
considerémos una viga hecha de dos materiales. Vamos a asumir que las defor-
maciones son pequeñas y que trabajamos en el rango de comportamiento elástico
para estos dos materiales. De manera adicional vamos asumir que la superficie
de la interface entre los dos materiales es perfectamente plana (pertenece al
plano x−z) como se puede ver en la Figura 5.13, finalmente se estudiará el caso
en que las superficies estén perfectamente pegadas. En esta figura tenemos una

1

11

2

22

x

y

M

M

Vista lateral
Vista de la sección

Ĺınea recta

Figura 5.13: Flexión en viga de dos materiales.

vista lateral de la viga compuesta y también una vista frontal de la sección.
En la parte inferior de la figura tenemos un trozo diferencial para esta viga

compuesta. De la discusión concerniente a la Figura 5.5 sabemos que la superficie
de corte imaginario deben ser planas, la pregunta para la viga compuesta es: ¿La
superficie plana del corte imaginario para 1 y 2 deben ser iguales o distintas?
Si son distintas, es decir si tienen un ángulo de inclinación diferente, y por
tanto distinto radio de curvatura para 1 y 2, es fácil ver que los distintos trozos
diferenciales no seŕıan compatibles una vez deformados, luego es necesario que
el ángulo sea el mismo, en otras palabras R debe ser el mismo, luego κ es la
misma curvatura para 1 y 2.

De (5.20)1 tenemos que εxx = −κy seŕıa una expresión válida para la defor-
mación tanto para 1 como 2, pero debemos hacer notar eso si que todav́ıa no
sabemos en donde estaŕıa el eje neutro. De (5.20)2 para 1 y 2 tenemos entonces

σx1 = −E1κy, σx2 = −E2κy. (5.21)
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Una pregunta interesante respecto a las expresiones anteriores es: ¿Es continuo
σx en la interface? si no lo es ¿como es posible que sea discontinuo?

Para un corte imaginario respecto a las cargas internas en un extremo ten-
dŕıamos M y en el otro tendŕıamos σx dado por (5.21). Si la viga completa
estaba en equilibrio el trozo también debeŕıa estarlo, de modo que

∑
Fx = 0

debe cumplirse y como resultado

∫

A1

σx1 dA +

∫

A2

σx2 dA = 0,

⇔
∫

A1

E1y dA +

∫

A2

E2y dA = 0,

⇔ E1

∫

A1

y dA + E2

∫

A2

y dA = 0. (5.22)

La ecuación (5.22) nos permite encontrar la posición del eje neutro para la
sección compuesta (ver (5.4) para la viga hecha de un material). Siguiendo
un método similar al mostrado para llegar a (5.5) de (5.22) se puede obtener
la forma alternativa para obtener la posición del eje neutro ȳ desde la parte
inferior de 2

ȳ =
E1

∫
A1

y′ dA + E2

∫
A2

y′ dA

E1A1 + E2A2
. (5.23)

Respecto al equilibrio al momentum angular de
∑

Mz = 0 y de (5.21) ten-
emos

M = −
∫

A1

σx1y dA −
∫

A2

σx2y dA,

= κ

(
E1

∫

A1

y2 dA + E2

∫

A2

y2 dA

)
. (5.24)

Si se define12 I1 =
∫

A1
y2 dA y I2 =

∫
A2

y2 dA, de (5.24) se llega a

M = κ(E1I1 + E2I2), (5.25)

por lo que

κ =
M

E1I1 + E2I2
, (5.26)

luego en (5.21) finalmente se obtiene

σx1 = − E1My

(E1I1 + E2I2)
, σx2 = − E2My

(E1I1 + E2I2)
. (5.27)

12Es necesario hacer notar aqúı que los segundos momentos de área I1 y I2 están siendo
definidos o calculados respecto al eje neutro de la sección completa calculado en (5.23).
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5.1.4. Ejemplo de problema con esfuerzos por flexión

Aqúı aplicaremos algunas de las expresiones obtenidas en las secciones an-
teriores a un problema particular. Para la viga mostrada en el lado izquierdo
de la Figura 5.14 determine la ubicación y el valor máximo (en tracción o com-
presión) del esfuerzo normal debido a flexión. En el lado derecho de la misma
figura tenemos una vista ampliada de la sección de la viga.

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

LLL

F

x

y

A
B

a

b

c

ewo

Figura 5.14: Ejemplo de problema con flexión.

Solución: Ahora a continuación resolveremos el problema en detalle en var-
ios pasos

1. Cálculo de reacciones: Primero es necesario determinar las reacciones
en los puntos de apoyo de la viga, para ello observemos el digrama de
cuerpo libre mostrado en la Figura 5.15. El efecto de la carga uniforme

L

F

x

y

A B

2L

5L/2

woL

Figura 5.15: Ejemplo de problema con flexión. Diagrama de cuerpo libre.

wo se reemplaza por una puntual igual a woL en el centro de su zona de
acción.
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De la misma figura vemos que para efecto del cálculo de las reacciones el
problema es estáticamente determinado.

De
∑

A Mz = 0 tenemos que 2LB − LF − woL
5L
2 = 0 de donde tenemos

B =
1

2

(
F +

5

2
woL

)
. (5.28)

La ecuación
∑

Fx = 0 se satisface simplemente si Ax = 0. Respecto a∑
Fy = 0 es igual a Ay + B = F + woL, y usando (5.28) se tiene

Ay =
1

2

(
F − woL

2

)
. (5.29)

2. Determinación de M : Para determinar σx por flexión es necesario deter-
minar la distribución M = M(x), de la Figura 5.14 vemos que es necesario
considerar tres zonas de corte.

Para un corte hecho entre 0 < x < L tenemos la Figura 5.16.

Q M

x

V

A

Figura 5.16: Cargas internas. Primer corte.

De
∑

Q Mz = 0 se llega a
M = Ayx. (5.30)

El segundo corte se debe hacer en L < x < 2L tenemos la Figura 5.17.

Q M

x

V

A

F

x − L

Figura 5.17: Cargas internas. Segundo corte.
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De
∑

Q Mz = 0 después de algunas manipulaciones se obtiene

M = (Ay − F )x + FL. (5.31)

Para el último tramo se considera 2L < x < 3L y se tiene un diagrama de
cuerpo libre como el mostrado en la Figura 5.18.

Q M

x

V

A

F

x − L

B

wo

x − 2L

Figura 5.18: Cargas internas. Tercer corte.

La densidad de fuerza uniforme wo actuando en la zona de largo x − 2L
se puede reemplazar por una fuerza puntual igual a wo(x − 2L) tal como
se muestra en la Figura 5.19.

Q M

x

V

A

F

x − L

B

wo(x − 2L)

x − 2L

x
2 − L

Figura 5.19: Cargas internas. Tercer corte, fuerzas equivalentes.

164



Haciendo
∑

Q Mz = 0 se tiene que

M = Ayx − F (x − L) + B(x − 2L) − wo(x − 2L)
(x

2
− L

)
. (5.32)

De (5.28), (5.29) y (5.32) es fácil ver que M(3L) = 0.

De (5.30), (5.31) y (5.32) se puede obtener la forma aproximada para la
función M(x) en 0 < x < 3L como se muestra en la Figura 5.20.

L
x

2L 3L

M

Figura 5.20: Gráfico para el momento interno en la viga.

3. Cálculo de las propiedades de área. Cálculo de eje neutro: Para
la sección mostrada en el lado derecho de la Figura 5.14 vamos a calcular
las propiedades de área de la siguiente forma.

Vamos a descomponer la sección en formas simples, en este caso en tres
rectángulos como se muestra en la Figura 5.22. Primero calculemos el eje
neutro de una sección rectangular como se muestra en la Figura 5.21. Para

�����
�����
�����
�����

a

b

y′

dy′

Figura 5.21: Propiedades de área para sección rectangular. Eje neutro.

esta figura tenemos dA = a dy′, luego usando (5.5) tenemos

ȳ =

∫ b

0 y′a dy′

ab
=

ab2

2

ab
=

b

2
, (5.33)
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o sea como esperabamos el eje neutro se ubica en la mitad de la sección
medido desde la base.

Ahora respecto a la sección de nuestro problema mostrada en la Figura
5.22, la hemos separado en tres secciones o partes. Es posible mostrar que

a

b

c

e

1

2

3

Figura 5.22: Propiedades de área para sección completa. Eje neutro

en este caso el eje neutro de la sección completa ȳtot se puede calcular
como13

ȳtot =
ȳ1A1 + ȳ2A2 + ȳ3A3

A1 + A2 + A3
, (5.35)

donde ȳi, i = 1, 2, 3 son los ejes neutros de cada una de las secciones desde
la base común de la sección completa y Ai son las áreas de cada una de
estas secciones.

De la Figura 5.14 es posible ver que

ȳtot =
e2

2 (c − e) + b2

2 e +
(
b − e

2

)
e(a − e)

e(c − e) + eb + e(a − e)
. (5.36)

13La demostración no es dif́ıcil si primero se parte con una sección dividida en dos partes.
Para ello se puede considerar (5.23) con E1 = E2 de donde se llega a

ȳ =

∫
A1

y′ dA +
∫
A2

y′ dA

A1 + A2

.

Pero

ȳ1A1 =

∫

A1

y′ dA, ȳ2A2 =

∫

A2

y′ dA,

donde ȳ1 y ȳ2 son los ejes neutros calculados desde la base común de la sección completa.
Como resultado

ȳ =
ȳ1A1 + ȳ2A1

A1 + A2

.

En un caso general donde el área de una sección se dividiese en n partes tendŕıamos

ȳ =

∑n
i=1

ȳiAi∑n
i=1

Ai

. (5.34)
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4. Cálculo de propiedades de área. Segundo momento de área: En
nuestro caso de la Figura 5.22 tenemos tres áreas Ai con A1∪A2∪A3 = A
donde A seŕıa el área total y Ai ∩ Aj = Ø si i 6= j, luego usando la
propiedad ∫

A1∪A2∪A3=A

f(y) dA =

3∑

i=1

∫

Ai

f(y) dA,

para el segundo momento de área de la sección completa tendŕıamos

Iztot
=

∫

A

y2 dA =

3∑

i=1

∫

Ai

y2 dA = Īz1 + Īz2 + Īz3 , (5.37)

en donde y ahora se define con un origen en el punto ȳtot de (5.35), en
tanto que

Īzi
=

∫

Ai

y2 dA, i = 1, 2, 3 (5.38)

seŕıan los segundos momentos de área de cada una de las secciones por
separado respecto al eje neutro.

Calculemos Iz para una sección rectángular respecto a tu propio eje neutro.
De (5.7) y (5.33) tenemos, usando como apoyo la Figura 5.23, que

Iz =

∫

A

y2 dA = 2

∫ b/2

0

y2a dy =
ab3

12
. (5.39)

����������

a

b
y

dy

ȳ
Eje neutro

Figura 5.23: Propiedades de área para sección rectangular. Segundo momento
de área.

Calculemos la misma integral respecto a un eje paralelo separado una
distancia δ respecto al eje neutro, a esta integral lo denominaremos Īz ,
luego tenemos

Īz =

∫

A

(y + δ)2 dA =

∫

A

y2 dA + 2δ

∫

A

y dA

︸ ︷︷ ︸
=0

+δ2

∫

A

dA

︸ ︷︷ ︸
=A

,
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en donde se ha usado la propiedad (5.4), luego como resultado final

Īz = Iz + δ2A. (5.40)

O sea el segundo momento de inercia respecto a un punto distinto al eje
neutro es el momento de inercia calculado respecto a su propio eje más la
distancia al cuadrado por el área de la sección.

Para nuestro problema de las Figuras 5.22 y 5.14 y de (5.39) tenemos que

Iz1 = (c − e)
e3

12
, Iz2 =

eb3

12
, Iz3 = (a − e)

e3

12
, (5.41)

pero de (5.40) y (5.35) tenemos que

Īz1 = Iz1 + e(c − e)
(
ȳtot −

e

2

)2

, (5.42)

Īz2 = Iz2 + eb

(
b

2
− ȳtot

)2

, (5.43)

Īz3 = Iz3 + e(a − e)
(
b − e

2
− ȳtot

)2

, (5.44)

y de (5.37) tenemos que14

Iztot
= Īz1 + Īz2 + Īz3 . (5.46)

5. Cálculo del máximo para el esfuerzo normal por flexión: Con todos
los resultados anteriores ahora finalmente vamos a responder la pregunta
inicial.

Primero de la Figura (5.20) vamos a obtener el máximo (absoluto) para
M(x), a este máximo lo llamaremos Mmax y se ubicaŕıa en algún punto
xmax. Este valor puede ser positivo o negativo, luego de (5.9) y (5.46)
tenemos

σxmax
= −Mmax

Iztot

ymax, (5.47)

en donde de la Figura 5.14 tenemos también que determinar la máxima
distancia desde el eje neutro a los extremos de la sección. Es posible ver
que si a < c tenemos que ȳtot < b/2 de modo que ymax = b− ȳtot, o sea el
máximo se produciŕıa en la parte superior de la aleta 3.

14Es posible ver que en un caso general en donde la sección se ha descompuesto en n partes
tendŕıamos

Iztot =
n∑

i=1

Īzi . (5.45)
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5.1.5. Ejercicios

1. En la Figura (lado derecho) tenemos la vista lateral de una viga hecha de
dos materiales bajo el efecto de una fuerza uniforme wo y una puntual F .
En el lado izquierdo tenemos una vista de la sección de la viga (ampliada
para ver mejor los detalles) en donde se puede apreciar los dos materiales,
los cuales están perfectamente pegados.

L

L/2

wo

F

L/4

h

e

b

h/2

1

2

Figura 5.24: Viga doble en flexión.

Determine el máximo valor para el esfuerzo σx y su ubicación.

Datos: E1 = 170GPa, E2 = 100GPa, L = 2m, h = 10cm, e = 3cm,
b = 10cm, wo = 10kN/m, F = 25kN.
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5.2. Deflexion en vigas

5.2.1. Resumen de ecuaciones

Para una viga bajo la acción de una carga distribúıda w(x) de (3.15) y (3.16)
teńıamos las relaciones

dV

dx
= w(x),

dM

dx
= −V (x) ⇒ d2M

dx2
= −w(x), (5.48)

en tanto de (5.14) y (5.12) teńıamos

θ ≈ dŷ

dx
,

dθ

dx
=

M

EIz
, (5.49)

luego de (5.48) y (5.49) esto implica que

d2ŷ

dx2
=

M

EIz
⇒ d3ŷ

dx3
= − V

EIz
⇒ d4ŷ

dx4
= −w(x)

EIz
, (5.50)

donde

w(x) : es la carga aplicada (apuntando hacia abajo se considera positiva),

V (x) : es la fuerza interna de corte,

M(x) : es el momento interno de corte,

θ(x) : es el ángulo de deflexión,

ŷ(x) : es la deflexión de la viga.

Es la ecuación (5.50)3 la que resolveremos para obtener ŷ(x) conociendo
w(x), E e Iz .

5.2.2. Primer ejemplo

En esta sección vamos a intentar resolver un primer ejemplo de forma directa
usando (5.50)3, para ello considerémos la viga mostrada en la Figura 5.25, la
cual está sometida a una carga uniforme wo en solo una parte de su longitud.
Se asume que E e Iz son constantes y conocidos. Determine la deflexión ŷ.

A B

L/2L/2

C

x

y
1 2

wo

Figura 5.25: Ejemplo de cálculo de deflexiones sin el uso de distribuciones.
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Vamos a usar (5.50)3 para obtener la deflexión, luego debido a la forma de
la carga externa tendŕıamos que resolver

d4ŷ

dx4
= − 1

EIz

{
0, 0 < x < L/2
w0, L/2 < x < L

.

Si definimos ŷ−(x) = ŷ(x) si 0 < x < L/2 y ŷ+(x) = ŷ(x) si L/2 < x < L, el
problema anterior consiste en resolver dos ecuaciones

d4ŷ−

dx4
= 0 si 0 < x < L/2,

d4ŷ+

dx4
= − wo

EIz
si L/2 < x < L, (5.51)

con condiciones de borde y compatibilidad que discutiremos después.
Las soluciones de estas ecuaciones son

ŷ−(x) = α0 + α1x + α2x
2 + α3x

3, (5.52)

ŷ+(x) = β0 + β1x + β2x
2 + β3x

3 − 1

24

wo

EIz
x4, (5.53)

donde αi, βi, i = 0, 1, 2, 3 son constantes.
Ahora discutiremos en más detalle las condiciones de borde y compatibilidad.

Debido a la presencia de los apoyos en A y B de la Figura 5.25 podemos ver
que

ŷ−(0) = 0, ŷ+(L) = 0. (5.54)

Adémas estos apoyos no generan oposición a la rotación, luego el momento
interno en esos puntos es cero, de modo que

d2ŷ−

dx2

∣∣∣∣
x=0

= 0,
d2ŷ+

dx2

∣∣∣∣
x=L

= 0. (5.55)

Para el punto C de la Figura 5.25 vamos a asumir que las siguientes condiciones
de compatibilidad deben se cumplidas

ŷ−(L/2) = ŷ+(L/2),
dŷ−

dx

∣∣∣∣
x=L/2

=
d2ŷ+

dx2

∣∣∣∣
x=L/2

, (5.56)

d2ŷ−

dx2

∣∣∣∣
x=L/2

=
d2ŷ+

dx2

∣∣∣∣
x=L/2

,
d3ŷ−

dx3

∣∣∣∣
x=L/2

=
d3ŷ−

dx3

∣∣∣∣
x=L/2

. (5.57)

Ahora explicaremos el significado de estas condiciones de compatiblidad:

La condición (5.56)1 significaŕıa simplemente que la viga al deformarse
seguiŕıa siendo continua, es decir no se rompe.

La condición (5.56)2 implicaŕıa que el ángulo θ seŕıa continuo, lo que
es correcto, puesto que si no lo es, estaŕıamos en presencia de una viga
continua pero mostrando una ‘esquina’ aguda, lo que es contrario a los
supuestos usados aqúı, en el sentido de que las deformaciones se asumieron
pequeñas.
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De un análisis directo por medio de cortes imaginarios es posible ver que
en este problema M(x) es una función continua, en particular en el punto
x = L/2, de modo que de (5.50)1 eso implicaŕıa la condición (5.57)1.

Finalmente, del mismo análisis con los cortes imaginarios es también posi-
ble probar que V (x) es continua15, luego de (5.50)2 eso implicaŕıa la condi-
ción (5.57)2.

Las 8 condiciones de borde y compatibilidad (5.54)-(5.57) serviŕıan para
encontrar las 8 constantes αi, βi, i = 0, 1, 2, 3, lo que requeriŕıa resolver un
sistema de 8 ecuaciones algebraicas lineales, que en general no es muy práctico.
El problema principal de esta forma de solucionar (5.50)2 es que debimos dividir
la ecuación original en dos partes, surgiendo las 4 condiciones de compatibilidad
(5.56), (5.57). En la siguiente sección estudiaremos de manera breve un tipo más
general de función, llamadas distribuciones o funciones generalizadas, que nos
permitira solucionar este tipo de problemas de una forma más práctica.

5.2.3. Distribuciones o funciones especiales

Considerémos la Figura 5.26 en donde tenemos la representación gráfica de
una función que llamaremos g(x) y que tiene una valor constante igual a 1/e en
una zona de largo e alrededor de un punto x = a. La integral de esta función

x0 x1a

1
e

x

y

a − e
2

a + e
2

Figura 5.26: Aproximación para la distribución de Dirac.

en un intervalo que contiene a este punto es igual a
∫ x1

x0

g(x) dx =

∫ a+e/2

a−e/2

1

e
dx =

1

e
e = 1 si x0 ≤ a − e

2
, x1 ≥ a +

e

2
. (5.58)

Si F es una constante, es fácil demostrar que
∫ x1

x0

Fg(x) dx = F. (5.59)

15Veremos más adelante que V (x) no es continua cuando aparecen fuerzas externas pun-
tuales.
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Tenemos que (5.58) y (5.59) se cumplen para cualquier e, en particular para
e → 0,. Para ese caso particular la función g(x) la denotamos como δ(x − a)
donde16 δ es llamada la ‘función’ delta de Dirac17.

Es posible ver de la Figura 5.26 que Fδ(x − a) vendŕıa a representar una
fuerza F actuando en una zona muy pequeña alrededor de a, y de (5.59), (2.17)
tenemos que

∫ x1

x0
Fδ(x − a) dx = F , o sea la fuerza puntual equivalente seŕıa

igual a F , o estaŕıa actuando en el punto a en el ĺımite e → 0.
Calculemos ahora la integral indefinida de δ(x−a), de su definición tenemos

∫
δ(x − a) dx =

∫ x

0

δ(ξ − a) dξ =

{
0, si x < a − e

2 ,
1, si x ≥ a + e

2

,

para e → 0. Si definimos la función escalón unitario r(x − a) como

r(x − a) =

{
0, si x < a,
1, si x ≥ a

(5.60)

tenemos que ∫
δ(x − a) dx = r(x − a). (5.61)

En la Figura 5.27 tenemos una representación gráfica de esta función.

a

1

x

y

Figura 5.27: Distribución escalón unitario.

Vamos ahora a mostrar otros resultados útiles
∫

r(x − a) dx =

∫ x

0

r(ξ − a) dξ =

{
0, si x < a,∫ x

a (ξ − a) dξ, si x ≥ a
,

=

{
0, si x < a,
(x − a), si x ≥ a

= (x − a)r(x − a). (5.62)

16Hay varias otras formas alternativas para definir esta función delta de Dirac, por ejemplo,
a través del uso de una función Gausiana, pero no veremos esto en detalle en este texto.

17En realidad δ(x−a) no es una función en el sentido usual de la palabra, pues en particular
no se puede evaluar de forma directa en x = a, pero la propiedad (5.58) es siempre válida, y
por tanto se define en realidad como distribución o función generalizada.
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Los siguientes resultados se pueden obtener de la misma forma

∫
(x − a)r(x − a) dx =

1

2
(x − a)2r(x − a), (5.63)

∫
1

2
(x − a)2r(x − a) dx =

1

6
(x − a)3r(x − a). (5.64)

5.2.4. Ejemplos con el uso de distribuciones

En esta sección resolveremos (5.50)3 usando las distribuciones y resultados
definidos y mostrados en la sección anterior.

1. Resolveremos primero el problema mostrado en la Sección 5.2.2. De la
Figura 5.25 y de las definiciones anteriores de (5.50)3 usando la función
escalón unitario tenemos que resolver

d4ŷ

dx4
= − wo

EIz
r(x − L/2), (5.65)

luego integrando dos veces usando (5.62), (5.63) tenemos

d2ŷ

dx2
= − wo

2EIz
(x − L/2)2r(x − L/2) + α3x + α2, (5.66)

e integrando dos veces más se obtiene finalmente

ŷ(x) = − wo

24EIz
(x−L/2)4r(x−L/2)+

α3

6
x3 +

α2

2
x2 + α1x + α0. (5.67)

Ahora tenemos una sola solución y 4 constantes, que se pueden encontrar
de las 4 condiciones de borde (5.54), (5.55)

ŷ(0) = 0, ŷ(L) = 0,
d2ŷ

dx2

∣∣∣∣
0

= 0,
d2ŷ

dx2

∣∣∣∣
L

= 0. (5.68)

Usando (5.68)3 se tiene que α2 = 0 y usando (5.68)1 se tiene que α0 = 0.
Por otra parte de (5.68)4 tenemos que α3 = woL

8EIz
, y finalmente con (5.68)2

y los resultados anteriores se tiene α1 =
(

1
8 − 1

384

)
woL3

EIz
, de modo que

tenemos la solución completa del problema.

2. Para la viga mostrada en la Figura 5.28, la cual está sometida a una fuerza
puntual y está empotrada en su extremo izquierdo, determine la deflexión
ŷ(x).

Solución: La fuerza puntual F se puede representar como distribución de
la forma Fδ(x − a), luego de (5.50)3 tenemos que resolver

d4ŷ

dx4
= − F

EIz
δ(x − a),
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a

F

x

y

L

B

Figura 5.28: Ejemplo de cálculo de deflexiones.

y con el uso de (5.61), (5.62) integrando dos veces tenemos

d2ŷ

dx2
= − F

EIz
(x − a)r(x − a) + α3x + α2. (5.69)

Luego

dŷ

dx
= − F

2EIz
(x − a)2r(x − a) +

α3

2
x2 + α2x + α1, (5.70)

de modo que finalmente se llega a

ŷ(x) = − F

6EIz
(x − a)3r(x − a) +

α3

6
x3 +

α2

2
x2 + α1x + α0. (5.71)

Respecto a las condiciones de borde en este problema, en el apoyo del lado
derecho tenemos

ŷ(L) = 0,
d2ŷ

dx2

∣∣∣∣
L

= 0, (5.72)

en donde esta última condición significa simplemente que el tipo de apoyo
de rodillo deja a la viga libre de rotar en ese punto, o sea que el momento
interno ah́ı seŕıa cero y de (5.50)1 se obtendŕıa dicha condición.

Respecto al extremo izquierdo, como este está empotrado tenemos las
condiciones

ŷ(0) = 0,
dŷ

dx

∣∣∣∣
0

= 0, (5.73)

donde esta última condición viene de (5.49)1, en donde para un punto
empotrado la viga se asume no podŕıa sufrir rotación, de modo que θ = 0.
Nótese que en este extremo izquierdo el momento interno en x = 0 no
es necesariamente cero y que en realidad tendŕıa el valor (es necesario
estudiar en detalle el signo) del momento puro de reacción de la pared
sobre la viga en ese punto.
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El uso de (5.70) en (5.73)2 implicaŕıa que α1 = 0 y de (5.71) en (5.73)1
implicaŕıa que α0 = 0. Por otra parte de (5.70) y (5.71) en (5.72) tenemos
que

− F

EIz
(L − a) + α3L + α2 = 0, − F

6EIz
(L − a)3 +

α3

6
L3 +

α2

2
L2 = 0,

de donde se puede facilmente despejar α2 y α3.

3. Para la viga mostrada en la Figura 5.29 use la deflexión para determinar
las reacciones de los soportes A, B y C sobre la viga.

a1

F1

x

y

L1

B
A C

a2

L2

F2

Figura 5.29: Ejemplo de cálculo de deflexiones.

Solución: Para entender la pregunta primero es necesario hacer un dia-
grama de cuerpo libre de toda la viga, tal como se muestra en la Figura
5.30.

F1

BA C

F2

Figura 5.30: Ejemplo de cálculo de deflexiones. Diagrama de cuerpo libre.

Este es un problema plano en donde solo tenemos fuerzas en el sentido
vertical y, luego solo tenemos dos ecuaciones para encontrar las incógnitas
A, B y C

∑
Fy = 0 ⇔ A + B + C = F1 + F2, (5.74)

∑

A

Mz = 0 ⇔ BL1 + C(L1 + L2) = F1a1 + F2(L1 + a2). (5.75)
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Podemos ver entonces que este es un problema hiperestático, en donde no
podemos encontrar de manera única las reacciones en los soportes solo con
el uso de las ecuaciones de equilibrio.

Es aqúı en donde podemos hacer uso de la deflexión ŷ(x), hay varias man-
eras equivalentes de resolver el problema con esta función, mostraremos
aqúı uno de esos métodos. Primero, en lugar de resolver (5.50)3 usando
la Figura 5.30, vamos a resolver el problema con la Figura 5.31, en donde
tenemos una representación ‘alternativa’ del problema. Aqúı los soportes

F1

B

ŷ(0) = 0
d2ŷ
dx2

∣∣∣
x=0

= 0

ŷ(L1 + L2) = 0
d2ŷ
dx2

∣∣∣
x=L1+L2

= 0

F2

ŷ(L1) = 0

x

y

Figura 5.31: Ejemplo de cálculo de deflexiones. Diagrama de cuerpo libre con
condiciones de borde para el desplazamiento en los soportes.

A y C han sido reemplazados por las condiciones de borde (en ŷ y sus
derivadas) que estos soportes generan. Por otra parte, la fuerza de reac-
ción (no conocida) en B se coloca como fuerza externa, y se pide como
condición adicional que el desplazamiento o deflexión en ese punto sea
cero. Es esta condición adicional sobre el desplazamiento la que nos da la
ecuación faltante para encontrar en este caso la fuerza B. Una vez que se
conoce B, usando (5.74), (5.75) se pueden obtener A y C.

Con F1, F2 y B como fuerzas externas, de (5.50)3 tenemos ahora que
resolver

d4ŷ

dx4
= − 1

EIz
[F1δ(x − a1) − Bδ(x − L1) + F2δ(x − L1 − a2)].

Integrando dos veces tenemos

d2ŷ

dx2
= − 1

EIz
[F1(x − a1)r(x − a1) − B(x − L1)r(x − L1)

+F2(x − L1 − a2)r(x − L1 − a2)] + α3x + α2, (5.76)
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e integrando dos veces más se llega finalmente a

ŷ(x) = − 1

6EIz
[F1(x − a1)

3r(x − a1) − B(x − L1)
3r(x − L1)

+F2(x − L1 − a2)
3r(x − L1 − a2)] +

α3

6
x3 +

α2

2
x2

+α1x + α0, (5.77)

Usando las condiciones de borde mostradas en A y C en la Figura 5.31

con (5.76) y (5.77) tenemos que de ŷ(0) = 0, d2ŷ
dx2

∣∣∣
0

= 0 y d2ŷ
dx2

∣∣∣
L1+L2

= 0

se obtiene que

α0 = 0, α2 = 0, α3 =
1

EIz(L1 + L2)
[F1(L1+L2−a1)−BL2+F2(L2−a2)],

en tanto que de ŷ(L1 + L2) = 0 obtendŕıamos otra ecuación, en este caso
para α1, que al igual que α3, también dependeŕıa entre otras variables de
B.

Con estos valores de αi, i = 0, 1, 2, 3 reemplazando en (5.77) y usan-
do ŷ(L1) = 0 tendŕıamos finalmente una ecuación algebraica lineal para
obtener B.

4. Para la viga empotrada en sus dos extremos mostrada en la Figura 5.32
use la deflexión para determinar las reacciones en A y B.

F

BA

a

L

x

y

Figura 5.32: Ejemplo de cálculo de deflexiones.

Solución: Este problema es muy similar al anterior, en el sentido que es
un problema hiperestático que requiere el uso de la deflexión ŷ(x) para
determinar de manera única todas las reacciones. Para ver esto consid-
erémos el diagrama de cuerpo libre de toda la viga mostrado en la Figura
5.33.

En A y B debido al empotramiento y a que las cargas externas solo tienen
componente en el sentido vertical, tenemos dos reacciones: una fuerza y
un momento de reacción. La viga debe estar en equilibrio luego

∑
Fy = 0 A + B = F, (5.78)

∑

A

Mz = 0 BL + MB = Fa + MA. (5.79)
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F

BA

a

L

MA MB

Figura 5.33: Ejemplo de cálculo de deflexiones. Diagrama de cuerpo libre

Tenemos entonces 2 ecuaciones y 4 incógnitas A, MA, B y MB.

La forma de solucionar este problema es mucho más simple que el caso
anterior. Para ello vamos a obtener ŷ(x) resolviendo (5.50)3 con condi-
ciones de borde adecuadas, para luego con la solución y (5.50)1 obtener,
por ejemplo, M evaluado en x = 0 y x = L, con lo que MA y MB seŕıan
conocidos y por tanto de (5.78), (5.79) obtendŕıamos A y B.

En este problema, de la Figura 5.32 y de (5.50)3 tenemos que resolver

d4ŷ

dx4
= − F

EIz
δ(x − a).

Integrando tres veces tenemos

dŷ

dx
= − F

2EIz
(x − a)2r(x − a) +

α3

2
x2 + α2x + α1, (5.80)

de donde se obtiene

ŷ(x) = − F

6EIz
(x − a)3r(x − a) +

α3

6
x3 +

α2

2
x2 + α1x + α0. (5.81)

Respecto a las condiciones de borde, como en A y B la viga está empotrada
de (5.49)1 esto implica que

ŷ(0) = 0, ŷ(L) = 0,
dŷ

dx

∣∣∣∣
0

= 0,
dŷ

dx

∣∣∣∣
L

= 0, (5.82)

luego de (5.80) y (5.81) tenemos

α0 = 0, α1 = 0, α2 =
F

2EIz

(L − a)2

L
− α3

L

2
, (5.83)

y

α3 = − 2F

EIz
(L − a)3 +

3F

EIz
L(L − a)2. (5.84)

De (5.50)1 tenemos que M(x) = EIz
d2ŷ
dx2 . Para encontrar la relación entre

el momento interno y los momentos de reacción MA y MB veamos la
Figura 5.34.
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MA

BA

(a)

VVV

MM
M

d
d

(b)

MB

Figura 5.34: Ejemplo de cálculo de deflexiones. Condiciones de borde en los
extremos.

En esta figura tenemos en el lado izquierdo un corte imaginario hecho
muy cerca del punto x = 0. En dicho corte imaginario vemos en un lado el
momento interno M y en el otro el momento de reacción MA. Podemos ver

que cuando la distancia d es tal que d → 0 tenemos que MA = EIz
d2ŷ
dx2

∣∣∣
0
.

Por otro lado en la parte derecha de la figura tenemos otro corte imaginario
cerca del punto x = L. En un lado tenemos el resto de la viga y en el otro
tenemos el extremo cercano a x = L. Por acción y reacción en el lado que
está cercano a x = L el momento interno apunta en el sentido opuesto a
su definición usual, de modo que por la orientación que le habiamos dado

a MB tenemos MB = EIz
d2ŷ
dx2

∣∣∣
L
.

De (5.81), (5.50)1 y de las observaciones anteriores tenemos que

MA = α2EIz , MB = −F (L − a) + EIzα3L + EIzα2, (5.85)

donde α2 y α3 ya se hab́ıan calculado en (5.83), (5.84), de modo que ahora
conocemos completamente MA y MB y de (5.78), (5.79) podemos despejar

B =
1

L
(Fa − MB − MA), A = F − B. (5.86)

5. La viga mostrada en la Figura 5.35 está sometida a un momento puro C en
un punto a una distancia a del extremo izquierdo de la misma. Determine
la deflexión ŷ(x) para este problema.

Solución: En este problema no podemos resolver (5.50)3 para toda la viga
como hab́ıamos hecho para los problemas anteriores. Del diagrama para
el momento interno M(x) es posible ver que esta función en realidad es
discontinua, y por lo tanto la segunda y las derivadas de order mayor son
también funciones discontinuas en x = a, por lo que si queremos obtener la
deflexión usando (5.50)3, tenemos que resolver esta ecuación por tramos,
tal como lo hab́ıamos hecho en la Sección 5.2.2.
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x

B

A

(a)

y

L

C

Figura 5.35: Ejemplo de cálculo de deflexiones.

Vamos a demostrar primero que M(x) es discontinuo, para ello calculare-
mos las reacciones en A y B. De

∑
A Mz = 0 y

∑
Fy = 0 tenemos

A =
C

L
, B = −C

L
. (5.87)

Si hacemos un primer corte en el tramo 0 < x < a, como el mostrado en
la Figura 5.36, de

∑
Mz = 0 obtenemos

M = Ax =
Cx

L
. (5.88)

x

M

A V

Figura 5.36: Ejemplo de cálculo de deflexiones. Primer corte.

Si hacemos un segundo corte imaginario para el tramo a < x < L tenemos
un diagrama de cuerpo libre como el mostrado en la Figura 5.37 y de∑

Mz = 0 obtenemos

M = Ax − C = C
( x

L
− 1
)

. (5.89)

Con (5.88) y (5.89) es posible ver que el comportamiento de M(x) es
discontinuo en x = a tal como se muestra en la Figura 5.38.

En vez de usar (5.50)3 para obtener ŷ(x), como ya conocemos M(x) pode-
mos en su lugar usar (5.50)1 para obtener la deflexión. La ventaja es que
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x

M

A

V

x − a

C

Figura 5.37: Ejemplo de cálculo de deflexiones. Segundo corte.

x

M

a L

Ca
L

C
(

a
L − 1

)

Figura 5.38: Diagrama para M(x).

son menos las constantes que se deben obtener con las condiciones de
borde y compatibilidad. De (5.50)1, (5.88) y (5.89) debemos solucionar

d2ŷ

dx2
=

1

EIz

{
Cx
L , si 0 < x < a

C
(

x
L − 1

)
, si a < x < L

.

Al igual que en la Sección 5.2.2 podemos definir ŷ−(x) como ŷ(x) para
0 < x < a y ŷ+(x) como ŷ(x) para a < x < L, luego debemos resolver

d2ŷ−

dx2
=

1

EIz

Cx

L
,

d2ŷ+

dx2
=

1

EIz
C
( x

L
− 1
)

.

Integrando una vez tenemos

dŷ−

dx
=

1

2EIz

Cx2

L
+ α1,

dŷ+

dx
=

L

2EIz
C
( x

L
− 1
)2

+ β1 (5.90)

de donde obtenemos finalmente

ŷ−(x) =
1

6EIz

Cx3

L
+ α1x + α0, ŷ+(x) =

L

6EIz
C
( x

L
− 1
)3

+ β1x + β0.

(5.91)
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Tenemos 4 constantes que buscar α0, α1, β0 y β1. De la Figura 5.35 ten-
emos las condiciones de borde para los apoyos18 A y B

ŷ−(0) = 0, ŷ+(L) = 0, (5.92)

y como condición de compatibilidad en x = a tenemos

ŷ−(a) = ŷ+(a),
dŷ−

dx

∣∣∣∣
a

=
dŷ+

dx

∣∣∣∣
a

, (5.93)

luego de (5.90) y (5.91) con (5.92) y (5.93) podemos obtener las 4 con-
stantes, lo que se deja como ejercicio para el lector.

18Nótense que no consideramos la condición momento igual a cero en dichos puntos (rela-
cionados con la segunda derivada), puesto que esta condición ya se cumple con M(x) de (5.88)
y (5.89). Esto ocurre porque en este problema como paso previo debimos calcular el momento
interno, no como en los problemas anteriores en donde M(x) es una cantidad que aparećıa de
manera impĺıcita en los cálculos.
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5.2.5. Ejercicios

1. La viga ACB de la Figura 5.39 (lado izquierdo) cuelga de dos resortes.
Los resortes tienen rigideces k1, k2. La sección de la viga se muestra en el
lado derecho de la figura en forma ampliada.

a) Determine las propiedades de área de la viga.

b) ¿Cual es el desplazamiento hacia abajo del punto C cuando se aplica
P?

c) ¿Cual es el máximo esfuerzo normal por flexión en la viga y donde
se ubica este esfuerzo?

(Se debe despreciar el peso de la viga)

A B
C

L/2L/2

P

k1 k2

h

b

r

Figura 5.39: Viga sujeta a resortes.

Datos:

L = 6m, k1 = 300kN/m, k2 = 170kN/m, E = 190GPa,

h = 10cm, b = 15cm, r = 5cm, P = 5000N.

2. La viga de la Figura 5.40 se encuentra apoyada en tres soportes flexibles,
donde estos tres soportes se pueden modelar como resortes de constante
k = 1000[N/mm]. La viga está bajo la acción de una fuerza uniforme
w0 = 1000N/m y su sección se muestra en el lado derecho de la figura (de
forma ampliada). Determine las reacciones en los soportes.

Datos:

L = 1[m], a = 5[cm], d = 3[cm], b = 8[cm], h = 9[cm], E = 190[GPa].

3. La Figura 5.41 muestra dos vigas de sección circular y largo L las cuales
están empotradas en sus extremos izquierdos. La viga inferior está someti-
da a una fuerza puntual P y está conectada a traves de un cable de
diámetro dc a una polea ŕıgida, la que está pegada a la viga superior.
Determine la fuerza que se transmitiŕıa a traves del cable a la polea. Las
vigas y el cable tiene un módulo de Young de E, en tanto que las dos vigas
tiene además un módulo de corte G.
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LL

C

w0

a

b

d
h

Vista ampliada sección

Figura 5.40: Viga con tres soportes.

L

Hd

d
D

Polea

Cable

P

Figura 5.41: Dos vigas ciĺındricas unidas por un cable.

Datos: L =3m, H =1.6m, D = 30cm, d = 10cm, E = 210GPa, G =
70GPa, dc =0.8cm.
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Caṕıtulo 6

Corte en vigas

En el caṕıtulo anterior hemos estudiado en detalle el fenómeno de flexión y
deflexión en vigas, en donde en particular desarrollamos métodos aproximados
para obtener distribuciones de esfuerzos normales debido a la presencia de mo-
mentos internos M(x) en una viga unidimensional. En ese caṕıtulo despreciamos
otras componentes del tensor de esfuerzos.

En este caṕıtulo volveremos al problema de la viga bajo la acción de fuerzas
externas, tal como se muestra en el lado izquierdo de la Figura 6.1, pero ahora
nos interesaremos en un fenómeno adicional que ocurre en este tipo de proble-
mas, que es la presencia de esfuerzos de corte.

x
M

(a)

F
V

(b)

Provoca
distribución de
esfuerzo de corte

Provoca
compresión
y tracción

y

Figura 6.1: (a) Viga bajo el efecto de una fuerza externa. (b) Detalle que muestra
un corte imaginario con las cargas internas V y M y los ‘efectos’ que estas cargas
generaŕıan.

En la Figura 6.1 en el lado derecho tenemos un esquema que nos muestra
un corte imaginario con los dos tipos de cargas más importantes a considerar1.

1En la Figura 6.1 en la vista del corte imaginario debeŕıamos agregar también la fuerza
horizontal H, sin embargo por simplicidad no la inclúımos. Esta fuerza es importante al
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El momento interno M ya lo hemos asociado a los esfuerzos normales σx por
flexión (ver Ecuación (5.9) y Figura 6.2), lo que exploraremos ahora en este
caṕıtulo son los esfuerzos que la fuerza interna de corte V podŕıa generar.

σx Causado por M

Figura 6.2: Distribucion de esfuerzo normal causado por M .

6.1. Corte en vigas de sección rectangular

Por simplicidad comenzaremos estudiando uno de los casos más simples que
corresponde a una viga de sección rectangular, tal como se muestra en las Fig-
uras 6.3 y 6.4. En la Figura 6.3 tenemos una vista lateral de la viga completa

x

y

w(x)

Figura 6.3: Viga bajo la acción de una fuerza externa.

bajo la acción de algún tipo de carga arbitraria w(x). Debemos poner especial
atención a la disposición de los ejes coordenados x, y. En la Figura 6.4 tenemos

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
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z

y

b

h

Figura 6.4: Seccion rectangular.

momento de determinar esfuerzos normales uniformes por tracción/compresión pura. En el
Caṕıtulo 9 veremos esquemas con vigas considerando todas las cargas internas.
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una vista ampliada de la sección de la viga, la cual tiene lados b, h, en el plano
y − z.

Considerémos ahora las ecuaciones de equilibrio para el caso plano (3.31),
(3.32)

∂τxx

∂x
+

∂τxy

∂y
= 0,

∂τxy

∂x
+

∂τyy

∂y
= 0,

las cuales si se usa la notación σx = τxx, σy = τyy quedan como

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
= 0, (6.1)

∂τxy

∂x
+

∂σy

∂y
= 0. (6.2)

Vamos a solucionar de forma aproximada (6.1) y (6.2). Lo primero que hare-
mos es asumir que σy ≈ 0. Por otra parte de la teoŕıa de flexión (ver (5.9))
teńıamos que

σx = −M(x)

Iz
y,

por lo que
∂σx

∂x
= −dM

dx

y

Iz
. (6.3)

Reemplazando (6.3) en (6.1) tenemos que

∂τxy

∂y
=

dM

dx

y

Iz
. (6.4)

Pero de (3.16) teńıamos dM
dx = −V (x), como resultado de la ecuación anterior

obtenemos
∂τxy

∂y
= −V (x)

y

Iz
, (6.5)

por lo que si integramos en y se llega a2

τxy = −V (x)

2Iz
y2 + co. (6.6)

Podemos ver que (6.6) solo seŕıa solución de (6.1), y que (6.2) en general no
es satisfecha, por ese motivo se indicó previamente que aqúı buscaŕıamos solo
una solución aproximada de (6.1) y (6.2).

Para encontrar co haremos uso de la Figura 6.5. En dicha figura (lado izquierdo

2La Ecuación (6.1) es en realidad una ecuación en derivadas parciales, de modo que co en
general no seŕıa una constante, sino más bien una función de x, es decir co = co(x).
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z

y

y

x

h

τxy

τxy

τxy

τxy

τxy

Se asume no hay
esfuerzos de
corte en la
superficie de la viga

Figura 6.5: Distribución de esfuerzos de corte para la viga de sección rectangular
y condiciones de borde para el esfuerzo.

inferior) podemos ver la viga con un corte imaginario y en su centro la compo-
nente τxy tal como debeŕıa ser dibujada en dicha superficie de corte. El tensor
de esfuerzos es simétrico, de modo que τyx = τxy y por lo tanto para una vista
lateral (en el plano x − y) de un cubo diferencial tendŕıamos algo como los
mostrado en la misma figura en la parte superior izquierda. Si dibujamos ahora
el esfuerzo de corte justo en y = h/2 tendŕıamos algo como lo mostrado en la
figura de la derecha, en donde tenemos una representación o vista lateral de la
viga en el plano x− y. Debemos recordar ahora que originalmente sobre la viga
solo se aplicaba w(x), que era una distribución de fuerza normal en la dirección
y, o sea en la viga en la superficie y = h/2 no habia ningún tipo de carga externa
de corte, de modo para ese punto τxy = 0, o sea

τxy(h/2) = 0, (6.7)

lo que de (6.6) implica que3

co =
V (x)

8Iz
h2, (6.8)

por lo que de (6.6) tenemos finalmente que4

τxy =
V (x)

2Iz

(
h2

4
− y2

)
. (6.9)

3En este resultado podemos apreciar que efectivamente co depende de x puesto que V =
V (x).

4En algunos textos esta formula puede aparecer con un signo menos, lo que proviene de la
convención para el sentido de la carga interna V (x).
En el Caṕıtulo 9 veremos que en general en problemas con vigas bajo la acción de fuerzas
externas w(x) la magnitud de los esfuerzos de corte τxy debido a las fuerzas internas de corte
V (x) puede ser de uno o más ordenes de magnitud inferior a los esfuerzos normales por flexión
σx. Esto es en particular cierto para vigas ‘largas’ en comparación a h y b.
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Podemos verificar que τxy(−h/2) = 0, lo que es correcto puesto que en la
superficie inferior y = −h/2 tampoco hay carga externa de corte.

Finalmente debemos recordar de (5.39) que para este tipo de sección Iz =
bh3

12 , por lo que ahora conocemos de manera completa la distribución de esfuerzo
de corte debido a la carga interna de corte para la viga de sección rectangular.

6.2. Corte en vigas de sección arbitraria

De la sección anterior tenemos ahora más menos una idea del tipo de esfuer-
zos que V (x) puede generar. En esta sección estudiaremos el caso de una viga
bajo la acción de una fuerza w(x) y de sección totalmente arbitraria, para ello
considerémos el esquema mostrado en la Figura 6.6 y las siguiente observaciones.

x
yy

dx

M M + dM

ξξ
c

σx = M
Iz

ξ
σx = (M+dM)

Iz
ξ

Eje neutro

t

τxy

τxy

dξ

dA
Vista lateral Vista frontal

Figura 6.6: Modelo para determinar de forma aproximada la distribución de
esfuerzos de corte en una viga de sección arbitraria.

En el lado izquierdo de esta figura tenemos una vista lateral de la viga
(solo una parte de ella) en el plano x− y. En el lado derecho tenemos una
vista frontal de la viga, en donde vemos la sección de la misma en el plano
y − z.

En esta figura observemos el elemento diferencial de largo dx (en el eje
x) que se aprecia en la vista del lado izquierdo. Este elemento diferencial
está limitado en su parte inferior (en el plano y − z) por la posición y, en
tanto en su parte superior por la altura c.

Es importante hacer notar que de calculos previos ya se ha determinado
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la posición del eje neutro y que por tanto la distancia y ya está siendo
medido desde dicho eje neutro.

La variable ξ es una coordenada auxiliar vertical que se mueve entre y ≤
ξ ≤ c.

En la vista frontal (lado derecho) tenemos que para la posición ξ = y el
ancho de la sección es t. Es fácil ver que t en general va a ser una función
de la posición vertical.

En la vista del lado izquierdo tenemos en un lado un momento interno M y
en el otro, debido a que nos hemos trasladado una distancia dx, tenemos un
momento de magnitud aproximada M + dM . Luego de (5.9) tenemos que
en el lado izquierdo del diferencial se produce una distribución de esfuerzo

normal por flexión σx = M
Iz

ξ y en el lado derecho tenemos σx = (M+dM)
Iz

ξ.

Si en el elemento diferencial solo actuasen los esfuerzos normales men-
cionados en el punto anterior, no podŕıa haber equilibrio para el elemento
en el sentido del eje x, luego es necesario que se agregue algún tipo de
esfuerzo adicional en dicha dirección. Como el elemento diferencial se ob-
tiene también de un corte imaginario en la parte inferior (ver vista de
lado izquierdo), luego en dicha superficie es necesario agregar algún tipo
de esfuerzo o carga interna, y para lograr el equilibrio es fácil ver que de-
beŕıamos tener una distribución de esfuerzo de corte τxy tal como se puede
apreciar en la misma figura.

En la vista del lado derecho vemos que por simetŕıa la componente en
corte del tensor de esfuerzos τxy también aparece en la cara frontal del
elemento diferencial.

Con las observaciones anteriores ahora podemos pedir que el elemento difer-
encial esté en equilibrio en el sentido del eje x, luego

−τxytdx +

∫ c

y

σx(x)︸ ︷︷ ︸
M
Iz

ξ

dA −
∫ c

y

σx(x + dx)︸ ︷︷ ︸
(M+dM)

Iz
ξ

dA = 0,

de donde se obtiene

τxydx = − 1

Izt
dM

∫ c

y

ξ dA ⇔ τxy = − 1

Izt

dM

dx

∫ c

y

ξ dA,

y como de (3.16) tenemos que dM
dx = −V de la ecuación anterior se llega final-

mente a

τxy =
V (x)

Izt

∫ c

y

ξ dA. (6.10)

En la expresión anterior en general la parte dif́ıcil de los cálculos es deter-
minar dA como función de ξ para una sección dada.
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6.3. Corte en vigas de sección delgada abierta

En esta sección nos interesa aplicar (6.10) a un caso especial de viga en
donde tenemos una sección ‘delgada abierta’. Para ilustrar esto considerémos
un ejemplo espećıfico tal como se muestra en la Figura 6.7. En dicha figura

l

h
y

t1
t2

Aleta

Nervio

Figura 6.7: Ejemplo de sección delgada abierta.

tenemos la vista de la sección de una viga doble T, también llamada perfil H.
Nos interesa ahora determinar τxy para esta sección, lo que haremos en dos

partes:

Asumamos V es conocido, por otra parte Iz es fácil de determinar de (5.7).
La parte clave es calcular

∫ c

y ξ dA, luego como el eje neutro en este caso
pasa por la mitad, en un primer paso, para la ‘aleta superior’ asumamos
que

h

2
− t1 ≤ y ≤ h

2
.

Como c = h/2, para ese rango para y, de la figura podemos apreciar que

dA = l dξ,

por lo que ∫ c

y

ξ dA =

∫ h/2

y

ξl dξ =
l

2

(
h2

4
− y2

)
.

Para h
2 − t1 ≤ y ≤ h

2 se tiene que

t = l,

y como resultado de (6.10) se llega a

τxy =
V (x)

2Iz

(
h2

4
− y2

)
. (6.11)
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En esta segunda parte para el ‘nervio’ vamos a asumir que

0 ≤ y ≤ h

2
− t1.

En este punto debemos recordar que en (6.10) c siempre es el mismo, es
decir en este caso c = h/2. Si 0 ≤ y ≤ h

2 − t1 vamos a tener que dA va a
ser igual a

dA =

{
t2 dξ si 0 ≤ ξ < h

2 − t1
l dξ si h

2 − t1 ≤ ξ ≤ h
2

,

luego

∫ c

y

ξ dA =

∫ h/2

y

ξ dA =

∫ h/2−t1

y

ξ dA︸︷︷︸
t2 dξ

+

∫ h/2

h/2−t1

ξ dA︸︷︷︸
l dξ

,

que después de algunas manipulaciones nos da

∫ c

y

ξ dA =
t2
2

[(
h

2
− t1

)2

− y2

]
+

l

2

[
h2

4
−
(

h

2
− t1

)2
]

.

Para 0 ≤ y ≤ h
2 −t1 de la figura se puede ver que t = t2, luego del resultado

anterior y de (6.10) tenemos finalmente que

τxy =
V (x)

Izt2

{
t2
2

[(
h

2
− t1

)2

− y2

]
+

l

2

[
h2

4
−
(

h

2
− t1

)2
]}

. (6.12)

Es fácil ver que para la ‘aleta inferior’ las expresiones para τxy son similares
a (6.11).

De (6.11) y (6.12) tenemos entonces

τxy =





V (x)
Izt2

{
t2
2

[(
h
2 − t1

)2 − y2
]

+ l
2

[
h2

4 −
(

h
2 − t1

)2]}
si 0 ≤ y ≤ h

2 − t1
V (x)
2Iz

(
h2

4 − y2
)

si h
2 − t1 ≤ y ≤ h

2

.

(6.13)
En el caso de un eje de sección delgada tenemos que t1, t2 ≪ l, h y un gráfico
aproximado para τxy(y) se muestra en la Figura 6.8. En dicha figura podemos
apreciar que la magnitud de los esfuerzos de corte en las aletas seŕıa despreciable
respecto a lo que sucede en el nervio.

Si bien es cierto de los resultados anteriores podemos concluir que no es
importante calcular τxy en las aletas de la viga, mostraremos ahora que en
dichas aletas otro tipo de esfuerzo de corte asociado a V puede aparecer.

En la Figura 6.9 (lado izquierdo) tenemos una vista tridimensional de la
viga doble T. Imaginemos que se extrae un trozo diferencial de la aleta superior,
cuya figura ampliada se muestra en el lado derecho. El trozo tiene una longitud
infinitesimal dx en la dirección x, pero en el sentido del eje z su longitud puede
ser variable y finita.
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0

h/2
h/2 − t1

τxy

y

Figura 6.8: Gráfico aproximado para la distribución del esfuerzo de corte en la
sección de la viga doble T.

Eje neutro

Trozo diferencial

ydx

t

σx

σx + ∂σx

∂x dx
τxs

Figura 6.9: Esfuerzo de corte para viga doble T.

Para las caras del trozo diferencial en el plano y − z tendŕıamos el efecto
de los esfuerzos normales por flexión. En un lado tendŕıamos σx(x) asociado a
M(x) y en el otro tendŕıamos σx(x + dx) ≈ σx + ∂σx

∂x dx asociado a M + dM .
Si se hace suma de fuerzas en el sentido del eje x se puede ver que el trozo
diferencial no estaŕıa en equilibrio, de modo que se hace necesario considear
algún otro tipo de fuerza interna. En este punto es necesario notar que hay otra
superficie de corte imaginario para extraer el trozo diferencial. Esta superficie
se ubica en el plano x − y, en donde procedemos a dibujar un esfuerzo de corte
que denominamos5 τxs.

5En principio podŕıamos denominar a este esfuerzo τxz por el plano y el sentido en el que
actúa, pero considerando que estos resultados serán generalizados en los párrafos siguientes,
vamos a usar una notación más general τxs, en donde s va a ser considerado algún tipo de
coordenada auxiliar.
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Haciendo ahora el equilibrio en x, si t es el espesor de la aleta, tenemos

∑
Fx = 0 ⇔ −τxst dx +

∫

A

σx dA −
∫

A

σx +
∂σx

∂x
dx dA = 0.

Pero de (5.9) tenemos que σx = M
Iz

y y σx + ∂σx

∂x dx = 1
Iz

(M + dM)y, de modo
que reemplazando en el balance de fuerzas anterior, despues de algunas manip-
ulaciones, considerando (3.16) obtenemos

τxs = − 1

Izt

dM

dx

∫

A

y dA =
V (x)

Izt

∫

A

y dA. (6.14)

Los significados de A e y los veremos con más precisión a continuación.
En la Figura 6.10 tenemos una vista frontal de la viga doble T, en donde

podemos apreciar la aleta superior. La coordenada auxiliar s también se puede

h
y

t

s

s

Figura 6.10: Calculo de esfuerzo de corte para viga doble T.

usar como largo variable para el trozo diferencial. Si la aleta es muy delgada, la
distancia y se mediŕıa desde el eje neutro a la mitad de la sección de la aleta.
El área A que aparece en (6.14) seŕıa el área achurada en este figura.

En este problema y es constante y en el caso que t ≪ h está dado por

y =
h

2
− t

2
≈ h

2
.

Como dA = t da tenemos que

∫

A

y dA ≈ ts
h

2
,

por lo que de (6.14) se llega a

τxs ≈ V (x)

Iz
s
h

2
. (6.15)

Este es un tipo de esfuerzo de corte es distinto a (6.11), pero también es
causado por V (x). Podemos ver que si s = 0 tenemos que τxs = 0, lo que es
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correcto, pues en ese borde no hay esfuerzo de corte, debido a que no hay cargas
externas de corte aplicadas en ninguna de las superficies de la viga.

Podemos ver que (6.10) y (6.14) son muy similares en su forma, si es necesario
hacer notar que la naturaleza de los esfuerzos es distinta. En (6.14) se habia
usado la notación τxs, y en el siguiente ejemplo se justificará esa notación.

En la Figura 6.11 (vista superior izquierda) tenemos una vista tridimensional
de una viga de sección arbitraria abierta de pared delgada. En dicha figura con

z

y

t

s = 0

dx
τxs

σx

σx + ∂σx

∂x dx

Figura 6.11: Distribución general de esfuerzos de corte para una viga de sección
delgada abierta arbitraria.

ĺıneas punteadas dibujamos un elemento diferencial de longitud dx en el eje x
y de longitud arbitraria en el contorno del perfil.

En la misma figura en la vista superior derecha tenemos una representación
ampliada de dicho elemento diferencial, en donde podemos apreciar en ambos
lados los esfuerzos normales por flexión σx y σx + ∂σx

∂x dx. Debido a que solo con
estos esfuerzos actuando en el diferencial no habŕıa equilibrio en el sentido del
eje x, en la otra superficie del corte imaginario se debe incluir un esfuerzo de
corte que llamamos τxs. Por la orientación arbitraria del contorno de la pared
de la sección, utilizamos la coordenada s para movernos a lo largo de este.
Debido a la simetŕıa del tensor de esfuerzos en la cara frontal, también tenemos
una distribución de esfuerzos de corte τxs, los que son mostrados de manera
esquemática en la figura inferior central.

De
∑

Fx = 0, siguiendo un procedimiento similar a los casos anteriores, se
puede llegar a

τxs =
V (x)

Izt

∫

A

y dA, (6.16)

que es una expresión identica a (6.14). Sin embargo, en este caso más general
hay algunas observaciones importantes:
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Se establece una coordenada s que se mueve a lo largo de sección de la
viga, en donde en el extremo s = 0, tal como se muestra en la Figura 6.12.

Eje neutro y = y(s)

t

A

τxs

s = 0s

Figura 6.12: Cálculo de esfuerzos de corte para una viga de sección delgada
abierta arbitraria.

En (6.16) y no es en general constante, y va a depender de s, es decir y = y(s)
como se puede apreciar en la misma Figura 6.12.

El espesor t se refiere al espesor de la pared en el punto exacto en donde interesa
calcular τxs, es decir en el punto s como se ve en la figura.

Se asume que previamente se ha calculado ya el eje neutro y que desde alĺı se
mide y(s).

El área A corresponde a toda la región achurada.

Finalmente podemos ver que τxs para paredes delgadas seguirá de forma aprox-
imada la forma de la pared.

6.4. Centro de cortadura

Con los resultados mostrados en las Secciones 6.2, 6.3 ahora podemos explo-
rar un problema adicional que ocurre en vigas sometidas a flexión. Imaginemos
que tenemos una viga empotrada en un extremo y con una fuerza puntual en
el extremo libre, tal como se muestra en la Figura 6.13, en donde tenemos una
vista lateral (por ejemplo en el plano x− y) y una vista frontal de la sección de
la viga (en el plano y − z), que podŕıa ser un perfil C.

Este es el esquema t́ıpico de problema que hemos visto y estudiado hasta
este momento. Hay una pregunta importante que no se ha hecho la cual es:
¿En qué posición a lo largo del eje z debeŕıa colocarse esta fuerza puntual? La
pregunta no es trivial, pues en la Figura 6.14 tenemos vistas tridimensionales
del problema en donde la fuerza F se aplica en distintas posiciones en z. Si la
fuerza se aplicase muy hacia la derecha, intuitivamente vemos que no solo se
produciŕıa una flexión, sino también una torsión como la mostrada en la figura
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Vista lateral
F

Vista frontal

Figura 6.13: Viga empotrada bajo el efecto de una fuerza puntual. Cálculo de
centro de cortadura.

(a)

F

F
F

(b) (c)

Figura 6.14: Viga empotrada bajo el efecto de una fuerza puntual. Efecto de
colocar esta fuerza en distintas posiciones en la sección.

(a). Si la fuerza, por otro lado, se aplicase muy hacia la izquierda (quizás por
medio de una placa adicional pegada a la viga), la torsión se podŕıa producir
hacia el otro lado, como se muestra en la figura (c). O sea, de manera intuitiva
podemos pensar que existe una posición intermedia, para la cual se produciŕıa
flexión sin torsión, como se muestra de manera esquemática en la figura (b). El
siguiente principio nos ayudará a encontrar dicho punto:

Para evitar flexión con torsión, la fuerza cortante aplicada debe tener una ĺınea
de acción tal que produce un momento de torsión, con respecto a cualquier eje
paralelo al eje geométrico de la viga, igual pero opuesto al resultante, con re-
specto al mismo eje, de la distribución del esfuerzo cortante calculado bajo el
supuesto de estar la viga sometida a flexión únicamente.

En los ejemplos mostrados en la siguiente sección haremos uso de este prin-
cipio y veremos en mayor detalle su significado desde el punto de vista f́ısico.
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6.5. Ejemplos para cálculo de centros de cor-

tadura

1. Para el perfil C mostrado en la Figura 6.15 determine el valor de la distan-
cia e requerida para que se induzca flexión sin torsión en todas las secciones
de la viga. En la Figura 6.18 tenemos las dimensiones de la sección de la
viga.

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����

L

F

F

x

y

z

e

O

Figura 6.15: Viga empotrada bajo el efecto de una fuerza puntual y determi-
nación del centro de cortadura.

Solución: Como paso previo a la determinación de e debemos calcular
V (x), para ello debemos notar que en el punto de empotramiento ten-
dremos una fuerza de reacción de F y un momento de reacción igual a FL.
Si se hace un corte imaginario a una distancia x del extremo izquierdo con
0 < x < L, tendremos un diagrama de cuerpo libre como el mostrado en
la Figura 6.16.

M

F x

V

FL

Figura 6.16: Viga empotrada bajo el efecto de una fuerza puntual y determi-
nación del centro de cortadura. Corte imaginario para determinación de mo-
mento interno y de fuerza interna de corte.

Es fácil apreciar entonces que

V (x) = −F. (6.17)

De las secciones anteriores sabemos que los esfuerzos de corte asociados a
V en una viga de pared delgada siguen la dirección de la pared. Consid-
erémos la Figura 6.17, en donde tenemos una vista tridimensional de la
viga cerca de la zona de aplicación de la fuerza F .

Asumamos que hacemos un corte imaginario muy cerca del punto de apli-
cación de la fuerza. Es fácil apreciar que el sentido de los esfuerzos de corte
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Distribución de
esfuerzos
por V

F

Distribución para
los esfuerzos
en la cara
opuesta

Figura 6.17: Sección de la viga y calculo para la distribución de esfuerzos de
corte. Distribucion de esfuerzos de corte y principio de acción y reacción para
un corte imaginario cerca del punto de aplicación de la fuerza externa.

τxs seŕıa como el mostrado en la superficie de corte superior, en tanto que
por acción y reacción en la cara opuesta el esfuezos de corte tendŕıa el
sentido mostrado en ‘lonja’ restante en donde se ubica F .

Observemos ahora esa ‘lonja’ o porción de viga. Por un lado F generaŕıa
un torque en el sentido positivo del eje z, en tanto que τxs generaŕıa un
torque en el sentido opuesto. Luego lo que buscamos ahora es la distancia
e para que dichos torques se anulen y la viga solo sufra flexión sin torsión,
que es lo que nos dećıa el principio en la Sección 6.4.

z

y

O

b

h

F

e

s
ds

t1

dA

B

1

2

3

Figura 6.18: Sección de la viga y cálculo para la distribución de esfuerzos de
corte.

Considerémos la Figura 6.18 en donde tenemos una vista frontal de la
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sección en donde haremos el equilibrio de momentos. En un lado vemos
la acción de la fuerza F y también podemos apreciar la distribución de
esfuerzo τxs que genera un momento en el sentido contrario.

La sección la hemos dividido en tres partes, numeradas de 1 a 3. El eje
z ya se ha ubicado en la posición del eje neutro, que en este caso pasa
simplemente por h/2.

Para hacer el equilibrio de momento se puede escoger cualquier punto en el
espacio, pero si escogemos el punto B en la figura, podemos darnos cuenta
que ni la distribución en 2 ni 3 generan momento en dicho punto, y como
consecuencia solo nos interesaŕıa el momento generado por τxs.

Para un diferencial de área dA en 1, la fuerza causada por τxs seŕıa igual
a τxs dA, y si el espesor de la pared de la sección es t1 (muy pequeño)
tenemos que el momento causado por τxs dA respecto a B seŕıa igual a

(h − t1)τxs dA,

en donde dA = t1 ds.

De las expresiones anteriores tenemos que
∑

MB = 0 quedaŕıa como6

Fe ≈ −
∫ b

0

(h − t1)τxs t1ds. (6.18)

Ahora procedemos a calcular τxs, para ello de (6.16) recordamos que τxs =
V
Izt

∫
y dA. De la Figura 6.18 recordando el significado de y vemos que en

este caso si t1 es pequeño entonces

y =
h − t1

2
,

en tanto que t = t1. De la Figura 6.19 tenemos que dA ≈ t1 ds. De las
consideraciones anteriores y (6.16) tenemos

τxs(s) =
V

Izt1

∫ s

0

(
h − t1

2

)
t1 dξ,

de donde obtenemos

τxs(s) =
V

2Iz
(h − t1)s. (6.19)

6Es necesario explicar la prescencia del signo (-) en (6.18). La ecuación (6.16) nos entrega
τxs para la cara superior mostrada en la Figura 6.17, sin embargo en la Figura 6.18 y en las
expresiones mostradas aqúı para el balance de momento necesitamos τxs para la cara opuesta
según el corte, es decir necesitaŕıamos el ‘negativo’ de la expresión (6.16). El signo menos
puede incluirse antes o después de hacer los calculos para τxs.
Respecto al śımbolo de aproximación ≈ en (6.18), este śımbolo aparece debido a que en estricto
rigor la integral debeŕıa hacerse sobre la superficie 1 como integral de superficie, pero debido
a que t1 ≪ h, se reemplaza (de forma aproximada) la integral de superficie por una integral
de ĺınea.
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s
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Figura 6.19: Sección de la viga y calculo para la distribución de esfuerzos de
corte. Zona de interés para el cálculo de los esfuerzos de corte.

Es posible apreciar que para s = 0 tenemos que τxs = 0, lo que es correcto
para el borde de la aleta.

En este problema de (6.17) tenemos que V = −F por lo que

τxs(s) =
−F

2Iz
(h − t1)s. (6.20)

Reemplazando en (6.18) se tiene

Fe =

∫ b

0

F

2Iz
(h − t1)

2st1 ds,

de donde obtenemos finalmente

e =
(h − t1)

2t1
2Iz

b2

2
, (6.21)

en donde en particular podemos ver que e no depende de manera directa
de la fuerza externa F .

Un paso adicional es determinar Iz para esta sección. Del método mostrado
en (5.37) se puede mostrar que

Iz =
(b − t2)

6
t31 +

t1
2

(b − t2)(h − t1)
2 +

t2h
3

12
. (6.22)

2. Determine el punto de aplicación de la fuerza para que solo se produzca
flexión sin torsión en la viga mostrada en la Figura 6.20. Se debe asumir
que t ≪ h, b, r.

Solución: En el lado izquierdo de la Figura 6.20 tenemos una vista de
costado de la viga, en tanto que en el lado derecho tenemos una vista
(ampliada) de la sección de la misma.

El primer paso para solucionar este problema es obtener V (x), para ello
primero observamos que para la viga completa el diagrama de cuerpo libre
debeŕıa ser como se muestra en la Figura 6.21.

Si se hace el cálculo de V (x) siguiendo el método usual tenemos

V (x) =

{
−F/2 x < L/2
F/2 x > L/2

.
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L/2

x

y F
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t
t

r

Vista de la sección

Figura 6.20: Ejemplo para el cálculo del centro de cortadura.

F/2F/2

x

y F

Figura 6.21: Ejemplo para el cálculo del centro de cortadura. Diagrama de cuer-
po libre.

Para determinar el punto de aplicación de la fuerza necesitamos primero
calcular τxs usando (6.16). Ahora bien, en (6.16) necesitamos conocer que
V debemos usar en nuestros cálculos, para responder a dicha pregunta
veamos el esquema mostrado en la Figura 6.22. En dicha figura tenemos
una vista tridimensional de la viga en donde se ha hecho dos cortes imagi-
narios. El primer corte se hizo un poco antes del punto de aplicación de la
fuerza puntual F , en tanto que el segundo corte se hace un poco después
del punto de aplicación. Por medio de estos tres cortes vemos que la viga
se puede separar en tres partes, tal como se muestra en la Figura 6.22.

De τxs = V (x)
Izt

∫
A ydA vemos que para x < L/2 tenemos que V = −F , por

tanto en la superficie de la parte de la viga que queda con el corte en x <
L/2 tenemos una distribución7 para τxs más menos como se muestra en la
Figura 6.22. Por acción y reacción en la cara opuesta tenemos entonces una
distribución de esfuerzo de corte que va hacia ‘arriba’, como se muestra en
la cara oculta de la porción delgada de viga alrededor del punto x = L/2.

Para x > L/2 tenemos que V = F de modo que en la cara visible de la

7No mostramos toda la distribución, pues como veremos después no es necesario calcular
τxs en todas las partes de la sección.
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F

x < L/2

V = −F/2
Por acción y reacción

Del diagrama V (x)
original va en
este sentido

Figura 6.22: Ejemplo para el cálculo del centro de cortadura. Distribución de
esfuerzos de corte para un corte imaginario en una sección muy delgada en torno
al punto de aplicación de la fuerza puntual F .

porsión delgada tendŕıamos una distribución de esfuerzos de corte τxs en
el sentido positivo como se muestra en la Figura.

De la porción delgada alrededor del punto x = L/2 podemos ver ahora
el tipo de equilibrio al momento que debemos hacer. Por una parte ten-
dŕıamos un torque causado por F , que en el caso que no ubiese torsión,
debeŕıa ser contrarrestado por el torque causado por las fuerzas internas
asociadas a las distribuciones de esfuerzos τxs a ambos lados de la porción
delgada.

Con estas observaciones en mente veamos ahora la Figura 6.23, en donde
tenemos una vista frontal de la sección (de la parte delgada en donde se
aplica la fuerza F ), en donde podemos apreciar la fuerza F y una posible
distribución para los esfuerzos de corte en ambos lados de la sección. La
fuerza F se aplicaŕıa a una distancia e hacia la izquierda de la sección8.
Como la sección de la viga es delgada los esfuerzos de corte τxs siguen la
forma de la pared.

8Se asume que hay algún tipo de placa pegada a la viga en la cual se puede aplicar la
fuerza puntual.
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O

eF

Figura 6.23: Ejemplo para el cálculo del centro de cortadura. Distribución de
esfuerzos de corte en la sección.

Ahora haremos equilibrio al momento por F y por la fuerza asociada
a τxs, para ello debemos escoger un punto respecto al cual hacer este
equilibrio. Este punto es arbitrario y por simplicidad escogemos el punto
O mostrado en la Figura 6.23. En dicho punto ni la distribución vertical ni
la distribución horizontal hacen momento, luego solo es necesario calcular
τxs en la parte curva de la sección.

En la Figura 6.24 tenemos una visa en detalle de la parte curva de la
sección en donde seŕıa importante determinar τxs. Para obtener τxs de

�
�
�

�
�
�

θ
ξ

r

t

A

dA

Figura 6.24: Ejemplo para el cálculo del centro de cortadura. Cálculo del esfuerzo
de corte.

(6.16) necesitamos determinar en particular
∫

A y dA. Por simetŕıa el eje
neutro pasa justo por la mitad de la viga, desde donde tenemos que medir
y. Si r ≫ t se tiene las aproximaciones

y ≈ r sin ξ, dA = tr dξ,
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luego9

∫

A

y dA =

∫ π/2

θ

tr2 sin ξ dξ,

= tr2 cos θ,

por lo que de (6.16) tenemos

τxs ≈ V

Iz
r2 cos θ. (6.23)

Esta es la distribución aproximada para el esfuerzo de corte en uno de los
lados de la sección.

Si denotamos Tcorte como el torque causado por τxs en el lado en que
V = F/2 si buscamos e de manera tal que haya flexión sin torsión, de∑

O Mx = 0 tenemos que
Fe = 2Tcorte, (6.24)

donde el factor 2 proviene del hecho que la distribución τxs aparece a
ambos lados de la cara de la sección.

Necesitamos ahora calcular Tcorte, para ello considerémos la Figura 6.25,
en donde tenemos un esquema de la forma como actúa τxs en la parte
curva de la sección más algunos diagramas que nos ayudarán en el cálculo
del torque.

O

1

2

3

r

θθ

r sin θ

b

r(1 − cos θ)

τxs

τxs

τxs sin θ

τxs cos θ

Figura 6.25: Ejemplo para el cálculo del centro de cortadura. Cálculo del mo-
mento causado por distribución de esfuerzo de corte.

La fuerza causada por τxs seŕıa (magnitud) τxs dA = τxstr dθ, en tanto
que sus componentes en x e y seŕıan

τxs sin θtr dθ, τxs cos θtr dθ,

9En esta expresión el parámetro para τxs no lo denotamos como s sino como θ.
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respectivamente, tal como se muestra en el esquema del lado derecho de
la figura.

De las observaciones anteriores, apoyandonos en el esquema mostrado en
la Figura 6.25, se puede probar que

Tcorte ≈
∫ π/2

−π/2

r sin θτxs sin θtr dθ +

∫ π/2

−π/2

τxs cos θ[b + r(1 − cos θ)]tr dθ,

= tr2

∫ π/2

−π/2

τxs︸︷︷︸
V
Iz

r2 cos θ

sin2 θ dθ + tr

∫ π/2

−π/2

τxs︸︷︷︸
V
Iz

r2 cos θ

cos θ[b + r(1 − cos θ)]dθ,

=
V tr4

Iz

2

3
+

V tr3

Iz

[
(b + r)

π

2
− 4

3
r

]
. (6.25)

Usando (6.25) en (6.24) después de algunas manipulaciones se llega a

e =
2

3

tr4

Iz
+

tr3

Iz

[
(b + r)

π

2
− 4

3
r

]
. (6.26)

Falta calcular Iz , de la Figura 6.25 tenemos que

Iz = Iz1 + Iz2 + Iz3 ,

donde Izi
, i = 1, 2, 3 son los segundos momentos de inercia de las partes i

en las que se ha dividido la sección. Es fácil ver de (5.39) que

Iz1 =
th3

12
, Iz2 =

bt3

12
,

en tanto que Iz3 =
∫

A
y2 dA, luego de forma aproximada se puede tomar

y = r sin θ, dA = rt dθ por lo que

Iz3 ≈
∫ π/2

−π/2

r3t sin2 θ dθ = r3t
π

2
,

por lo que

Iz ≈ th3

12
+

bt3

12
+ r3t

π

2
. (6.27)
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6.6. Ejercicios

1. Determine la distribución de esfuerzo de corte causado por la fuerza inter-
na de corte en la viga de la Figura 6.26. La sección de la viga es mostrada
en el lado derecho.
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L
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h

b

Figura 6.26: Viga en corte.

2. En la Figura 6.27 (lado derecho) tenemos una vista lateral de una viga
bajo el efecto de una fuerza w(x), la cual genera una distribución de fuerza
interna de corte V (x) que se puede asumir conocida. En la figura del lado
izquierdo tenemos una vista (ampliada) de la sección de la viga.

a

a

a/2

a/2

L

w(x)

Figura 6.27: Viga en corte.

Determine la distribución de esfuerzo de corte τxy.

3. La Figura 6.28 muestra una viga que está sometida a una fuerza por unidad
de ĺınea uniforme w0 = 500N/m. La sección se muestra en el lado derecho.
Determine la distribución de esfuerzo τxy para este problema aśı como su
valor máximo.

Datos:

L = 2[m], l = 50[cm], h = 7[cm], a = 3[cm], b = 8[cm],

t1 = 1[cm], t2 = 2[cm], E = 200[GPa], G = 90[GPa].
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Figura 6.28: Viga bajo fuerza uniforme.
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Caṕıtulo 7

Enerǵıa de deformación

7.1. Motivación. Enerǵıa espećıfica

Es un hecho conocido que cuando un resorte de constante k se somete a una
fuerza F de compresión o tracción, tal como se muestra en la Figura 7.1, en
donde ∆L = kF , el resorte acumulará enerǵıa elástica. Si el resorte se asume

k

k

L

∆L

F

Figura 7.1: Resorte que se deforma y la enerǵıa elástica.

como perfectamente elástico, dicha enerǵıa se puede recuperar de manera com-
pleta, como por ejemplo, por medio de trabajo mecánico hecho por el resorte
hacia el medio ‘ambiente’.

La misma idea se puede extrapolar al caso de un cuerpo elástico continuo,
que es la base de nuestro análisis en este texto. El cuerpo al deformarse también
acumulará enerǵıa elástica, y si se asume que no hay disipación (que es la base
de la definición de un cuerpo elástico), la enerǵıa se puede recuperar de forma
completa como trabajo mecánico.

En el caso de un cuerpo continuo basta determinar la enerǵıa de deforma-
ción en un cubo diferencial como el mostrado en la Figura 7.2, bajo la acción
de las distintas componentes del tensor de esfuerzos. Una vez determinada la
enerǵıa acumulada en el cubo, se puede obtener la enerǵıa total para el cuerpo
por medio de una integral de volumen.
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x

y

z

dx

dy

dz

σx

σy

σz

τxy
τxy

τxz

τxz

τyz

τyz

Figura 7.2: Cubo diferencial bajo el efecto de las componentes del tensor de
esfuezos.

En este caṕıtulo nos interesaremos en determinar la enerǵıa elástica acumulada
por un cuerpo bajo la acción de fuerzas externas, con dos propósitos en mente.
Primero, en el caṕıtulo siguiente usaremos estas expresiones para la eneǵıa, para
desarrollar un método alternativo para determinar las deformaciones o desplaza-
miento en un cuerpo bajo la acción de fuerzas externas, dicho método se basa
en el teorema de Castigliano. Una segunda aplicación del concepto de enerǵıa
de deformación proviene de la teoŕıa del ĺımite de comportamiento elástico, en
particular de la teoŕıa de Von Mises, la cual está basada en una descomposición
de la enerǵıa, y el uso de una parte de la enerǵıa elástica para establecer un
ĺımite de transición entre el comportamiento elástico y el plástico para proble-
mas tridimensionales.

El cuerpo es elástico, de modo que la enerǵıa acumulada se asume igual al
trabajo hecho por las cargas externas en el cubo. Calcularemos pues el trabajo
mecánico debido a las distintas componentes del tensor de esfuerzos mostradas
en la Figura 7.2. Usaremos el principio de superposición, en donde el traba-
jo total se asumirá como la suma del trabajo hecho por cada componente del
tensor de esfuerzos por separado. Partiremos pues con el trabajo hecho por la
componente σx.

En la Figura 7.3 tenemos una representación del cubo diferencial solo bajo
el efecto de σx, con su forma inicial y su forma deformada. De la figura podemos
ver que la ‘fuerza’ y el ‘desplazamiento’ que sufre la cara en donde se aplica se
pueden calcular como

Fuerza = σx dydz︸ ︷︷ ︸
dA

, Desplazamiento = εxx dx. (7.1)

Estamos trabajando en el rango de comportamiento elástico, y además asum-
imos que el comportamiento es lineal, de modo que la relación entre σx y εxx es
una ĺınea recta con origen en cero. Como consecuencia el gráfico para σx dydz
en función de εxx dx seŕıa como se muestra en la Figura 7.4.
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dV

εxxdx

dx

dy

dz

σx

Figura 7.3: Cubo diferencial bajo el efecto de la componente σx y la deformación
que es causada por este esfuerzo.
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������� Trabajo

ǫxxdx

σxdydz

Figura 7.4: Trabajo mecánico debido a la componente σx del tensor de esfuerzos.

El trabajo mecánico causado por una fuerza puntual ~F se define como
∫

C

~F · d~r

a lo largo de una curva C , en donde d~r seŕıa el vector tangente a esa curva. En
nuestro caso para el cubo mostrado en la Figura 7.3, la fuerza y el desplazamiento
tienen la misma dirección, de modo que la integral se transforma simplemente
en la integral de σx dydz entre 0 y εxx dx, que es simplemente el área bajo la
recta mostrada en la Figura 7.4, por lo que

Trabajo realizado por σx =
1

2
εxxdxσxdydz.

Si denotámos como dU la enerǵıa acumulada por el cubo, se tiene entonces que

dU =
1

2
εxxσx dxdydz︸ ︷︷ ︸

dV

, (7.2)

donde dV es el volumen del diferencial.
Definimos la enerǵıa espećıfica (por unidad de volumen) como

U =
1

2
εxxσx. (7.3)
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De las expresiones anteriores es fácil ver que si en lugar de determinar la
enerǵıa elástica debido a σx, se hace respecto a σy o σz , las expresiones tendŕıan
la misma forma que (7.3), intercambiando los ı́ndices por y o z, respectivamente.

Determinaremos ahora la enerǵıa acumulada por el mismo cubo, pero ahora
sometido solo a una componente de esfuerzo de corte, por ejemplo τxy, tal como
se muestra en la Figura 7.5.

x

y

z

dx

dy

dz

ϑxy

τxy
ϑxydx

Figura 7.5: Cubo diferencial bajo el efecto de la componente τxy del tensor
esfuerzos y efecto sobre la deformación.

De (3.68) hay una relación directa y lineal entre τxy y ϑxy, de modo que ante
la aplicación de solo τxy, el cubo diferencial solo sufriŕıa una deformación en
corte, como se muestra con ĺıneas segmentadas en la Figura 7.5. Como se asume
pequeñas deformaciones, el desplazamiento vertical seŕıa aproximadamente el
arco descrito por el ángulo ϑxy, tal como se muestra en la misma figura. Tenemos
pues

Fuerza = τxydydz, Desplazamiento = ϑxydx. (7.4)

Estamos trabajando en el rango elástico con un modelo lineal, se sabe que
τxy y ϑxy se relacionan a través de la constante G, luego siguiendo un argumento
similar al usado con la Figura 7.4, tenemos que

Trabajo realizado por τxy =
1

2
ϑxydxτxydydz,

de forma tal que

dU =
1

2
ϑxyτxydxdydz, (7.5)

y la enerǵıa espećıfica es

U =
1

2
ϑxyτxy. (7.6)

Las expresiones para la enerǵıa espećıfica en el caso que se aplicase τxz o τyz

en lugar de τxy, tiene una forma similar cambiando los sub́ındices respectivos.
Vamos ahora a usar el principio de superposición mencionado en un párrafo

anterior, asumiendo además que en todo este proceso de deformación y acumu-
lación de enerǵıa no hay ‘efectos cruzados’ o ‘acoplados’, es decir la deformación
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longitudinal no tendŕıa efectos sobre la deformación en corte y viceversa. Luego,
con estos supuestos la enerǵıa espećıfica total seŕıa simplemente la suma de las
enerǵıas espećıficas debido a las distintas componentes del tensor de esfuerzos,
de forma tal que

U =
1

2
(εxxσx + εyyσy + εzzσz + ϑxyτxy + ϑxzτxz + ϑyzτyz). (7.7)

La enerǵıa total acumulada por el cuerpo, si el volumen del mismo es V ,
seŕıa

UT =

∫

V

U dV. (7.8)

7.2. Forma alternativa

La expresión para la enerǵıa espećıfica (7.7) se puede reescribir de manera
alternativa solo en términos de las deformaciones o de los esfuerzos usando
(3.72)-(3.77) o (3.78)-(3.81). En el caso de que estuviesemos interesados en re-
escribirla solo en términos de las componentes del tensor de esfuerzos, de (3.72)-
(3.77) tenemos que usar

εxx =
1

E
[σx − ν(σz + σy)],

εyy =
1

E
[σy − ν(σx + σz)],

εzz =
1

E
[σz − ν(σx + σy)],

εxy =
τxy

2G
,

εxz =
τxz

2G
,

εyz =
τyz

2G
.

Reemplazando en (7.7) después de algunas manipulaciones tendŕıamos

U =
1

2E
(σ2

x + σ2
y + σ2

z)− ν

E
(σxσy + σxσz + σyσz) +

1

2G
(τ2

xy + τ2
xz + τ2

yz). (7.9)

7.3. Ejemplos

En esta sección mostraremos varios ejemplos simples en donde calcularemos
la enerǵıa elástica total acumulada por un cuerpo:

1. Extensión uniforme de una barra bajo tracción. En la Figura 7.6
tenemos una barra de sección arbitraria de área A sometida a una fuerza
de tracción P .

En un problema de esta naturaleza se asume que la única componente
del esfuerzo que es importante es σx, y por el principio de Saint Venant
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Figura 7.6: Enerǵıa acumulada por barra bajo el efecto de una fuerza de tracción.

tenemos que es igual a

σx =
P

A
.

De (7.9) tenemos entonces que

U =
1

2E

P 2

A2
,

por lo que de (7.8) se llega a

UT =

∫

V

U dV =

∫

V

1

2E

P 2

A2
dxdydz =

∫ L

0

1

2E

P 2

A
dx. (7.10)

Si E y A no dependen de x se obtiene

UT =
P 2L

2EA
. (7.11)

2. Viga bajo flexión. En este caso considerémos una viga como la mostrada
en la Figura 7.7 sometida a un par de momentos M en los extremos. En
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x

y
A

M M

L

Figura 7.7: Enerǵıa acumulada por barra bajo el efecto de un momento.

un caso más general M se puede también pensar en el momento interno
causado por otras cargas sobre la viga. En las siguientes expresiones no
considerarémos el efecto de la deformación por corte.

En un problema de este tipo entonces la única componente importante del
esfuerzo es (5.9)

σx = −M(x)

Iz
y,
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de modo que de (7.9) tenemos que

U =
1

2E

M(x)2y2

I2
z

,

y como resultado de (7.8)

UT =

∫

V

1

2E

M(x)2

I2
z

y2 dV =

∫

V

1

2E

M(x)2

I2
z

y2 dxdydz,

pero M e Iz solo podŕıan depender de x, en tanto que también se asume
que E no depende de y o z, luego la última integral anterior queda como

UT =

∫ L

0


 1

2E

M(x)2

I2
z



∫

A

y2 dydz︸ ︷︷ ︸
dA




dx,

pero de (5.7) tenemos que por definición Iz =
∫

A y2 dA, de modo que

UT =

∫ L

0

1

2E

M(x)2

Iz
dx. (7.12)

3. Eje de sección circular bajo torsión: En este problema considerémos
la Figura 7.8, en donde tenemos un eje de sección circular de área A bajo
el efecto de torques opuesto aplicados en sus extremos.
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x

A
T T

L

Figura 7.8: Enerǵıa acumulada por un eje bajo torsión.

Podemos usar un sistema de coordenadas ciĺındrico con x como eje axial,
r como distancia radial y ξ coordenada ángular.

En un problema de esta naturaleza el esfuerzo de corte está dado por (4.8)

τ =
Tr

J
.

En un sistema ciĺındrico este esfuerzo de corte seŕıa la componente τrξ, y
si asumimos que es la única componente importante para el problema, de
(7.9) tenemos

U =
1

2G

T 2r2

J2
,
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luego en (7.8) se llega a

UT =

∫

V

1

2G

T 2r2

J2
dV =

∫ L

0

∫

A

1

2G

T 2r2

J2
dAdx.

Como T no depende de la posición en la sección, y se asume que G y J
tampoco dependen de dicha posición, se llega a

UT =

∫ L

0

[
T 2

2GJ2

(∫

A

r2 dA

)]
dx,

y como por definición (4.4) tenemos que J =
∫

A
r2 dA, se llega finalmente

a

UT =

∫ L

0

T 2

2GJ
dx. (7.13)

4. Viga de sección rectangular en cortadura: Aqúı calcularemos la en-
erǵıa acumulada por una viga considerando solo el fenómenos de esfuerzo
de corte por fuerza interna de corte, aplicado solo a una viga de sección
rectangular tal como se muestra en la Figura 7.9.
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zVV
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Figura 7.9: Enerǵıa acumulada por una viga de sección rectangular bajo corte.

En una viga de sección rectangular solo considerando el esfuerzo de corte
por fuerza interna de corte, de (6.9) la única componente importante del
tensor de esfuerzos es

τxy =
V (x)

2Iz

(
h2

4
− y2

)
,

por lo que de (7.9) tenemos

U =
1

2G
τ2
xy =

1

2G

V (x)2

4I2
z

(
h2

4
− y2

)2

,

y de (7.8) obtenemos

UT =

∫

V

1

2G

V (x)2

4I2
z

(
h2

4
− y2

)2

dV =

∫ L

0

∫

A

1

2G

V (x)2

4I2
z

(
h2

4
− y2

)2

dAdx.
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De la figura podemos ver que dA = b dy. Como ni V (x), Iz ni G depen-
deŕıan de y tenemos

UT =

∫ L

0

[
1

2G

V (x)2b

4I2
z

(∫ h/2

−h/2

(
h2

4
− y2

)2

dy

)]
dx,

y como
∫ h/2

−h/2

(
h2

4 − y2
)2

dy = h5

30 , usando Iz = bh3

12 , finalmente se obtiene

UT =
3

5

∫ L

0

V (x)2

GA
dx, (7.14)

donde A = bh.
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Caṕıtulo 8

Teorema de Castigliano

En este caṕıtulo usaremos las expresiones para la enerǵıa elástica acumu-
lada por un cuerpo para desarrollar un método alternativo para determinar
deformaciones (desplazamientos) en un cuerpo debido a la aplicación de fuerzas
externas.

Considérese la Figura 8.1, en donde tenemos una representación esquemática
de un cuerpo en equilibrio estático sometido a un conjunto de fuerzas puntuales.

F1

F2

Fi Fn

Figura 8.1: Cuerpo sometido a un conjunto de fuerzas puntuales.

Sea UT la enerǵıa total acumulada por el cuerpo debido a todas las cargas
externas, del caṕıtulo anterior podemos ver que

UT = UT (F1, F2, ..., Fi, ..., Fn), (8.1)

es decir UT es función de todas estas fuerzas externas.
Asumamos ahora que la fuerza Fi sufre un incremento muy pequeño en su

magnitud dFi, luego usando una aproximación con series de Taylor tenemos

UT (F1, F2, ..., Fi + dFi, ..., Fn) ≈ UT (F1, F2, ..., Fi, ..., Fn) +
∂UT

∂Fi
dFi, (8.2)
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donde ∂UT

∂Fi
está siendo evaluado con (F1, F2, ..., Fi, ..., Fn).

En un cuerpo elástico la enerǵıa acumulada por el cuerpo es igual al trabajo
externo hecho sobre él, de modo que el trabajo inicial (antes de incrementar Fi)
es igual a UT (F1, F2, ..., Fi, ..., Fn). Por otra parte, si Fi se incrementa en dFi,
podemos calcular el incremento en el trabajo de la siguiente forma. En la Figura
8.2 tenemos el mismo cuerpo mostrado anteriormente, en donde en particular
podemos apreciar la fuerza Fi, la que en ese punto de aplicación genera un
desplazamiento δi. Si la fuerza se incrementa en dFi el incremento en trabajo

F1

F2

Fi

dFi

Fn

δi

Figura 8.2: Cuerpo sometido a un conjunto de fuerzas puntuales. Deformación
en el punto de aplicación de Fi.

mecánico1 es aproximadamente igual a2

δidFi.

El trabajo final total al incrementar la fuerza es entonces igual a

UT (F1, F2, ..., Fi, ..., Fn)︸ ︷︷ ︸
Trabajo inicial

+δidFi. (8.3)

Como el trabajo final es igual a la enerǵıa UT (F1, F2, ..., Fi + dFi, ..., Fn)
(debido a que el cuerpo es elástico) de (8.2) y (8.3) tenemos

∂UT

∂Fi
dFi = δidFi,

de donde finalmente obtenemos

δi =
∂UT

∂Fi
. (8.4)

1Hay que recordar que por definición el trabajo es igual a fuerza por distancia.
2En realidad al aplicar Fi + dFi el desplazamiento δi también debeŕıa aumentar, en este

caso en dδi, pero ahora si se calcula el incremento en el trabajo tendremos δidFi más dδidFi

que es de segundo orden en el diferencial y por tanto se desprecia.
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Esta es la forma básica del teorema de Castigliano.
En el caso en que además se apliquen m momentos puros Cj tenemos que la

enerǵıa total UT debeŕıa escribirse como

UT = UT (F1, F2, ..., Fi, ..., Fn, C1, C2, ..., Cj , ..., Cm). (8.5)

Si θj es el ángulo de rotación que se produce en j (en donde se aplica Cj)
siguiendo un método similar al mostrado anteriormente se puede deducir que

θj =
∂UT

∂Cj
. (8.6)

8.1. Ejemplos

1. En la Figura 8.3 tenemos una viga con una fuerza puntual F aplicada en
su centro. Determinaremos los desplazamientos que se producen en dicho
punto causados por flexión y corte (de forma separada).

F

L/2
L

Figura 8.3: Ejemplo del uso del teorema de Castigliano. Viga bajo la acción de
una carga puntual.

a) Flexión: En este primer caso solo consideramos la flexión en la acu-
mulación de enerǵıa elástica UT . De (7.12) teńıamos que

UTf
=

∫ L

0

1

2EIz
M(x)2 dx, (8.7)

en donde el sub́ındice f significa enerǵıa por flexión.

De la Figura 8.3 es fácil comprobar que

M(x) =

{
F
2 x x < L

2 ,
F
2 (L − x) x > L

2 .
(8.8)

El desplazamiento en F debido solo a flexión lo denotaremos como
δflexion y de (8.4) se tiene que

δflexion =
∂UTf

∂F
. (8.9)

221



Usando (8.7) en (8.9) se llega a

δflexion =

∫ L

0

1

2EIz
2M(x)

∂M

∂F
dx =

1

EIz

∫ L

0

M(x)
∂M

∂F
dx, (8.10)

en donde se ha asumido que E, Iz no dependen de x.

De (8.8) tenemos que

∂M

∂F
=

{
x
2 x < L

2 ,
L−x

2 x > L
2 .

(8.11)

Usando (8.8) y (8.11) en (8.10) se llega finalmente a

∫ L

0

M(x)
∂M

∂F
dx =

∫ L/2

0

F

4
x2 dx +

∫ L

L/2

F

4
(L − x)2 dx =

FL3

48
,

por lo que tenemos

δflexion =
1

EIz

FL3

48
. (8.12)

b) Corte: En el caso que solo consideremos enerǵıa de deformación
causada por fuerzas internas de corte (para una viga de sección rect-
angular) de (7.14) tenemos

UTc
=

3

5

∫ L

0

V (x)2

GA
dx, (8.13)

donde el sub́ındice c significa enerǵıa por fuerza de corte interna.

De (8.4) tenemos que

δcorte =
∂UTc

∂F
, (8.14)

donde δcorte seŕıa el desplazamiento en el punto de aplicación de la
fuerza puntual F solo considerando corte.

Tenemos que
∂UTc

∂F
=

6

5

1

GA

∫ L

0

V (x)
∂V

∂F
dx, (8.15)

donde se ha asumido que A, G no dependen de la posición x a lo
largo de la viga.

En el problema mostrado en la Figura 8.3 es fácil ver que

V (x) =

{
−F

2 x < L
2 ,

F
2 x > L

2 ,
(8.16)

de modo que
∂V

∂F
=

{
− 1

2 x < L
2 ,

1
2 x > L

2 .
(8.17)
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Usando (8.16) y (8.17) tenemos que

∫ L

0

V (x)
∂V

∂F
dx =

∫ L/2

0

F

4
dx +

∫ L

L/2

F

4
dx =

FL

4
,

de modo que en (8.14) tenemos

δcorte =
3FL

10GA
. (8.18)

c) Desplazamiento total: Calcularemos ahora el desplazamiento total
δtotal en el punto de aplicación de F , para ello usaremos el principio
de superposición. Para una viga de sección rectangular se tiene Iz =
bh3

12 = Ah2

12 , de (8.12) y (8.18) obtenemos

δtotal = δflexion + δcorte =
1

E Ah2

12

FL3

48
+

3

10

FL

GA
. (8.19)

Para la mayoŕıa de los aceros tenemos que ν ≈ 0,25 luego como
G = E

2(1+ν) , se tiene que G ≈ 1
2,5E, por lo que en (8.19) se obtiene

δtotal =
1

EAh2

FL3

4
+

7,5

10

FL

EA
=

FL

EA

[
1

4

(
L

h

)2

+
7,5

10

]
. (8.20)

En el caso en que L ≫ h, del resultado anterior podemos apreciar
que δflexion ≫ δcorte, por lo que en vigas ‘largas’ el efecto del corte en
el desplazamiento se puede despreciar frente al desplazamiento por
la flexión.

2. La viga de la Figura 8.4, que tiene sección rectangular, está empotrada en
su extremo izquierdo y bajo la acción de una fuerza uniforme por unidad
de largo wo. Usando el teorema de Castigliano estamos interesados en
determinar el desplazamiento vertical en el punto P .

wo

x
L

P

Q

Figura 8.4: Ejemplo del uso del teorema de Castigliano. Viga bajo la acción de
una distribución uniforme de fuerza.

El teorema de Castigliano (8.4) solo es aplicable para determinar desplaza-
mientos en puntos en donde se esten aplicando fuerzas puntuales. Si bien
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es cierto que la viga de la figura acumula enerǵıa elástica, no podemos usar
el teorema de manera directa en ella para determinar el desplazamiento
en P . Para usar (8.4) primero vamos a asumir que en P se está aplicando
una fuerza puntual Q. Determinaremos la enerǵıa elástica total debido a
wo y Q, y con esta enerǵıa calcularemos el desplazamiento en P , para
finalmente hacer Q = 0, con lo que se recuperará el problema original.

Considerémos un sistema de coordenadas x que parte desde el extremo
derecho y se mueve hacia la izquierda. Asumase que a una distancia x se
hace un corte imaginario, en este caso es fácil demostrar que la fuerza de
corte y el momento interno son iguales a

V (x) = wox + Q, M(x) = −wox
2

2
− Qx, (8.21)

por lo que
∂V

∂Q
= 1,

∂M

∂Q
= −x. (8.22)

Usando (8.21) y (8.22) por el principio de superposición y (8.10), (8.15)
tenemos que el desplazamiento total en P considerando Q y wo es igual a

δtotal =

∫ L

0

1

EIz

(
wox

3

2
+ Qx2

)
dx +

6

5GA

∫ L

0

wox + Q dx,

=
1

EIz

(
woL

4

8
+

QL3

3

)
+

6

5GA

(
woL

2

2
+ QL

)
. (8.23)

En el problema original solo teńıamos wo aplicado sobre la viga de modo
que ahora hacemos Q = 0 y del resultado anterior llegamos a que

δtotal =
woL

4

8EIz
+

3woL
2

5GA
. (8.24)
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8.2. Ejercicios

1. En la Figura 8.5 se tiene una viga para la cual I = 4 ∗ 10−6m4 y E =
190GPa. La viga está empotrada en A, en tanto que en B está sobre un
soporte simple. En el extremo derecho de la viga se aplica un momento
M0 = 500Nm. La viga también está sometida a una fuerza uniforme w0 =
1000N/m. Usando el teorema de Castigliano determine las reacciones en
A y B. Se tiene L = 2m.

LLL

A B

M0

w0

Figura 8.5: Problema calculo de reacciones en viga.

2. La viga de sección rectangular ABC de la Figura 8.6 está bajo el efecto de
una carga vertical P en C y está empotrada en A. La sección se muestra
en la parte inferior de la figura.

���
���
���
���

h

b

e
d

P

A

B C

Figura 8.6: Viga doblada.

Usando Castigliano:

Determine la deflexión vertical δy en C

Determine la deflexión horizontal δx en C.

Determine el ángulo de rotación en C
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3. En la Figura 8.7 tenemos dos vigas 1 y 2. La viga 1 está sostenida por
apoyos simples en tanto que la viga 2 está empotrada en un extremo y
bajo la acción de una fuerza uniforme wo. Ambas vigas están unidas por
un cable. Usando Castigliano determine la deflexión en el punto A.

a

a

1

2
wo L

A

cable

Figura 8.7: Dos vigas unidas por un cable.

Datos:

Viga 1 a = 1m, E =200GPa, I1 = 10−6m4

Viga 2 L = 3m, E =200GPa, I2 = 2 ∗ 10−6m4, wo = 10kN/m

Cable diámetro 1cm, largo 50cm, E = 180GPa.

4. En la Figura 8.8 se tiene una viga para la cual I = y E =. La viga
está empotrada en A, en tanto que en B está sobre un soporte simple.
En el extremo derecho de la viga se aplica un momento M0 =. La viga
también está sometida a una fuerza uniforme w0 =. Usando el teorema de
Castigliano determine las reacciones en A y B. Se tiene L = 2m.

LLL

A B

M0

w0

Figura 8.8: Viga bajo varias cargas.
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5. En la Figura 8.9 se tiene una viga de longitud L sometida a una fuerza
uniforme wo y una fuerza puntual P . Si se conoce el producto EI, usando
el teorema de Castigliano determine el valor de la fuerza P de modo que
en el punto B el desplazamiento vertical de la viga sea cero.

A
B C

L
L/2

L/4

P

wo

Figura 8.9: Viga sometida a fuerzas uniforme y puntual.

6. Una viga ABC como la mostrada en la Figura 8.10 está empotrada en A
y en B está sobre un resorte3 de constante k. Una carga concentrada P
se aplica en C. Determine el desplazamiento hacia abajo δc del punto C.
Resuelva el problema usando el teorema de Castigliano.

a

P

L

A B C

k

Sección

h

b

e

Figura 8.10: Viga apoyada en resorte.

Datos: P = 1kN, L = 2m, a = 60cm, E = 200GPa, b = 8cm, h = 7cm,
e = 5mm, k = 5kN/m.

3El resorte inicialmente no está ni estirado ni comprimido.
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Caṕıtulo 9

Esfuerzos combinados:

Esfuerzos normales y de

corte máximos

En todos los caṕıtulos anteriores hemos estudiado métodos ‘simples’ para
el cálculo de los esfuerzos y las deformaciones en situaciones sencillas, tales
como barras sometidas a tracción o compresión, ejes sometidos a torsión, vigas
sometidas a flexión y también considerando esfuerzos de corte. En cada uno
de estos caṕıtulos hemos estudiado distintos tipos de esfuerzos por separado,
indicando en particular que las soluciones obtenidas aqúı pueden considerarse
como soluciones de problemas unidimensionales.

En este caṕıtulo veremos un método en el cual, con los resultados anteri-
ores, ahora estudiaremos problemas en donde tenemos varios tipos de esfuerzos
y deformaciones actuando en un cuerpo. La base de este método será el princi-
pio de superposición, mediante el cual un cuerpo sometido al mismo tiempo a
torsión, flexión y fuerzas axiales en distintos planos, puede ser tratado de forma
separada para cada fenómeno, para después calcular un tensor de esfuerzos to-
tal simplemente sumando cada uno de los esfuerzos calculados previamente de
forma separada. Esta es una forma aproximada de resolver problemas en 2 y 3
dimensiones.

Primero haremos un repaso de algunos puntos importantes de la teoŕıa de
la elasticidad que hemos visto en secciones anteriores.

En la Figura 9.1 tenemos una representación de un cuadrado diferencial
(problema plano) con las tres componentes independientes del tensor de esfuer-
zos. Dichas componentes tiene que satisfacer las ecuaciones de equilibrio (sin
fuerzas de cuerpo en el caso estático)

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
= 0, (9.1)

∂τxy

∂x
+

∂σy

∂y
= 0. (9.2)
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y

x σx

σy

τxy

τxy

Figura 9.1: Cuadrado diferencial caso plano.

En problemas bidimensionales el campo de desplazamientos tiene dos com-
ponentes

~w(x, y) = u(x, y)̂ı + v(x, y)̂. (9.3)

El tensor de deformaciones tiene tres componentes independientes, cuyas
relaciones con los desplazamientos son

εxx =
∂u

∂x
, εyy =

∂v

∂y
, εxy =

1

2

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)
. (9.4)

Finalmente, para la relación entre los esfuerzos y las deformaciones, en el
caso de esfuerzo plano, teńıamos

σx =
E

(1 − ν2)
(εxx + νεyy), σy =

E

(1 − ν2)
(εyy + νεxx), τxy = 2Gεxy. (9.5)

9.1. Esfuerzos normales y de corte máximo

Antes de explorar a través de un ejemplo particular el método de superposi-
ción mencionado al inicio de este caṕıtulo, tenemos que considerar la siguiente
pregunta: ¿Si en el interior de un cuerpo para un punto tenemos un cuadrado
o cubo diferencial con varias componentes del esfuerzo actuando sobre él, como
podŕıamos desarrollar una teoŕıa de falla?

La motivación de la pregunta anterior es la siguiente. En la Sección 3.5.1
hab́ıamos estudiado el concepto del esfuerzo de fluencia σo. Uno de los mecan-
ismos de falla más faciles de estudiar corresponde a la deformación plástica.
El concepto del esfuerzo de fluencia lo hab́ıamos visto solo en el contexto de
un problema unidimensional, más precisamente en el caso de una barra someti-
da a tracción. Sin embargo, la pregunta es: ¿Como podŕıamos extender dicho
concepto al caso bi- y tri-dimensional? No es tan simple establecer falla por
deformación plástica cuando tenemos, por ejemplo, un cuerpo sometido tanto a
esfuerzos normales como de corte en distintas direcciones.
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Con esa motivación en mente, y considerando que en este caṕıtulo estudi-
aremos casos en donde tenemos varios tipos de esfuerzos actuando en un punto,
es que desarrollaremos una teoŕıa que nos servirá para dar respuesta a las pre-
guntas anteriores.

Considerémos el esquema mostrado en el lado izquierdo en la Figura 9.2, en
donde tenemos un cuerpo sometido a distintas cargas externas. En el interior

F1F1
F1

F2

R
R

PPP

Corte 1

Corte 1

Corte 2

Corte 2

Figura 9.2: Fuerzas internas en un cuerpo y su distribución para distintos cortes
imaginarios.

del cuerpo elijamos un punto arbitrario P , y realicemos dos cortes imaginarios
que pasan por dicho punto, pero con distinta orientación.

En los esquemas mostrados en el centro y en el lado derecho de la figura
tenemos la porción que queda al hacer el corte imaginario. Es fácil apreciar
que para los dos cortes la distribución de fuerzas internas en general van a ser
distintas, en particular en el punto de interés P .

Imaginemos que el punto P se encuentra en realidad en el interior de un
cuadrado diferencial, y que dicho cuadrado (en realidad rectángulo) también es
afectado por el corte imaginario, tal como se muestra en la Figura 9.3. En las
caras vertical y horizontal tenemos actuando sobre el cuadrado diferencial las
componetes σx, σy, τxy del tensor de esfuerzos (caso plano), en tanto que en la
superficie oblicua (la superficie de corte imaginario) tenemos actuando el vector
de esfuerzos ~t. Como el cuadrado diferencial cortado y todas sus superficies se
asumen muy pequeñas, solo se dibuja un vector esfuerzos en cada cara. En la
figura el vector ~n es el vector unitario normal a la superficie. Nótese que en
general ~t y ~n no necesariamente están alineados.

El vector ~t se puede descomponer de varias formas (ver Sección 3.3.4), aqúı en
particular nos interesa determinar sus componentes normal a la superficie de
corte imaginario σn (componente normal), y su componente tangencial τ (com-
ponente en corte).

Mostraremos ahora que para valores fijos de σx, σy y τxy las componentes σn

y τ van a variar, o si se quiere, van a depender de θ. Una pregunta interesante
es: ¿Cuales son los valores de θ para los cuales σn y τ son máximos? El motivo
de esta pregunta tiene que ver justamente con una ‘teoŕıa de falla’ como la
enunciamos al inicio de esta sección. En el caso bidimensional, un posible criterio
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x

y

dx

dy
σx

σy

ds

θ

θ
θθ

~n

~t

σnττxy

τxy

Figura 9.3: Cuadrado diferencial con corte oblicuo.

de falla podŕıa estar asociado a valores para σn y/o τ superiores a cierto ĺımite.
Veremos en detalle esto en la Sección 10.2.

Con la motivación anterior observemos nuevamente la Figura 9.3 y realize-
mos el balance de fuerzas para el elemento diferencial en las direcciones normal
y tangencial, el esquema del lado derecho nos ayudará en el balance. Si hacemos
suma de fuerzas en el sentido normal n tendremos1

∑
Fn = 0 ⇒ σnds−σy cos θdx− τxy sin θdx−σx sin θdy− τxy cos θdy = 0,

luego dividiendo por ds tenemos

σn − σy cos θ
dx

ds
− τxy sin θ

dx

ds
− σx sin θ

dy

ds
− τxy cos θ

dy

ds
= 0.

Pero por definición de la figura vemos que

dx

ds
= cos θ,

dy

ds
= sin θ, (9.6)

por lo que reemplazando en el balance de fuerzas, después de algunas manipu-
laciones, obtenemos

σn =
1

2
(σx + σy) +

1

2
(σy − σx) cos(2θ) + τxy sin(2θ). (9.7)

Podemos apreciar ahora que efectivamente σn = σn(θ). Lo que nos interesa
ahora es determinar para cuales θ esta componente del vector de esfuerzos es

1Para obtener fuerzas a partir de las componentes del tensor y del vector de esfuerzos
debemos multiplicar por el área en las que estas componentes actúan (pues en las caras del
elemento diferencial se asumen constantes), que en este caso corresponde a las longitudes de
los lados multiplicados por la ‘profundidad’ del elemento, que por simplicidad se puede asumir
unitaria.
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máxima (mı́nima), para ello buscamos las soluciones de dσn

dθ = 0. De la expresión
anterior tenemos que resolver la ecuación

−(σy − σx) sin(2θ) + 2τxy cos(2θ) = 0, (9.8)

cuya solución, que llamaremos θn, se puede obtener de

tan(2θn) =
2τxy

σy − σx
. (9.9)

La ecuación anterior tiene dos soluciones, y se puede probar que una de ellas nos
dará un máximo para σn y la otra nos dará un mı́nimo para esa componente.

Para el balance de fuerzas en el sentido tangencial, nuevamente de la Figura
9.3 podemos ver que

∑
Ftan = 0 ⇒ τds−σy sin θdx+ τxy cos θdx− τxy sin θdy +σx cos θdy = 0,

y dividiendo por ds y usando (9.6), después de algunas manipulaciones se llega
a

τ =
1

2
(σy − σx) sin(2θ) − τxy cos(2θ). (9.10)

También nos interesa buscar θ para que τ = τ(θ) sea máximo (mı́nimo). De
dτ
dθ = 0, usando el resultado anterior, vemos que dichos valores se obtienen al
resolver

(σy − σx) cos(2θ) + 2τxy sin(2θ) = 0, (9.11)

cuya solución, que llamaremos θτ , es

tan(2θτ ) =
σx − σy

2τxy
. (9.12)

La ecuación anterior tiene dos soluciones, para una de ellas obtendŕıamos un
valor máximo, y para la otra un valor igual en magnitud pero con signo negativo,
es decir un mı́nimo.

De (9.9) y (9.12) podemos apreciar que

tan
(
2θn +

π

2

)
= tan(2θτ ), (9.13)

o sea θn y θτ están separados por π/4.
Usando (9.9) en (9.7) y (9.12) en (9.10) se puede demostrar que los valores

máximos (mı́nimos) para σn y τ , que llamaremos σnm
y τm, están dados por

σnm
=

σx + σy

2
±

√(
σy − σx

2

)2

+ τxy, (9.14)

τm = ±

√(
σy − σx

2

)2

+ τxy. (9.15)
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Imaginemos que σn y τ son en realidad coordenadas en un ‘espacio de esfuer-
zos’, en donde σn seŕıa la coordenada horizontal y τ la vertical. En otras palabras
cualquier vector de esfuerzos ~t se podŕıa representar en este espacio (caso bidi-
mensional) como un punto. Es fácil comprobar que las soluciones (9.14)-(9.15)
vienen a ser cierto puntos espećıficos en la circunferencia dada por la siguiente
ecuación paramétrica en dicho espacio

[
σn −

(
σx − σy

2

)]2
+ τ2 =

(
σy − σx

2

)2

+ τ2
xy. (9.16)

9.2. Ćırculo de Mohr

La ecuación para la circunferencia descrita en (9.16) nos permitiŕıa encontrar
los esfuerzos normales y de corte máximos o mı́nimos de manera gráfica. Para
hacer esto considérese el cuadrado diferencial con los esfuerzos mostrados en la
Figura 9.4.

(L)

(K)

σx

σy

τxy

τxy

Figura 9.4: Circulo de Mohr. Cuadrado diferencial con esfuerzos caso plano.

Ahora considerémos el espacio con ejes σn y τ , es decir el espacio en donde
cada cara del cuadrado diferencial con sus dos componentes del esfuerzo se
puede representar en un punto en dicho espacio. Se pueden escoger dos caras
arbitrarias de dicho cuadrado que esten a noventa grados, llamaremos a la cara
superior el punto (L) con coordenadas σy , τxy y la cara lateral derecha (K)
con coordenadas σx, τxy. Vamos a asumir que los esfuerzos de corte que tienen
orientación en el sentido de las manecillas del reloj son positivos.

En la Figura 9.5 tenemos el espacio σn − τ , construiremos algo que llamare-
mos el ‘ćırculo de Mohr’ de la siguiente forma:

Asumamos que para este ejemplo σx > σy > 0. Ubiquemos el punto (K)
en la figura, en donde como en este caso τxy < 0 tenemos que colocar
dicho punto en el sector negativo para τ .

Ubiquemos el punto (L) el cual podemos apreciar se ubica en el eje positivo
para τ .
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σn

τ

σxσy

τxy

−τxy

ab

c

d

(L)

(K)

O

2θ

Figura 9.5: Cı́rculo de Mohr.

Trazemos una ĺınea recta desde (L) a (K). Dicha ĺınea corta al eje σn en
el punto O, además se puede ver que el punto O corta a la ĺınea justo en
la mitad.

En el punto O ubicaremos la punta de un compás, y la punta del lápiz se
ubica en el punto (L) o en el punto (K).

Se traza ahora un ćırculo con centro en O. Se pueden distinguir cuatro
puntos importantes: a, b, c y d.

Notemos que este ćırculo no es mas que la representación gráfica de (9.16).
Cualquier par de punto σn, τ a lo largo de la circunferencia viene a repre-
sentar el mismo estado de esfuerzos en el punto, pero visto en un sistema
de coordenadas rotada respecto al sistema original. La rotación del sis-
tema de coordenadas es equivalente a realizar un corte imaginario oblicuo
con ángulo θ como se hab́ıa mostrado en la sección anterior.

El punto a viene a representar el valor máximo del esfuerzo normal σnm
,

que se puede obtener de forma gráfica y cuyo valor es aproximadamente
el entregado por (9.14). El punto b seŕıa el valor mı́nimo (con signo) del
esfuerzo normal. Los puntos d y e vendŕıan a entregar los valores máximos
y minimos para el esfuerzo de corte τm (ver Ecuación 9.15).

El ángulo real entre el punto (K) y el punto (L) es de 90◦, luego en el
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plano σn − τ podemos apreciar que el ángulo entre dicho planos es 180◦,
o sea todo ángulo real en el plano de los esfuezos es multiplicado por dos.

De la observación anterior tenemos que el ángulo que debe ‘rotar’ el sis-
tema de coordenadas desde K − L, para obtener el máximo esfuerzo nor-
mal, es de 2θ como aparece en la figura. Se aprecia también que el ángulo
entre el punto de esfuerzo normal máximo y de corte máximo es 45◦, tal
como se hab́ıa discutido en la sección anterior.

Hay varios casos interesantes que se pueden estudiar con el uso del ćırculo
de Mohr, por ejemplo, los casos: σx = σy = σ y τxy = 0, y σy = −σx = σ y
τxy = 0.

9.3. Problema con esfuerzos combinados

En esta sección usaremos los resultados mostrados en todos los caṕıtulos
anteriores, en donde estudiamos el fenómeno de esfuerzo axial, esfuerzo de corte
en torsión, esfuerzo normal y de corte en flexión, para estudiar problemas bidi-
mensionales y tridimensionales para los esfuerzos en un cuerpo. Tal como se
indico en la introducción, la base del método es el principio de superposición,
en donde cada fenómeno se estudia por separado, para después al final obtener
un ‘estado de esfuerzos total’ mediante una simple suma.

Para determinar los esfuerzos, como paso previo será necesario calcular las
cargas internas, en general tendremos que:

Fuerza interna H generará σi de tracción o compresión.

El momento interno M generará σi de tracción o compresión.

El torque T generará τij de corte.

La fuerza de corte V generará un esfuerzo τij de corte.

En un problema general, las cargas internas H, M , T y V deben ser cal-
culadas con el método de los cortes, en donde, por ejemplo, para una viga, se
hace un corte imaginario a una cierta distancia, para luego hacer el equilibrio
de fuerzas y momentos en las distintas direcciones que pueden ser de interés
para un problema completamente tridimensional.

En la siguiente sección veremos un caso muy particular simplificado.

9.3.1. Fuerzas internas para el caso de una viga o barra

empotrada en un extremo y libre en el otro

El método a presentar en esta sección solo es válido para barras o vigas
empotradas en un extremo, y no se puede usar en otro tipo de problemas.

Considerémos el esquema mostrado en la Figura 9.6, en donde tenemos una
viga sometida a una fuerza puntual ~F en el punto P . La fuerza ~F puede ser
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~F

AB

P

~ρBP

ρAP

Figura 9.6: Cargas internas para una viga empotrada con un extremo libre.

completamente tridimensional, es decir ahora no estamos trabajando solamente
con fuerzas en el plano.

Imaginemos que estamos interesados en determinar las cargas internas en
los puntos A y B debido a la aplicación de ~F . Es fácil notar que para que la
viga o barra esté en equilibrio es necesario que en B exista una fuerza −~F y un
momento de reacción debido a la pared

~M = −~ρBP × ~F .

Esto se puede demostrar por medio de las ecuaciones de equilibrio
∑

~Fi = ~0 y∑ ~Mj = ~0.
Si se hace un corte imaginario muy cerca de B, tendremos entonces como

cargas internas a ~F y a ~M = ~ρBP × ~F , si es que se estudia la porción pequeña
de viga que queda en el lado izquierdo2.

Si estamos interesados en estudiar las cargas internas en el punto A, podemos
considerar un corte imaginario en este punto, y luego hacer equilibrio de fuerzas
y momentos para la parte de la viga que queda en el lado derecho. Si se hace
eso, en A debeŕıamos tener una fuerza de ‘reacción’ igual a −~F y un momento
de reacción ~M = −~ρAP × ~F . Luego, las cargas internas en A, si se mira la
superficie de corte que queda en el lado izquierdo, por acción y reacción seŕıan
simplemente igual a ~F y ~M = ~ρAP × ~F .

Como conclusión de las observaciones anteriores, para la barra mostrada en
la Figura 9.6, para un punto A cualquiera a lo largo de esta, las cargas internas
en A consistiran en una fuerza puntual ~F , la que pueder tener componentes
en corte y normales, más un momento ~M = ~ρAP × ~F que puede consistir en
momentos que causen flexión y momentos (torques) que causen torsión.

En el caso general mostrado en el lado izquierdo de la Figura 9.7 para un
punto A cualquiera, para un corte imaginario en dicho punto tendremos una

2Si se estudia la cara opuesta del corte en el lado derecho, por acción y reacción tendŕıamos
que considerar una fuerza interna −~F y un momento interno ~M = −~ρBP × ~F , que son las
mismas reacciones que se calculaban con el equilibrio del cuerpo completo.
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fuerza total puntual ~FT y un momento interno total ~MT , que se pueden calcular
como

~FT = ~F1 + ~F2 + ~F3 + ..., ~MT = ~ρA1 × ~F1 + ~ρA2 × ~F2 + ~ρA3 × ~F3 + ... (9.17)

Para el momento interno también podemos agregar momento puros si es nece-
sario.

~F1

~F2

~F3

AA

~ρA1 ~FT

~MT

~ρA2

~ρA3

Figura 9.7: Cargas internas para una viga empotrada con un extremo libre
sometida a varias fuerzas externas.

Es necesario volver a recalcar que (9.17) solo puede ser usado en problemas en
donde tenemos una viga empotrada en un extremo y libre en el otro. Este método
no puede ser usado en otros problemas más generales, en donde podŕıamos tener
una viga sostenida por varios apoyos.

9.3.2. Ejemplo para un problema en donde se tiene flexión,

torsión, corte y cargas axiales combinadas

En esta sección nos interesa el problema mostrado en la Figura 9.8. En dicha
figura tenemos una barra maciza de sección circular empotrada en la base y con
un extremo libre. En dicho extremo se está aplicando una fuerza de 13kN con
una dirección que se puede obtener de la geometŕıa. El diámetro de la barra es
de 60mm.

Nos interesa determinar el ‘estado de esfuerzos’ para el punto H . Resolver-
emos este problema en varios pasos a continuación:

1. No usaremos directamente (9.17) en este caso, sino un método más largo
pero más pedagógico. De la Figura 9.8 podemos encontrar las componentes
de la fuerza 13kN, en particular vemos que ~F = Fy ı̂+Fzk̂ = −12̂−5k̂kN,
tal como se muestra en la Figura 9.9

2. Comenzaremos con la componente de 12kN en la dirección del eje y.
‘Moveremos’ esta componente de su punto inicial de aplicación al centro
de la sección en donde está H . Para ello primero movemos esa componente
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x

y

z

H

B

Empotrado

13kN

300mm

100mm

125mm

150mm

Figura 9.8: Esfuerzos combinados. Ejemplo.

al punto B. Al moverla se generá un momento puro de 1.8kNm tal como
se muestra en la Figura 9.10.

3. A continuación trasladaremos la fuerza de 12kN de B a la sección en
donde está H . Como en este caso se traslada en su propia ĺınea de acción
no se genera ningún momento puro en esta traslación. El momento puro
de 1.8kNm se puede trasladar a H sin necesidad de hacer nada adicional.
En la sección en donde está H tenemos algo como lo mostrado en la Figura
9.11.

4. En la Figura 9.12 tenemos un corte imaginario que pasa por H , y de los
cálculo anteriores podemos ver como actúan las fuerzas internas en dicha
sección, que consiste de una fuerza de -12kN en la dirección del eje y, más
un momento puro de -1.8kNm en la dirección del eje z.

Ahora haremos una lista de los tipos de esfuerzos que pueden aparece en
el punto H debido a la presencia de estas cargas internas:

En el punto H tenemos un esfuerzo normal aproximadamente uni-
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x

5kN

12kN
H

B

13kN

125mm

Figura 9.9: Esfuerzos combinados. Descomposición de la fuerza externa.

1.8kNm

12kN

12kN
H

Figura 9.10: Esfuerzos combinados. Traslación de la componente Fy .

forme de compresión en el sentido del eje y debido a la fuerza interna
de -12kN.

En este punto tendŕıamos también un esfuerzo normal de compresión
causado por flexión asociada al momento puro en x de magnitud
1.8kNm.

En el punto H no habŕıa esfuerzo de corte ‘asociado’ a flexión, esto no
solo porque no hay fuerza interna de corte, pero además para dicho
punto el eje z seŕıa el eje neutro, tal como se muestra en la Figura
9.13 en donde tenemos una vista superior del corte imaginario.

5. Ahora procedemos a determinar los distintos esfuerzos mencionados ante-
riormente.

El esfuerzo de compresión uniforme debido a 12kN en la dirección del
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1.8kNm

1.8kNm

12kN

12kN

H

Figura 9.11: Esfuerzos combinados. Traslación de la componente Fy .

x

y

z

H

-1.8kNmk̂

-12Nm̂

Figura 9.12: Esfuerzos combinados. Cargas internas para un corte imaginario
en la zona de interés.

d

x

z

Eje neutro

Figura 9.13: Esfuerzos combinados. Sección de la barra y propiedades de área.

eje y simplemente se calcula como

σy = −12

A

kN

m2
,
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donde A es el área de la sección y es igual a A = 2,827 ∗ 10−3m2, por
lo que

σy = −4,2448MPa. (9.18)

Para el caso del esfuerzo de compresión por flexión usaŕıamos la ex-
presión (5.9), o sea σy = −Mxx

Iz
, en donde el signo negativo (compre-

sión) ya se ha incorporado.

Para una sección circular, como la mostrada en la Figura 9.13, ten-
emos que

Iz = 2

∫
x2 dA,

en donde el factor 2 proviene de la simetŕıa que posee esta sección y

dA = 2z dx con z =
√

d2

4 − x2, donde d es el diámetro de la sección.

Por lo tanto

Iz = 4

∫ d/2

0

(√
d2

4
− x2

)
x2 dx =

π

4

(
d

2

)4

. (9.19)

En nuestro caso con d =60mm tenemos

Iz = 6,3617 ∗ 10−7m4, (9.20)

por lo que si x = d/2

σy = −1,8 ∗ 103 ∗ 0,03/(6,3617 ∗ 10−7) = −84,88MPa. (9.21)

6. Ahora procederemos a desplazar la componente de fuerza de -5kN que
actúa en la dirección del eje z. Para ello observemos la Figura 9.14, en
donde vemos esta componente que se traslada de su punto original al
punto B. En la traslación se genera un torque puro igual a 0.75kNm en la
dirección del eje y.

7. A continuación llevamos la fuerza de -5kN de B a la sección en donde se
encuentra el punto H . En la Figura 9.15 podemos ver la traslación y como
esta genera un nuevo momento puro igual a -1kNm en la dirección del eje
x.

8. En la Figura 9.16 tenemos un corte imaginario que contiene al punto H
mostrando las distintas cargas internas actuando en esa sección.

Ahora discutimos los tipos de esfuerzos que estas cargas internas pueden
generar:

En el punto H tendrémos esfuerzo de corte debido a la torsión por
0.75kNm.

En este mismo punto habŕıa esfuerzo de corte debido a la fuerza de
corte de 5kN. Debido a la posición de H este esfuerzo de corte en
efecto seŕıa máximo para este fenómeno.
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0.75kNm

5kN

5kN

H

B

Figura 9.14: Esfuerzos combinados. Traslación de la componente Fz .

0.75kNm

0.75kNm

5kN

5kN

H

B

1kNm

Figura 9.15: Esfuerzos combinados. Traslación de la componente Fz .

En H no habŕıa esfuerzo de compresión o tracción por flexión debido
a el momento de 1kNm en la dirección del eje x, pues el punto H
se encuentra en el eje x, que en este caso seŕıa el eje neutro para la
flexión causada por 1kNm.

9. Ahora calcularemos los esfuerzos mencionados en el punto anterior:

El esfuerzo de corte por torsión se debe calcular usando (4.8), pero
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0.75kNm
5kN

H
1kNm

Figura 9.16: Esfuerzos combinados. Cargas internas para un corte imaginario
en la zona de interés.

primero debemos identificar este esfuerzo de corte para el sistema de
coordenadas de la figura. Por el tipo de deformación que causaŕıa el
torque en la sección (plano atravesado por y, esfuerzo de corte en la
dirección z) tenemos que este esfuerzo seŕıa τyz y seŕıa además neg-
ativo, luego en magnitud tenemos (el signo lo incorporamos depués)

τyz =
Tr

J
.

En este caso usamos r = d/2 = 0,03m y de (4.6) tenemos J = π
32d4 =

1,2723 ∗ 10−6m4. Luego

τyz = −0,75 ∗ 103 ∗ 0,03

1,2723 ∗ 10−6
= −17,6839MPa. (9.22)

Respecto al esfuerzo de corte debido al corte puro, debemos usar la
expresión (6.10) para vigas de secciones arbitrarias. Primero, por el
sentido que tiene la fuerza de corte es fácil ver que el esfuerzo de
corte que se genera aqúı es τyz igual que en el caso anterior (además
con signo negativo). Luego de (6.10) tenemos que calcular (el signo
lo agregamos después)

τyz =
V

Ixt

∫ d/2

z

ξ dA. (9.23)

Nótese que en (9.23) hemos usado Ix por la orientación que tienen
los ejes en este problema.

De la Figura 9.17 podemos ver el significado de las distintas variables
y expresiones que aparecen en (9.23) para este problema. En partic-

ular podemos ver que dA = 2x dξ, que x =
√

d2

4 − ξ2, y que para el

punto H tenemos t = d, z = 0. La fuerza de corte seŕıa V = −5kN .

Considerémos la integral

∫ d/2

0

ξ dA =

∫ d/2

0

2

(√
d2

4
− ξ2

)
ξ dξ =

2

3

(
d

2

)3

, (9.24)
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Figura 9.17: Esfuerzos combinados. Sección de la barra y propiedades de área
para el cálculo de los esfuerzos de corte por fuerza de corte interna.

y en nuestro caso tenemos 2
3

(
d
2

)3
= 0,000018m3.

Usando los resultados y observaciones anteriores en (9.23) se llega a
(incluyendo ahora el signo)

τyz = − 5 ∗ 103 ∗ 0,000018

6,3617 ∗ 10−7 ∗ 0,06
= −2,3579MPa. (9.25)

10. De (9.18), (9.21), (9.22) y (9.25) vemos que todos los esfuerzos están (o si
se quiere actúan) en el plano y − z. Podemos apreciar también como los
esfuerzos normales debido a flexión son mucho mayores en magnitud a los
esfuerzos normales debido a cargas normales, y que lo mismo sucede con los
esfuerzos de corte debido a torsión si se comparan con los esfuerzos de corte
debido a corte puro. En general en problemas de esfuerzos combinados
tendremos este tipo de resultados.

Ahora usaremos el principio de superposición, en donde básicamente para
un cuadrado diferencial como el mostrado en la Figura 9.18, tenemos que
sumar los esfuerzos normales en las distintas direcciones, y lo mismo hace-
mos con los de corte. En el caso de los esfuerzos normales solo tenemos σy

y de (9.18), (9.21) tenemos

σytotal
= −4,2448− 84,88 = −89,1248MPa. (9.26)

En el caso de los esfuerzos de corte solo tenemos τyz y de (9.22), (9.25) se
llega a

τyztotal
= −17,6839− 2,3579MPa. (9.27)

Luego el ‘estado de esfuerzos’ total para el cuadrado diferencial seŕıa algo
como lo mostrado en la Figura 9.18. En la figura no aparece el signo
negativo para los esfuerzos debido a que este ya ha sido incorporado con
el sentido dado a las flechas.
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σy = 89,12MPa
y

z
τyz = 20,04MPa

τyz = 20,04MPa

Figura 9.18: Esfuerzos combinados. Representación para los esfuerzos en el punto
de interés en un cuadrado diferencial.

11. Un último paso que podemos hacer es calcular los esfuerzos normales y de
corte máximo. Se puede usar para ello (9.14), (9.15) o el ćırculo de Mohr.
Aqúı usaremos3 (9.14) y (9.15), de donde tenemos que

σnm
=

{
4,2995MPa,
−93,4243MPa,

(9.28)

y
τm = ±48,8619MPa. (9.29)

3El uso de (9.14) y (9.15) está restringido solo a problema planos como es el caso del
ejemplo mostrado aqúı. En nuestro ejemplo debemos cambiar algunos sub́ındices, en este caso
x por z.
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Caṕıtulo 10

Teoŕıa de falla: Criterios

para la deformación plástica

10.1. Introducción

¿Cuando se dirá que una componente o pieza de un mecanismo falla? Son
muchos los posibles fenómenos que un sólido puede sufrir que podŕıan consid-
erarse como causal de falla, como por ejemplo:

Formación de deformación plástica: Esto debido a que cuando un cuer-
po se deforma plásticamente su forma cambia de manera permanente, y
ese cambio permanente podŕıa, en algunos casos, causar problemas en el
funcionamiento de un mecanismo.

Exceso de deformación elástica: En algunas ocasiones un cuerpo (en par-
ticular cuerpos de gran tamaño) pueden sufrir grandes ‘desplazamientos’
elásticos debido a las cargas externas. No necesariamente se produciŕıan
deformaciones plásticas, pero este exceso de ‘deformación’ elástica puede
en algunas ocasiones también provocar problemas en el funcionamiento de
un mecanismo.

Rotura: Es el caso clásico de falla que viene a la mente cuando se piensa
en falla de una componente. La rotura de una pieza está ligada al compor-
tamiento de las grietas que esta pueda tener. Las grietas tienen dos fases
de comportamiento

• Fase estable: en donde la grieta puede crecer con una velocidad ‘baja’
medible.

• Fase inestable: que ocurre cuando las grietas superan un cierto tamaño
mı́nimo y que se caracteriza por un crecimiento de la grieta a una
velocidad muy alta, que casi no se puede medir. La falla aqúı ocurre
de forma catastrófica.
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Cambio en las propiedades del material: En algunas ocasiones, produc-
to de la temperatura, del ataque de agentes qúımicos u otras causas, las
propiedades del material pueden cambiar (y pueden en realidad ‘debili-
tarse’). Fenómenos t́ıpicos que se pueden mencionar son

• Corrosión.

• Endurecimiento (por deformación o cambios bruscos en la temper-
atura).

• Cambios debido a radiación nuclear.

• Difusión de hidrogeno: que ocurre en estanques que almacenan este el-
emento, el cual puede atravesar las paredes por pequeños intersticios,
para combinarse en algunas ocasiones con los átomos del material de
las paredes, en general causando un material de peores propiedades
mecánicas.

De la lista anterior podemos apreciar que el concepto de ‘falla’ es bastante
amplio.

Respecto a las ‘causas’ de los fenómenos de falla mencionados anteriormente,
podemos considerar la siguiente lista:

Cargas (fuerza externas) altas: Es quizás la causa más fácil de estudiar y
la que se puede incorporar de forma más simple en el diseño para evitarla.

Cargas ćıclicas: Las cargas ćıclicas, cuya magnitud y signo pueden cambiar
en función del tiempo, si se aplican por periodos largos de tiempo, aún
cuando las magnitudes sean pequeñas, pueden causar falla, en particular
asociadas a grietas y rotura. Esto se estudiará en el Caṕıtulo 12.

Cargas que se mantienen por periodos muy largos de tiempo: En algunas
estructuras metálicas, que puede estas sometidas a temperaturas moder-
adamente altas, bajo la aplicación de fuerzas externas que no necesari-
amente son altas, pero aplicadas en periodos muy largos de tiempo, se
puede observar un fenómeno llamada ‘creep’ en donde se puede apreciar
un lento ‘fluir’ del sólido (deformación inelástica), que en esas escalas de
tiempo se comporta como un fluido.

Cambio brusco de temperatura: Un cambio brusco de la temperatura, en
particular si no es uniforme en el cuerpo, puede causar altos ‘esfuerzos
térmicos’, los que en ciertas ocasiones provocan rotura por grietas o de-
formación plástica. Los cambios bruscos de temperatura también pueden
causar cambios en la microestructura del material.

Aplicación de una temperatura muy baja: Una temperatura muy baja
puede causar problemas en algunos materiales. El acero, por ejemplo, a
temperatura normal puede ‘absorber’ una cierta cantidad de enerǵıa por
impacto antes de romperse, la cual en el caso de la aplicación de una
temperatura muy baja, puede disminuir de manera apreciable. Es decir
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bajo una cierta temperatura el acero puede comportarse de una forma
frágil, lo que daŕıa lugar a fallas por rotura si el material recibe un impacto.

O sea no solo hay muchos tipos de ‘fallas’ distintos a la rotura, sino también
puede haber un sinúmero de causas para dichas fallas. Debe quedar claro ahora
que este es un tema muy profundo que por brevedad no se estudiará de forma
completa en este texto.

En este caṕıtulo nos concentraremos en la falla por deformación plástica, y
en particular causada por cargas altas.

10.2. Criterios de falla para deformación plásti-

ca

En la Sección 3.5.1 vimos en detalle la curva que relaciona los esfuerzos y las
deformaciones para el caso de un ciĺındro sometido a una tensión uniaxial. Para
una acero de bajo o mediano carbono la curva tiene una forma como la presen-
tada en la Figura 10.1. El cambio o la transición del comportamiento elástico al

σ

ǫ

σo

Elástica Plástica

E

Figura 10.1: Curva esfuerzo-deformación para un acero bajo carbono.

plástico ocurriŕıa cuando el esfuerzo σ supera el valor ĺımite σo llamado esfuerzo
de fluencia.

La gran pregunta ahora es: ¿Qué debemos hacer en el caso en el que un
cuerpo esté sometido a un estado general de esfuerzos, es decir cuando en un
punto en un cuerpo tengamos distintos tipos de esfuerzos axiales y de corte
actuando al mismo tiempo?

La respuesta a esta pregunta no es sencilla, pues trasladar un resultado que
se obtuvo en un problema esencialmente unidimensional a aplicaciones en 2 o
3 dimensiones no es directo o sencillo. Por ese motivo se han propuesto varias
teoŕıas diferentes, tres de las cuales mostramos aqúı.
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10.2.1. Criterio del esfuerzo normal máximo

El material fallará cuando el máximo esfuerzo principal normal1 (en 2D o
3D) sea igual al máximo esfuerzo normal en el instante de falla de un ensayo
de tensión uniaxial.

Ahora traduciremos el estamento anterior. Para una barra bajo una carga uni-
axial como la que se muestra en la Figura 10.2 tenemos que el esfuerzo en el
instante de falla es σ = σo. Por otra parte si σn1 , σn2 y σn3 son los esfuerzos

���
���
���
���

P

P

A

Figura 10.2: Barra bajo tensión uniaxial.

principales para un cuerpo hecho del mismo material, del enunciado de la teoŕıa

1En la Sección 9.1 vimos en detalle el significado y el método de cálculo de los esfuerzos
normales máximos y mı́nimos. En este texto no se estudiará en detalle el caso 3D. Para el
caso 3D, en donde el tensor de esfuerzos tendŕıa la forma

T
˜

=




σx τxy τxz

τxy σy τyz

τxz τyz σz


 ,

se puede desarrollar un método de cálculo de los esfuerzos normales máximos y mı́nimos para
este caso, basados en la solución de

det(T
˜
− σnI

˜
) = 0,

en donde I
˜

es la matriz de identidad en 3D. La solución del problema del valor propio an-
terior nos da tres valores σn1 , σn2 y σn3 , uno de los cuales es el máximo esfuerzo normal
(considerando signo), uno es un valor intermedio y uno es el mı́nimo esfuerzo normal.
Cada uno de estos valores tiene asociado un vector propio, y se puede demostrar que si el
sistema de coordenadas original se rota para quedar alienado con estos tres vectories unitarios
ortogonales, entonces el tensor T

˜
(sus componentes) se transforman para quedar como

T
˜

=




σn1 0 0
0 σn2 0
0 0 σn3


 .

En el caso 2D por medio de las expresiones (9.14) o del ćırculo de Mohr estabamos hacien-
do básicamente lo mismo, es decir estabamos ‘rotando’ el sistema de coordenadas para que

de

(
σx τxy

τxy σy

)
se pueda obtener

(
σn1 0
0 σn2

)
, en donde vemos los dos valores (máximo y

mı́nimo) para σn que se obtienen de (9.14).
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tenemos que el material no falla cuando2

σ1 < σo, σ2 < σo, σ3 < σo. (10.1)

En un espacio en donde las coordenadas fuesen los esfuerzos principales, la
región delimitada por (10.1) seŕıa o tendŕıa la forma de un cubo, tal como se
puede apreciar en la Figura 10.3. Es decir si para un punto en un cuerpo T

˜
es

σ1

σo

σo

σo

σ2

σ3

Figura 10.3: Ĺımite de la zona de comportamiento elástico en la teoŕıa del es-
fuerzo normal máximo.

tal que sus esfuerzos principales (como punto) se encuentran dentro del cubo,
entonces el material no fallará (zona de no falla) en ese punto por deformación
plástica.

En los resultados anteriores hemos asumido que el material puede fallar de la
misma forma en tracción y compresión, pero hay muchos ejemplos de materiales
que fallan con distintos ĺımites para esos dos fenómenos. En dicho caso para
σi < 0 tendŕıamos que delimitar la zona de no falla con valores para el esfuerzo
σo differentes cuando son en compresión.

En el caso bidimensional, como solo tenemos σ1 y σ2, la región anterior se
transforma simplemente en un cuadrado, tal como el que se muestra en la Figura
10.4.

En general queremos evitar trabajar muy cerca del ĺımite de falla, y por ese
motivo la zona segura se define por medio de un esfuerzo admisible σadm que se
define como

σadm =
σo

FS
, (10.2)

en donde FS es conocido como el factor de seguridad y es tal que FS ≥ 1.
Este factor en problemas normales de diseño puede tomar los valores 1.5, 2 o
mayores, dependiendo de cuan cŕıtico sea evitar la falla en una aplicación.

El criterio del esfuerzo normal máximo se aplica y funciona bien para ma-
teriales ‘frágiles’ tales como: roca, vidrio, fierro fundido, cerámica, ladrillos re-
fractarios, etc. En estos materiales cuando fallan se puede apreciar superficies
de falla con normales orientadas en la dirección del máximo esfuerzo normal.

2Eliminaremos el sub́ındice n de la notación para los esfuerzos principales por simplicidad.
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σ1

σo

σo

σ2

σadm

σadm−σadm

−σadm

−σo

−σo

Ĺımite

Ĺımite práctico

Zona segura

Figura 10.4: Ĺımite de la zona de comportamiento elástico en la teoŕıa del es-
fuerzo normal máximo caso bidimensional.

10.2.2. Criterio del esfuerzo de corte máximo

El material fallará cuando el máximo esfuerzo de corte3 en 2D o 3D sea
igual al máximo esfuerzo de corte en el instante de falla para un ensayo uniax-
ial sobre una probeta del mismo material.

Para una probeta como la mostrada en la Figura 10.2, en un elemento difer-
encial en su interior tendŕıamos un estado de esfuerzos como el mostrado en
la Figura 10.5 en el lado izquierdo. Es decir tendŕıamos solamente un esfuerzo
normal y de (9.15) se llega a que para ese ensayo uniaxial en el instante de falla
τo = σo

2 . La misma conclusión se obtiene de la aplicación del ćırculo de Mohr a
este problema, como se muestra en el lado derecho de la Figura 10.5.

De las observaciones anteriores tenemos que no hay falla si

τm < τo ⇔ σmax − σmin

2
<

σo

2
. (10.3)

3En (9.15) hemos visto como determinar este esfuerzo de corte máximo en 2D, se teńıa

τ =

√(
σy−σx

2

)
2

+ τ2
xy. Si se trabaja con los esfuerzos principales σ1, σ2, como en dicho

sistema de coordenadas no hay corte, tenemos

τ =

√(
σn1 − σn2

2

)
2

= ±

(
σn1 − σn2

2

)
.

En el caso 3D, cuyos detalles no mostraremos aqúı, se tienen tres valores para los esfuerzos

máximos de corte, que se calculan como τ =
σni

−σnj

2
con i 6= j. Entre estos tres valores se

escoge el máximo, de donde tendŕıamos

τm =
σmax − σmin

2
.
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A

A

B
B

σo

σo

σo

σ

τ

τmax = σo

2

Figura 10.5: Esfuerzo de corte máximo en un ensayo uniaxial. Cı́rculo de Mohr.

Veamos ahora la forma que tendŕıa la zona en la que el material no falla
para el caso bidimensional. En dicho problema tenemos solo dos esfuerzos prin-
cipales σ1, σ2. Considerémos el plano con ejes dados por los esfuerzos principales
mostrado en la Figura 10.6. Dividamos el espacio de acuerdo a los posibles signos

σ1

σo

σo

σ2

III

−σo

−σo

Ĺımite

III

Zona segura

IV

Figura 10.6: Ĺımite de la zona de comportamiento elástico en la teoŕıa del es-
fuerzo de corte máximo.

de σ1 y σ2 en cuatro partes, que denominamos I, II, III y IV.
En la zona II tenemos que σ1 < 0 y σ2 > 0 por lo que (10.3) implica que

justo en el ĺımite de falla tenemos que se debe cumplir que

σ2 − σ1

2
=

σ0

2
⇒ σ2 = σo + σ1. (10.4)

Es decir, si expresamos, por ejemplo, σ2 como función de σ1, la relación entre
estos esfuerzos en el ĺımite de falla es una ĺınea recta, tal como se ve para II en
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la Figura 10.6. Lo mismo se puede obtener para la zona IV. Respecto a las zonas
I y III el criterio anterior nos da una zona sin ĺımites, lo que no es razonable,
y una manera de complementar esto es asumiendo de forma adicional que para
las zonas I y III el criterio del esfuerzo normal máximo debeŕıa ser válido, con
lo que tenemos ĺımites como los mostrados en la misma Figura 10.6.

Podemos apreciar de las Figuras 10.4 y 10.6 que la zona de no falla para
el caso del criterio del esfuerzo normal máximo, es más grande que la que se
obtendŕıa con el criterio del esfuerzo de corte máximo. Debemos recordar eso si
que el rango de aplicación o el tipo de materiales en las que estas dos teoŕıas se
aplica es distinto.

Aqúı también se puede usar el concepto del esfuerzo admisible σadm =
σo/FS, con el cúal se puede establecer la zona ‘segura’ en la que no se pro-
duciŕıa falla, tal como se muestra en la Figura 10.7.

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

σ1

σo

σo

σ2

σadm

σadm−σo

−σo

Zona segura

Figura 10.7: Ĺımite de la zona de comportamiento elástico en la teoŕıa del es-
fuerzo de corte máximo con zona admisible.

Los materiales para los cuales este criterio da buenas predicciones son ma-
teriales ‘dúctiles’, tales como el acero de bajo carbono y el cobre.

Debido a que el ángulo para el cual tenemos el máximo esfuerzo de corte
tiene una diferencia de 45◦ con la dirección del máximo esfuerzo normal, para
un ciĺındro o placa sometida a tracción que sean hechos de materiales dúctiles,
las superficies de falla presentan una inclinación angular respecto a la dirección
de la carga axial externa.

10.2.3. Criterio de Von Mises

El material fallará en 2D o 3D si su ‘enerǵıa de distorsión’ por unidad de
volumen en el instante de falla es igual a la enerǵıa en ese instante en un ensayo
uniaxial usando una probeta del mismo material.
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La aplicación de este criterio (que es muy popular en diseño mecánico) es sobre
todo para materiales dúctiles.

La enerǵıa de distorsión la definiremos a partir de la expresión para la enerǵıa
espećıfica (7.9) en donde teńıamos

U =
1

2E
(σ2

x + σ2
y + σ2

z) − ν

E
(σxσy + σxσz + σyσz) +

1

2G
(τ2

xy + τ2
xz + τ2

yz).

En lugar de trabajar con el tensor de esfuerzos en el sistema de coordenadas
original, trabajaremos con el tensor de esfuerzos rotado, de forma tal de tener
los esfuerzos principales σi, i = 1, 2, 3. En este caso para U tendŕıamos

U =
1

2E
(σ2

1 + σ2
2 + σ2

3) − ν

E
(σ1σ2 + σ1σ3 + σ2σ3). (10.5)

Esta enerǵıa espećıfica (su valor) es exactamente la misma que (7.9), pues debe-
mos recordar que al calcular los esfuerzos principales (normales máximos y mı́ni-
mos) tenemos el mismo estado de esfuerzos visto en un sistema de coordenadas
rotado respecto al original. La enerǵıa debeŕıa ser invariante respecto a cambios
en las coordenadas (por ser una función escalar).

Considerémos el cuadrado o cubo diferencial mostrado en la Figura 10.8, en
donde tenemos que se aplica solo un esfuerzo uniforme (de tracción o compre-
sión) igual en todas las caras. Distintas observaciones experimentales indicaŕıan

σ̄

σ̄

σ̄

σ̄

Figura 10.8: Cubo bajo el efecto de esfuerzos ‘hidrostáticos’.

que cambios volumétricos, como los que se observan de forma esquematica en
este figura, no produciŕıan deformaciones plásticas, independiente de la magni-
tud de σ̄.

Vamos a descomponer la enerǵıa de deformación en dos partes, una de ellas
asociada a la parte ‘uniforme’ de los esfuerzos y la otra asociada a la parte
restante de los esfuerzos. Para ello considerémos la siguiente descomposición de
los esfuerzos principales

σ1 = σ̄ + S1, (10.6)

σ2 = σ̄ + S2, (10.7)

σ3 = σ̄ + S3, (10.8)
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donde definimos el ‘esfuerzo hidrostático’ σ̄ como

σ̄ =
σ1 + σ2 + σ3

3
, (10.9)

que como podemos ver es una especie de promedio de los esfuerzos principales.
Respecto a Si, i = 1, 2, 3, estos son llamados las componentes del ‘esfuerzo

deviatórico’ y de (10.6)-(10.9) se tiene que

S1 =
2σ1 − σ2 − σ3

3
, (10.10)

S2 =
2σ2 − σ1 − σ3

3
, (10.11)

S3 =
2σ3 − σ1 − σ2

3
. (10.12)

La enerǵıa total se descompondrá como

U = UH + UD, (10.13)

donde UH seŕıa la parte de la enerǵıa acumulada debido a σ̄ y UD seŕıa la enerǵıa
de distorsión.

Calcularemos UH evaluando U con σ̄ en (10.5), que después de algunas ma-
nipulaciones nos da

UH =
(1 − 2ν)

6E
(σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 + 2σ1σ2 + 2σ1σ3 + 2σ2σ3). (10.14)

De (10.13) tenemos UD = U − UH y de (10.5) y (10.14) después de varias
manipulaciones se obtiene

UD =

(
1 + ν

3E

)
(σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 − σ1σ2 − σ1σ3 − σ2σ3). (10.15)

Se define el ‘esfuerzo de Von Mises’4 σV M como

σV M =
√

σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 − σ1σ2 − σ1σ3 − σ2σ3, (10.16)

de modo que de (10.15) tenemos

UD =

(
1 + ν

3E

)
σ2

V M . (10.17)

Volviendo al párrafo inicial de esta sección para un ensayo uniaxial la falla
se produce cuando σ = σo, en cuyo caso de (10.16) y (10.17) tenemos que la
enerǵıa de distorsión en el instante de falla será igual a

UDfalla1D
=

(
1 + ν

3E

)
σ2

o . (10.18)

4Podemos ver en esta sección que el ‘esfuerzo de Von Mises’ en realidad es una simple
definición, que se obtuvo de expresiones asociadas a la enerǵıa de deformación. Si bien es
cierto este ‘esfuerzo’ tiene unidades de fuerza por unidad de área, no es un esfuerzo real, en
el sentido visto en la Sección 3.3.3, y por tanto no se puede asociar a él, por ejemplo, una
dirección como vector.
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Luego el criterio nos dice que UDfalla2D,3D
= UDfalla1D

, por lo que de (10.18),

(10.16) y (10.17) tenemos que

(
1 + ν

3E

)
σ2

o =

(
1 + ν

3E

)
(σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 − σ1σ2 − σ1σ3 − σ2σ3),

de donde se obtiene el criterio para el ĺımite de falla

σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 − σ1σ2 − σ1σ3 − σ2σ3 = σ2

o . (10.19)

O sea el material falla si
σ2

V M = σ2
o . (10.20)

Veamos la forma que tiene el ĺımite de la zona segura para el caso 2D, de
(10.19) tenemos

σ2
1 + σ2

2 − σ1σ2 = σ2
o , (10.21)

que desde el punto de vista geométrico es o representa una elipse rotada, como la
mostrada en la Figura 10.9, en donde tenemos además la representación gráfica
del criterio del esfuerzo de corte máximo.

σ1

σ2

σo

σo−σo

−σo

Zona de no falla

Tresca o corte máximo

Von Mises

Figura 10.9: Ĺımite de zonas de comportamiento elástico con los criterios de
corte máximo y de Von Mises.

En la Figura 10.10 tenemos una representación gráfica de los tres criterios
vistos en este caṕıtulo.
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σ1

σ2

σo

σo−σo

−σo

Esfuerzo normal máximoTresca o corte máximo

Von Mises

Figura 10.10: Ĺımite de zonas de comportamiento elástico con los criterios del
esfuerzo normal máximo (ĺınea verde), corte máximo (Tresca) (ĺınea azul) y de
Von Mises (ĺınea negra).
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10.3. Ejercicios de esfuerzos combinados y teoŕıa

de falla

1. En la Figura 10.11 se tiene un poste hecho de un tubo de acero, el cual tiene
un diámetro exterior de Dext y un espesor de pared e. El tubo está pegado

L1

L2 a

b

P

x

y

z A

B

Placa

Figura 10.11: Poste bajo el efecto del viento.

a una placa ŕıgida, la cual recibe el impacto del viento, el que genera una
presión uniforme P sobre esa superficie de la placa (en la dirección z). El
tubo está empotrado al piso.

a) ¿Por que el ‘estado de esfuerzos’ seŕıa mayor en la zona de empo-
tramiento?

b) Para esa zona, para los puntos A y B, determine dicho estado de
esfuerzos (dibuje los cuadrados diferenciales).

c) Para A y B calcule los esfuerzos normales máximos/mı́nimo, y el
esfuerzo de corte máximo.

d) Usando el criterio del esfuerzo de corte máximo, con FS = 2, deter-
mine si falla o no el tubo en A y/o B.

Datos:

L1 = 4m, L2 = 2m, a = 40cm, b = 60cm, Dext = 12cm, e = 1cm,

P = 7 ∗ 103Pa, E = 200GPa, σo = 200MPa.

Obs: El efecto de P se puede reemplazar por una fuerza puntual equiva-
lente como primera aproximación.

2. La viga de sección T mostrada en la Figura 10.12 está empotrada en un
extremo y en el otro bajo el efecto de una fuerza puntual F . La sección se
muestra en el lado derecho.
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L

y

ȳθ

Figura 10.12: Viga T empotrada.

Para esta viga determine los estados de esfuerzos en los puntos A, B y
C y también los esfuerzos principales. ¿Cual es la carga máxima F que
se puede aplicar para que no falle en cualquiera de estos tres puntos si la
viga está hecha de un acero de bajo carbono con σo = 340MPa usando el
criterio de Von Mises y un factor de seguridad FS = 2,5?

Datos: L = 2m, h = 20cm, b = 15cm, e = 1cm, θ = 50◦.

3. El tubo de la Figura 10.13 está empotrado a la pared y bajo el efecto de
una fuerza puntual F en el otro extremo.

a

b

c

x

F

A

B

y

z

Figura 10.13: Tubo empotrado.

El tubo tiene un diámetro exterior d y un espesor e = d/10. Para los
puntos A y B determine los estados de esfuerzos. Determine d de forma
tal que el tubo no falle en dichos puntos considerando la teoŕıa de Von
Mises y con un factor de seguridad FS = 2,5.

Datos: F = 15kN, a = 50cm, b = 70cm, c = 1m, E = 190GPa, G =
70GPa, σo =250MPa.

4. En la Figura 10.14 se tiene un eje que impulsa dos poleas. El eje recibe un
torque T de un motor que no se muestra en esta figura. El eje está sobre
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dos soportes con rodamientos en los que podemos asumir no hay roce apre-
ciable. En la posición mostrada en la figura para simplificar los cálculos
se puede asumir que todo el sistema está en equilibrio.

A B − B

C

50cm

30cm

30cm

25cm

T
x

yy

z

z

450N

80N

100N
500N

30o

D

(1)

(2)

Polea
diámetro
12cm

Polea
diámetro
30cm

Apoyo con rodamiento

Apoyo con rodamiento

motor transmite T

Figura 10.14: Eje con poleas.

Idique los tipos de esfuerzos que generan cada una de las fuerzas o
momentos internos en (1), (2) que se muestran en vista frontal en la
figura superior derecha para la sección B − B del eje. Si el diámetro
del eje es D = 3cm, determine y grafique en cuadrados diferenciales
los estados de esfuerzos para los puntos (1), (2).

Si se trabaja con un acero de bajo carbono para el eje con σo =
100MPa, usando el criterio de Von Mises, determine los factores de
seguridad para los puntos (1) y (2), respectivamente.

5. La viga de la Figura 10.15 tiene una sección rectangular de lados a, b. En
el plano x − y la viga está sometida a una fuerza distribúıda lineal (con
valor máximo de 2000N/m), en tanto en el plano x − z está sometida a
una fuerza distribúıda uniforme de 2500N/m más una puntual de 3000N.
La figura superior izquierda muestra la viga en una vista en el plano x− y
en tanto en la figura inferior izquierda tenemos una vista de la viga en el
plano x − z.

Para un corte imaginario hecho a una distancia de 1.5m desde el extremo
izquierdo determine los estados de esfuerzos para los puntos (1) y (2). Los
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x

x
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y

z
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a

b

a/2

b/2

(1)

(2)

2000N/m

2500N/m

3m

1.5m

1m

3000N

Figura 10.15: Viga.

puntos (1) y (2) se muestran en la vista tridimensional del lado derecho de
la figura para la zona de corte imaginario. Dibuje en un cubo diferencial
las componentes de los esfuerzos determinadas en dichos puntos.

Datos:

a = 5cm, b = 12cm, E = 100GPa, G = 40GPa.

6. La barra de sección cuadrada de lado d = 20cm de la Figura 10.16 se
levanta por medio de una fuerza F . La barra tiene un peso espećıfico
w0 = 7,83 ∗ 103[Kgf/m3].

a) Calcule las fuerzas internas y momento interno H(x), V (x) y M(x)
para la barra.

b) Determine los esfuerzos en B (en el centro de la barra y en la super-
ficie inferior, respectivamente)

El punto A está fijo. Datos: L = 5[m], θ = 40grados

7. La prensa C mostrada en la Figura 10.17 está hecha de acero. Determine
la fuerza de sujeción permisible P que la prensa puede ejercer si se desea
un factor de seguridad de 4.

Considére dimensiones en cm y σo = 300MPa
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L/4
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Figura 10.16: Barra bajo su peso.

25

A

A

14

8

3

4
Vista sección A − A

Figura 10.17: Prensa C.
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Caṕıtulo 11

Inestabilidad elástica:

Pandeo en vigas y columnas

11.1. Introducción a la inestabilidad elástica

El concepto de estabilidad o inestabilidad aparece en tantos contextos dis-
tintos que es necesario dar una introducción a como seŕıa aqúı en mecánica,
para ello considérese la Figura 11.1 (lado izquierdo). Ah́ı tenemos la repre-

P
P d

AA

M

Figura 11.1: Estabilidad en barra ŕıgida bajo la acción de una fuerza de tracción.

sentación esquematica de una barra (que por el momento podemos asumir es
ŕıgida) sometida a una fuerza P vertical y con el otro extremo sujeto por medio
de un pasador al piso.

Imaginemos ahora que la barra no está perfectamente vertical sino que su
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posición superior está desplazada en una distancia d de la ĺınea vertical, tal
como se muestra en el lado derecho de la figura. Debido a la nueva posición se
puede apreciar que se produciŕıa un momento puro M = dP respecto al punto A
actuando sobre la barra. Este momento haŕıa que la barra volviese a su posición
inicial totalmente vertical.

En el caso anterior, la posición de ‘equilibrio’ original de la viga (el esque-
ma del lado izquierdo) se puede considerar como ‘estable’, debido a que un
desplazamiento a partir de esa posición lo que hace es generar un momento que
restituiŕıa a la viga a su posición inicial.

Veamos un caso opuesto como el mostrado en la Figura 11.2. En el lado

PP d

AA

M

Figura 11.2: Inestabilidad en barra ŕıgida bajo la acción de una fuerza de com-
presión.

izquierdo tenemos la misma barra pero ahora con una fuerza de compresión P
actuando sobre ella.

Si se desplaza el punto de aplicación de la fuerza en una distancia d, tenemos
que nuevamente se generará un momento M = dP , como se muestra en el
lado derecho de la figura, pero en este caso el momento haŕıa que la barra
de desplazase más desde la posición inicial, es decir aumentaŕıa d con lo que
aumentaŕıa M , con lo que finalmente se tendŕıa un ‘colapso’ de la barra.

En la situación anterior tendŕıamos que la posición original vertical seŕıa un
equilibrio ‘inestable’.

En la Figura 11.3 tenemos tres esquemas que nos permiten ver los conceptos
de estabilidad e inestabilidad en otro contexto. En la figura del lado izquierdo
tenemos un ciĺındro puesto en una superficie concava. La posición de equilibrio
estaŕıa justo en el centro de dicha superficie, y es fácil apreciar que si el cilindro
es sacado de dicha posición, debido a la fuerza de gravedad y a la forma de
la superficie, el cilindro volverá a su posición original1. Un equilibrio que tiene
estas caracteŕısticas se denomina equilibrio estable.

1En realidad empezara a oscilar alrededor de dicha posición.
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(a) (b) (c)

Figura 11.3: Cilindro ŕıgido en tres superficies distintas: (a) En equilibrio estable.
(b) En equilibrio neutro. (c) En equilibrio inestable.

En la figura del lado derecho tenemos el mismo cilindro pero en este caso
sobre una superficie convexa. Si el cilindro es sacado de su posición de equilibrio
(que se encuentra nuevamente en la mitad), la fuerza de gravedad y la forma de
la superficie harán que en cada instante el cilindro se aleje más de la posición
de equilibrio original. Un equilibrio de esta naturaleza es llamado equilibrio
inestable.

En la figura del centro tenemos una situación diferente, aqúı si el cilindro es
sacado de su posición de equilibrio, quedará en la nueva posición sin moverse
más, luego un problema de este tipo es llamado de equilibrio neutro.

Ya hemos visto dos situationes diferentes en las que el concepto de equilibrio
se asociaŕıa con la posibilidad que tiene un cuerpo de volver a su posición inicial
o no. En principio las propiedades de estos estados de equilibrio dependeŕıan de
la geometŕıa y/o del entorno en donde se ubica el cuerpo. Ahora veremos que el
concepto de equilibrio para la barra mostrada en la Figura 11.2 puede ser más
complejo y depender entre otras cosas de la magnitud de la ‘fuerza’ externa.

En la Figura 11.4 tenemos la misma barra mostrada en la Figura 11.2 pero
ahora en el extremo superior se colocan dos resortes horizontales de constante
k.

AA

kk B

LL

PP d

Figura 11.4: Inestabilidad y estabilidad en barra ŕıgida bajo la acción de una
fuerza de compresión y conectada a resortes laterales.
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Si el extremo superior se desv́ıa de la posición de equilibrio en una distancia
d, se creará una fuerza debido al resorte Fres. Si aumenta d eso implicaŕıa
que aumentaŕıa Fres también. La condición de equilibrio basada en el balance
de momentos respecto al punto A equivaldŕıa a decir que el momento por P
debeŕıa ser igual al momento causado por Fres en ambos lados de la barra. El
momento causado por P es igual a dP , en tanto que el momento causado por
Fres seŕıa aproximadamente igual a 2FresL = 2kdL, la aproximación viene del
hecho de que al desplazarse d en la parte superior tenemos primero una rotación
de Fres y segundo un cambio de la distancia vertical al punto A, pero si d se
asume pequeño ambos efectos se pueden despreciar. Luego para el equilibrio
tenemos

dP ≈ 2kdL,

de donde se tiene
Pcr = 2kL. (11.1)

A la fuerza P resultante del equilibrio la hemos llamado Pcr por las siguientes
razones. Si P < Pcr el momento causado por el resorte seŕıa mayor que el
momento causado por P , por lo que la barra volveŕıa a su posición de equilibrio
original vertical. Por otra parte si P > Pcr el momento causado por P venceŕıa
la resistencia causada por el resorte, con lo que la barra se alejaŕıa cada vez más
del equilibrio. O sea Pcr es un valor ‘cŕıtico’ para la fuerza externa, en el sentido
que si se supera ese valor, estaŕıamos en una situación de equilibrio inestable, de
modo que Pcr seŕıa el ĺımite que separaŕıa el rango de comportamiento estable
del inestable.

El concepto de la carga cŕıtica Pcr puede surgir en otro contexto, para ello
observemos la Figura 11.5 en donde tenemos nuevamente la barra con los re-
sortes mostrada en la Figura 11.4, pero ahora se agrega una fuerza horizontal F
en el extremo superior en B. Debido a F la posición vertical ya no es la posición
de equilibrio (a partir de la cual debeŕıamos agregar alguna perturbación), esta
posición debemos determinarla como paso previo por medio de un balance de
momentos respecto, por ejemplo, al punto A. El momento causado por F seŕıa
aproximadamente FL, el momento causado por P seŕıa xoP , donde xo seŕıa
la nueva posición de equilibrio, y el momento causado por los resortes seŕıa
aproximadamente igual a 2kxoL, luego para el balance tenemos

FL + xoP ≈ 2kxoL,

de donde obtenemos

xo =
FL

2kL − P
=

F

2k
=

1(
1 − P

2kL

) . (11.2)

Aqúı vemos que si P = 2kL entonces xo → ∞, en tanto que si P < 2kL se
estaŕıa con un xo estable. ¿Qué se puede decir respecto a la situación P > 2kL.

En el problema anterior el concepto de carga cŕıtica Pcr = 2kL surgió en un
contexto totalmente distinto al estudiado para la Figura 11.4.

266



AA

kk B

LL

PP xo

F
F

Figura 11.5: Inestabilidad y estabilidad en barra ŕıgida bajo la acción de una
fuerza de compresión conectada a resortes laterales y bajo una fuerza horizontal.

Tipos de inestabilidades en cuerpos elásticos

En el análisis de los problemas anteriores vimos los conceptos de estabili-
dad y de inestabilidad en varios casos relacionados con cuerpos ŕıgidos. Para
cuerpos elásticos se pueden generar también varios tipos de inestabilidades, las
que dependerán, entre otros factores, de la geometŕıa del cuerpo, de las cargas
externas, de las propiedades mecánicas del material y de las restricciones al
desplazamiento que se puedan imponer. Debeŕıa ser claro que en cuerpos elásti-
cos puede ser mucho más dif́ıcil establecer estos ĺımites entre comportamiento
estable e inestable.

A continuación se muestra una lista breve y simple de los tipos de inestabil-
idades elásticas que se pueden producir en un cuerpo:

1. Pandeo por compresión de una columna. En la Figura 11.6 tenemos una
columna elástica bajo el efecto de una fuerza de compresión. Si dejamos
de lado la posible rotación ŕıgida que podŕıa sufrir la columna en este
problema, podemos apreciar un posible comportamiento inestable en el
lado derecho, que es denominado pandeo.

2. Vuelco lateral de una viga alta y delgada. Como se muestra en la Figura
11.7, aqúı tenemos una viga de sección rectangular muy alta en relación
a su espesor, la cual está empotrada en un extremo y libre en el otro, en
donde se aplica una fuerza vertical P . Un problema de esta naturaleza
se podŕıa estudiar considerando solo flexión (si la fuerza se aplica en la
mitad de la sección), sin embargo debido a la geometŕıa de la viga, una
desviación pequeña del punto de aplicación de la fuerza causaŕıa un mo-
mento (asociado a los esfuerzos de corte) que haŕıa a la viga rotar en ese
punto y producir una inestabilidad como se muestra en la figura.
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PP

Figura 11.6: Pandeo por compresión de columna.

P

P

Figura 11.7: Vuelco lateral de viga alta y delgada.

3. Pandeo de un tubo ciĺındrico sometido a torsión. En la Figura 11.8 ten-

T

T

Figura 11.8: Pandeo de tubo ciĺındrico de pared delgada sometido a torsión.
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emos un tubo ciĺındrico de pared delgada sometido a un torque externo
(mostrado con flechas rojas). Es bien sabido que en una geometŕıa de es-
ta naturaleza bajo torques superiores a un cierto valor cŕıtico se puede
producir la formación de irregularidades (o depresiones) en la pared, las
cuales pueden causar eventualmente un colapso o inestabilidad en el tubo.

4. Inestabilidad por compresión en un tubo. En la Figura 11.9 tenemos un

P

P

Figura 11.9: Pandeo por compresión de tubo de pared delgada.

tubo de pared delagada. Puede ser ciĺındrico o tener otra sección. Es bi-
en sabido que tubos de esta naturaleza pueden soportar altas cargas de
compresión, pero que sobre ciertos ĺımites para estas cargas se producen,
de forma repentina, deformaciones irregulares en la pared, que generan un
colapso inmediato de la estructura.

De todos los casos anteriores en este texto estudiaremos solo el pandeo de
columnas.

11.2. Pandeo en columnas

Estudiaremos en esta sección en detalle el caso de una columna que en un
momento dado puede desarrollar o mostrar una inestabilidad por pandeo.

En la Figura 11.10 tenemos una columna o viga sometida a una fuerza de
compresión P en B, a una fuerza uniforme actuando a lo largo w(x) y finalmente
con un apoyo tipo pasador en el punto A. Podemos apreciar que a diferencia del
problema de flexión, aqúı se asume que w(x) es positivo si apunta en la dirección
de y > 0.

Extraigamos un elemento diferencial de la viga de longitud dx. En la Figura
11.11 tenemos una vista ampliada del diferencial. En el soporte tipo pasador
del lado izquierdo se producirá una reacción en x de magnitud P , luego para
cualquier corte imaginario, como las superficies laterales del diferencial de la
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Figura 11.10: Esquema para deducir las ecuaciones viga-columna.

P

P
dŷO

dx

w(x)

M

V M + dM
dx dx

V + dV
dx dx

Figura 11.11: Elemento diferencial de viga.

figura, tenemos como carga interna horizontal H = P . En el lado izquierdo del
diferencial tenemos las cargas internas M y V , en tanto que en el lado derecho
usando una aproximación con series de Taylor hasta el primer término tenemos
M + dM

dx dx y V + dV
dx dx. Observamos también la aplicación de w(x) en esa

pequeña zona.
El elemento diferencial mostrado en la Figura 11.11 está deformado, en par-

ticular se muestra su desplazamiento vertical (la diferencia de desplazamiento
entre las caras laterales) dŷ. También podŕıamos tener un desplazamiento hori-
zontal pero no lo considerarémos aqúı.

Haremos equilibrio para el diferencial, partiendo con las fuerzas tenemos

∑
Fy = 0 ⇒ dV

dx
= −w(x). (11.3)
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Si hacemos equilibrio de momentos respecto al punto O tenemos2

∑

O

Mz = 0 ⇒ M+
dM

dx
dx−M+V

dx

2
+

(
V +

dV

dx
dx

)
dx

2
+Pdŷ+wdx(kdx) = 0,

y simplificando algunas expresiones se obtiene

dM

dx
dx + V dx +

dV

dx
dx

dx

2
+ Pdŷ + wdx(kdx) = 0.

Despreciando los términos de orden (dx)2 en relación a los de orden dx y pos-
teriormente dividiendo toda la ecuación por dx se llega a

dM

dx
+ V + P

dŷ

dx
= 0. (11.4)

De (5.15) teńıamos que M = EIz
d2ŷ
dx2 , que en el presente problema también se

considerá válida3, luego en (11.4) tenemos

EIz
d3ŷ

dx3
+ V + P

dŷ

dx
= 0. (11.5)

Vamos a derivar la ecuación anterior (para por medio del uso de (11.3) reem-
plazar V por w) luego tenemos

EIz
d4ŷ

dx4
+

dV

dx
+ P

d2ŷ

dx2
= 0.

Usando (11.3) y dividiendo toda la ecuación por EIz se llega a

d4ŷ

dx4
+

P

EIz

d2ŷ

dx2
=

w(x)

EIz
. (11.6)

2El punto O se encuentra a media distancia (en la dirección x) en el diferencial, y de
alĺı proviene las expresiones para los momentos causados por las fuerzas de corte en el diferen-
cial. En relación al momento causado por w(x), como es una distribución de forma arbitraria
y general, podemos asumir que la fuerza puntual equivalente seŕıa aproximadamente igual a
wdx, en tanto que su punto de aplicación podŕıa estar a una distancia kdx (con 0 < k < 1/2)
del punto O, y de alĺı proviene la expresión para el momento causado por esta densidad de
fuerza por unidad de largo.

3La expresión M = EIz
d
2ŷ

dx2 se obtuvo en la Sección 5.1.2 en el contexto del cálculo de
deformación en una viga en flexión. De las figuras anteriores, aśı como de las figuras mostradas
en la Sección 5.1.2, podemos apreciar que el tipo de deformación en los elementos diferenciales
son casi exactamente iguales. La única diferencia en nuestro caso es que además debido a la
fuerza P podŕıamos tener una compresión del diferencial, sin embargo, ya se ha mencionado
que no se tomará en cuenta esa deformación en esta sección.

Hay otra consideranción adicional, la expresión M = EIz
d
2 ŷ

dx2 se obtuvo también por medio
del uso de (5.9) y (3.60), es decir, asumiendo una distribución de esfuezo normal por flexión y
de la ecuación constitutiva. En nuestro caso actual, para el diferencial mostrado en la Figura
11.11, tendŕıamos también una componente uniforme en y de compresión para el esfuerzo
normal en la dirección x, que debeŕıa agregarse en (3.60), pero tampoco se considerará esta
componente adicional para el esfuerzo. Hay dos motivos para esto, primero el fenómeno que
nos interesa estudiar aqúı no es tanto la deformación, sino más bien la posible existencia de
un tipo de inestabilidad, y segundo, ya en la Sección 9.3 se ha visto que en general los esfuezos
normales por flexión son muy superiores en magnitud a los esfuerzos normales por carga axial,
de manera tal que estas cargas axiales (sus esfuerzos) se puede despreciar.
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Esta es la ecuación cuya solución usaremos para establecer algún tipo de criterio
para predecir el pandeo. Se puede comparar esta ecuación con (5.50)3.

11.2.1. Solución para un caso particular

Aqúı nos interesa estudiar el caso en que w(x) = 0, es decir cuando la viga
solo está sometida a una fuerza de compresión. En este caso de (11.6) tenemos
que resolver

d4ŷ

dx4
+

P

EIz

d2ŷ

dx2
= 0. (11.7)

Un esquema del problema que nos interesaŕıa estudiar se muestra en la Figura
11.12.

P

y

x

A B

Figura 11.12: Viga (columna) bajo la acción solo de una fuerza de compresión
axial.

La solución general de (11.7) es

ŷ(x) = c1 sin

(√
P

EIz
x

)
+ c2 cos

(√
P

EIz
x

)
+ c3x + c4, (11.8)

donde ci, i = 1, 2, 3, 4 con constantes.
En este problema usaremos también la expresión para la segunda derivada

de la solución y de (11.8) tenemos

d2ŷ

dx2
= −c1

P

EIz
sin

(√
P

EIz
x

)
− c2

P

EIz
cos

(√
P

EIz
x

)
. (11.9)

Una solución completa del problema requiere de 4 condiciones de borde para
ŷ. De la Figura 11.12 podemos ver que

ŷ(0) = 0, ŷ(L) = 0. (11.10)

Dos condiciones adicionales se pueden obtener recordando que tenemos que

M = EIz
d2ŷ
dx2 y que por los tipos de soportes que tenemos en A y B se tiene que

M(0) = 0 y M(L) = 0, por lo que

d2ŷ

dx2

∣∣∣∣
x=0

= 0,
d2ŷ

dx2

∣∣∣∣
x=L

= 0. (11.11)
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Usemos primero (11.11)1, de (11.9) tenemos que

d2ŷ

dx2

∣∣∣∣
x=0

= 0 ⇒ − P

EIz
c2 = 0 ⇒ c2 = 0. (11.12)

De (11.10)1 y (11.8) con (11.12) se llega a

ŷ(0) = 0 ⇒ c2 + c4 = 0 ⇒ c4 = 0. (11.13)

Por otra parte de (11.10)2 y (11.8) usando los resultados anteriores tenemos
que

ŷ(L) = 0 ⇒ c1 sin

(√
P

EIz
L

)
+ c3L = 0. (11.14)

En tanto que de (11.11)2 se tiene que

d2ŷ

dx2

∣∣∣∣
x=L

= 0 ⇒ −c1
P

EIz
sin

(√
P

EIz
L

)
= 0, (11.15)

lo que implica que de (11.14) se debe cumplir

c3 = 0. (11.16)

Tenemos pues que c2 = 0, c3 = 0 y c4 = 0 en tanto que se debe cumplir
(11.15). La ecuación (11.15) se puede satisfacer de varias formas diferentes,
podŕıa ser satisfecha si P = 0 o c1 = 0, pero ambos casos nos daŕıa la solución

trivial ŷ(x) = 0. Una solución no trivial es buscar aquellos
√

P
EIz

L para los

cuales

sin

(√
P

EIz
L

)
= 0. (11.17)

Una solución no trivial de la ecuación anterior es
√

P

EIz
L = nπ n ∈ N. (11.18)

Nos interesa en particular situaciones en las que la carga externa es tal que la
relación anterior es válida, luego de (11.18) podemos definir una carga ‘critica’
(para cada n) que denotaremos como Pcrn

como

Pcrn
=

n2π2EIz

L2
. (11.19)

¿Por qué si P = Pcrn
se podŕıa tener una situación de inestabilidad? La

respuesta se puede ver de la siguiente forma. Si P = Pcrn
tenemos que (11.15)

es satisfecha, luego una solución no trivial para (11.7) seŕıa

ŷ(x) = c1 sin

(√
Pcrn

EIz
x

)
, (11.20)
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la cual seŕıa válida independiente de c1, es decir c1 podŕıa ser abitrariamente
alto, luego puede ser tan grande como se quiera, por lo que se podŕıa tener un
gran desplazamiento, independiente ahora ya de Pcrn

, es decir en cierta forma
estaŕıamos frente a un fenómeno de inestabilidad.

¿Qué sucedeŕıa si P < Pcr1 la primera carga cŕıtica? En dicho caso la elas-
ticidad de la barra o viga seŕıa suficiente para restituir la viga a su forma recta
horizontal inicial, o sea tendŕıamos la solución trivial ŷ(x) = 0.

En la Figura 11.13 tenemos las formas particulares que tendŕıa la viga al
deformarse de manera inestable si P fuese igual sucesivamente a las tres primeras
cargas cŕıticas.

n = 1

n = 2n = 3

Figura 11.13: Modos de falla en pandeo para la viga (columna).

La primera carga cŕıtica Pcr1 = π2EIz

L2 la denotarémos simplemente como
Pcr y es conocida como la carga de pandeo o de Euler. Esta será la carga que
considerarémos en la mayor parte de los problemas de pandeo, y no los ‘modos’
superiores para los cuales n ≥ 2. Esto es debido a que para alcanzar dichos
modos superiores con una carga creciente P , es necesario pasar primero por la
carga Pcr1 , es decir se produciŕıa falla por el modo 1 antes de alcanzar el modo
2 o superiores. Un modo superior se podŕıa alcanzar si a la viga se le agregáse
un apoyo adicional convenientemente ubicado, tal como se muestra en la Figura
11.14.

P

Figura 11.14: Forma práctica de producir el segundo modo de falla.

11.2.2. Columna con deflexión inicial

Aqúı trataremos un problema diferente, en donde tenemos una viga como la
mostrada en la Figura 11.15 con una deflexión inicial. Lo que se muestra ah́ı es
una viga cuya forma inicial no es recta, sino más bien con una forma curva dada
por la función ŷo(x).

Si se aplica P , se tendŕıa una deflexión adicional ŷ, por lo que la deflexión
total ŷT (x) seŕıa

ŷT (x) = ŷ(x) + ŷo(x). (11.21)
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y

ŷo(x)

ŷ(x)

Figura 11.15: Columna con deflexión inicial ŷo(x).

No podemos usar directamente (11.6) aqúı. Debemos deducir o encontrar
otra ecuación. Si se extrae un diferencial de la viga mostrada en la Figura 11.15
y se siguen los mismo pasos con los que se obtuvo (11.6) se llegaŕıa a4

dM

dx
+ V + P

dŷT

dx
= 0. (11.22)

Reemplazando (11.21) en (11.22) y reordenando se llega a

dM

dx
+ V + P

dŷ

dx
= −P

dŷo

dx
,

y derivando una vez se tiene

d2M

dx2
+

dV

dx
+ P

d2ŷ

d2x
= −P

d2ŷo

d2x
. (11.23)

Pero de (11.3) (que también se puede probar es válida en el presente caso) como
en nuestro problema w(x) = 0 tenemos que dV

dx = 0. Por otra parte de (5.15)

tenemos que5 M = EIz
d2ŷ
dx2 , luego de (11.23) después de algunas manipulaciones

finalmente se obtiene

d4ŷ

dx4
+

P

EIz

d2ŷ

dx2
= − P

EIz

d2ŷo

dx2
. (11.24)

Un ejemplo para la deflexión inicial

Considerémos una deflexión inicial de la forma

ŷo(x) = δo sin
(πx

L

)
, (11.25)

4En el caso de (11.22) la diferencia está en P dŷT
dx

, en donde aparece la derivada de la
deflexión total. Si se observa bien, este término proveńıa del momento respecto a O (en la
Figura 11.11), en donde el momento causado por P ahora seŕıa PdŷT .

5Para (11.23) tenemos que M = EIz
d
2ŷ

dx2 , lo que proviene del mismo tipo de análisis para
la deformación que se habia visto en la Sección 5.1.2 en flexión, y que se hab́ıa mencionado
en (11.4) para el problema de pandeo en la viga recta. En nuestro caso en (11.23), hemos
asumido que M solo dependeŕıa de la segunda derivada de ŷ(x) y no en la segunda derivada
de ŷT , debido a que es solo ŷ(x) la parte de la deflexión que estaŕıa relacionada directamente
con la deformación por flexión, es decir solo ŷ(x) está relacionado con los esfuerzos normales
por flexión, mediante los cuales se encontró (5.15).
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reemplazando en (11.24) tenemos que resolver

d4ŷ

dx4
+

P

EIz

d2ŷ

dx2
= −Pδo

EIz

π2

L2
sin
(πx

L

)
. (11.26)

La solución de esta ecuación tiene dos partes, una solución homogénea ŷh(x) y
una particular ŷp(x). Para la solución particular podemos asumir que es de la
forma

ŷp(x) = C sin
(πx

L

)
, (11.27)

la que si se reemplaza en (11.26) nos da que

C =
Pδo

EIzπ2

L2 − P
. (11.28)

Respecto a la solución homogénea, esta está dada por (11.8), o sea

ŷh(x) = c1 sin

(√
P

EIz
x

)
+ c2 cos

(√
P

EIz
x

)
+ c3x + c4,

por lo que la solución total de (11.26) ŷ(x) = ŷh(x) + ŷp(x) es igual a

ŷ(x) = c1 sin

(√
P

EIz
x

)
+ c2 cos

(√
P

EIz
x

)
+ c3x+ c4 +

Pδo

EIzπ2

L2 − P
sin
(πx

L

)
.

(11.29)

De (11.29) podemos ver que si P = Pcr = EIzπ2

L2 tendŕıamos que C → ∞
lo que se puede considerar como pandeo, pero que en este problema aparece de
una condición diferente.

Queda como ejercicio determinar las constantes ci, i = 1, 2, 3, 4 usando las
condiciones de borde adecuadas para una viga como la mostrada en la Figura
11.15. Es de interés en particular ver si hay alguna ‘otra fuente’ de inestabilidad
que se puede estudiar con la solución completa al conocer ci.

11.2.3. Columna cargada de forma excéntrica

En este último caso especial nos interesa estudiar el problema de una colum-
na o barra en la cual la fuerza de compresión P está colocada de forma excéntrica
respecto a la ĺınea que define la columna, tal como se puede apreciar en la Figura
11.16.

No usaremos aqúı (11.7) o la metodoloǵıa usada en las secciones anteriores
para encontrar la ecuación del problema. El método a presentar a continuación
es diferente, y para ello considerémos un corte imaginario hecho sobre un punto
x en la columna mostrada en la Figura 11.16, de modo que en la Figura 11.17
tenemos la porción que queda en el lado izquierdo, que se muestra rotada en
90◦. En esta parte de la columna, que se ha mostrado deformada, podemos ver
en el lado izquierdo la carga externa P , y en la superficie de corte el momento
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P

P x

y

L

e

Figura 11.16: Columna cargada de forma excéntrica.

P

P

x

ŷ(x)

e

M

Figura 11.17: Columna cargada de forma excéntrica. Corte imaginario.

interno M y la fuerza interna horizontal H = P (no se muestra la fuerza de
corte que en este problema no interesa).

A partir de la ĺınea horizontal que define a la viga en la situación inicial al
punto de aplicación de la fuerza externa P en el extremo izquierdo, tenemos que
P está separado por una distancia ŷ(x) + e de la ĺınea horizontal. Si hacemos
equilibrio de momentos para esta porción de viga tenemos que

M(x) = −P (e + ŷ(x)). (11.30)

Aqúı nuevamente (5.15) es válida, por lo que M(x) = EIz
d2ŷ
dx2 , luego para

(11.30) después de algunas manipulaciones tenemos

d2ŷ

dx2
= − P

EIz
(e + ŷ(x)),

de donde se obtiene
d2ŷ

dx2
+

P

EIz
ŷ = − P

EIz
e. (11.31)
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La solución de (11.31) consta de dos partes, una homogénea y una particular,
y la solución total tiene la forma

ŷ(x) = c1 sin

(√
P

EIz
x

)
+ c2 cos

(√
P

EIz
x

)
− e, (11.32)

donde c1, c2 son constantes.
Solo se necesitan dos condiciones de borde aqúı y que son

ŷ(0) = 0, ŷ(L) = 0. (11.33)

Usando (11.32), (11.33) obtenemos finalmente

c1 =
e
[
1 − cos

(√
P

EIz
L
)]

sin
(√

P
EIz

L
) , c2 = e. (11.34)

En (11.34)1 vemos que si
√

P
EIz

L = nπ, n ∈ N estaŕıamos en una situación

en la cual c1 → ∞, lo que se puede clasificar como un tipo de inestabilidad.
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11.3. Ejercicios

1. Encuentra las cargas cŕıticas para los dos problemas mostrados en la Figu-
ra 11.18.

PP

LL

Figura 11.18: Columnas bajo compresión.

2. En la Figura 11.19 se tiene una columna bajo la acción de una fuerza P y
un momento MB. La sección de la viga es mostrada en el lado derecho de

L

A B

MB

P
x

y
y

z

a

b

Figura 11.19: Columna.

la Figura 11.19 (en forma ampliada). La sección tiene un espesor uniforme
e. Si la viga tiene un módulo de elasticidad E, determine la carga cŕıtica
Pcr.

3. Una barra maciza de acero como la que se muestra en la Figura 11.20 tiene
un diámetro de 30mm y actúa como separador en el sistema mostrado en
dicha figura. Asuma que los cables son inextensibles. Considerando un
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factor de seguridad 1.7 determine la fuerza máxima que puede soportar el
sistema. Se tiene E = 190GPa.

FF

450mm 900mm

500mm

500mm
Barra sepadadora

Cable

Cable

Figura 11.20: Separador con cables.

4. La columna rectangular de la Figura 11.21 con dimensiones transversales
b y h está soportada por pasadores en los extremos A y C. A mitad de
la altura, la columna está restringida en el plano de la figura pero puede
deflexionarse perpendicularmente en el plano de la figura. Determine la
razón h/b tal que la carga cŕıtica sea la misma para pandeo en los dos
planos principales de la columna.

���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���

P

B

C

A

L/2

L/2

XX

b

b

h

Sección X − X

Figura 11.21: Viga bajo pandeo.
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5. Una armadura articulada en sus puntos A, B y C está compuesta por
dos barras del mismo material y con idénticas secciones transversales. El
ángulo de la carga P puede variar entre 0 y 90◦. La barra AB mide L, las
barras tiene el mismo valor para Iz.

A

B

C

P θ

β

Figura 11.22: Dos barras bajo el efecto de pandeo.

Determine P para evitar pandeo con un FS = 2. ¿Cual es θ para que P
sea máximo?

6. La Figura 3(a) es la vista isométrica de una estructura de un molino eólico
de gran tamaño. Al diseñar surge la duda de cómo disponer la veleta (que
sirve para que la estructura ‘siga’ al viento). Se desea tener la máxima
área de la veleta, siempre y cuando no ocurra pandeo. Si la estructura
se modela como lo muestra la Figura 3(b), con d la distancia horizontal
constante entre el eje de la estructura y la veleta, y a la altura de la
veleta por determinar, encuentre el máximo valor de a para que no ocurra
pandeo.

Considere que solo la veleta compuesta de acero con ρ = 7900 kg/m3 y
espesor de 2 mm contribuye peso. La sección transversal del eje vertical
es un tubo con diámetro exterior φe e interior φi.

Datos: h=30 m, d=50 cm, L=1m, φi=34mm, φe=38mm, E = 210GPa.
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(a) Vista isométrica.
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(b) Vista 2D.

Figura 11.23: Veleta.
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Caṕıtulo 12

Fatiga

Es bien sabido de distintas observaciones experimentales que si un cuerpo
como la barra mostrada en la Figura 12.1, es sometido a una fuerza variable en
el tiempo F (t), aun si la magnitud de esta fuerza es pequeña, si se aplica por
un periodo largo de tiempo se puede observar falla por fractura o rotura en el
cuerpo.

FF

F
tt

Figura 12.1: Barra bajo el efecto de una fuerza variable en el tiempo. Figura
central muestra una fuerza armónica. Figura derecha muestra una fuerza de
magnitud estocástica.

Este fenómeno se llama fatiga y en este caṕıtulo estudiaremos de manera
breve algunos conceptos y expresiones simples que nos permitan determinar
cuando un cuerpo puede fallar o no por fatiga.

Primero es necesario clasificar los tipos de fuerzas variables en el tiempo que
pueden actuar en un cuerpo. De la Figura 12.1 se pueden definir dos tipos de
fuerzas variables en el tiempo: las fuerzas armónicas y las fuerzas estocásticas.

Para las fuerzas armónicas F (t) siempre se puede descomponer en una suma
finita de funciones senoidales y/o cosenoidales, en donde podemos identificar
frecuencias para F (t). En este caṕıtulo asumiremos fuerzas que se puede rep-
resentar como una sola función senoidal o cosenoidal, de modo que se puede
trabajar con una sola frecuencia.

Las fuerzas estocásticas son tales que su representación por series de Fourier
tiene infinitos términos.
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En la Figura 12.2 tenemos un esquema que nos muestra una vista lateral de
una máquina para hacer ensayos de fatiga. La probeta del material que se desea

Probeta
Movimiento de m
causa fuerza de
tracción compresión

A
r m

w

Figura 12.2: Esquema de máquina para ensayo de fatiga.

ensayar se muestra con ĺıneas rojas y está conectada en el extremo izquierdo a
una base fija, en tanto en el extremo derecho está conectada a un carro móvil. El
carro oscila debido a una masa m que se hace girar con una velocidad angular w
a una distancia r del punto A. El giro de la masa genera una fuerza centŕıfuga, la
cual, debido a las restricciones que tiene el carrito al movimiento, se transmite
a la probeta como una fuerza horizontal de magnitud variable que se puede
representar, por ejemplo, como una función senoidal. La magnitud de la fuerza
se puede ajustar con r y/o m, en tanto que la frecuencia se puede ajustar con
w.

Ensayos hechos en esta máquina pueden tomar de varias horas a varios d́ıas
para producir falla por fatiga en la probeta. Se tendrá como información la
magnitud de la fuerza (asociada al esfuerzo de tracción/compresión) y el número
de ciclos.

Ahora daremos algunas ideas muy generales del porqué para un cuerpo
sometido a una fuerza variable F (t), se podŕıa generar falla por rotura, aún
en problemas en los que la magnitud de los esfuerzos es muy baja en relación,
por ejemplo, al esfuerzo de fluencia.

Primero que todo, en todos los materiales de uso normal en ingenieŕıa
siempre hay defectos, como por ejemplo

Rayas superficiales.

Distorsión de la estructura cristalina.

Inhomogeneidad de las propiedades mecánicas.

Defectos de diseño o fabricación.

Ahora bien, el comportamiento de estos defectos frente a las cargas variables
en el tiempo es lo que puede causar falla por fatiga. Como ejemplo tomemos la
placa con un grieta mostrada en la Figura 12.3. En la realidad la grieta puede
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Comportamiento elástico

Comportamiento plástico

Grieta

σ∞

Figura 12.3: Placa con grieta sometida a carga externa mostrando la zona de
comportamiento plástico cerca de las puntas de la misma.

ser muy pequeña, tan pequeña en relación al tamaño de la placa que podŕıa no
ser detectable por medio de instrumentos normales.

Imaginemos que la placa es sometida a un esfuerzo normal uniforme σ∞

lejos, y que σ∞ está muy por debajo del ĺımite de fluencia.
Para una placa con una grieta con la orientación que se muestra en la figura,

cerca de la punta de la grieta, y debido al cambio brusco de geometŕıa cerca de
esa zona, siempre se producirá una ‘concentración’ de esfuerzos independiente
de la magnitud de σ∞.

La zona de concentración de esfuerzos puede ser muy pequeña pero siempre
estará ah́ı. Como los esfuerzos son muy altos, se producirá una zona de com-
portamiento plástico cerca de la punta de la grieta. Imaginemos que el esfuerzo
lejos es variable en el tiempo, tal como se ilustra en la Figura 12.4.

σ

σ

−σ
t

Figura 12.4: Carga externa armónica.
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Cuando un esfuerzo es variable en el tiempo y es tal que supera el ĺımite de
fluencia, para el gráfico de comportamiento unidimensional tendŕıamos curvas1

como las mostradas en la Figura 12.5. Aqúı podemos ver que si se supera el

σ

ǫ
ǫp

σu

Ĺımite elástico

Figura 12.5: Efecto de una carga ćıclica sobre el comportamiento en la zona
plástica para el frente de una grieta.

esfuerzo de fluencia en el primer ciclo, una vez que σ disminuye de valor, queda
una deformación residual a partir de la cual se parte en el siguiente ciclo. Aśı en
cada ciclo vemos se acumula cada vez más deformación residual hasta llegar al
ĺımite de ruptura, en donde la punta de la grieta sufre un crecimiento a partir
del cual se repite el proceso anterior.

De las consideraciones anteriores podemos ver que la fatiga puede producir
un crecimiento de las grietas u otros defectos similares, que creceran hasta al-
canzar un tamaño detectable. Si las grietas alcanzan un cierto tamaño cŕıtico
el crecimiento es inestable y entonces ocurre la rotura catastrófica. Las grietas
solo pueden crecer bajo el efecto de cargas de tracción y en algunas ocasiones
también por cargas de corte2.

Si hacemos varios ensayos, por ejemplo usando la máquina mostrada en
la Figura 12.2, y realizamos un gráfico en donde se muestre la magnitud del
esfuerzo variable σ en función del número de ciclos que este esfuerzo produce
la rotura por fatiga n, para muchos materiales obtendŕıamos un gráfico como el
mostrado en la Figura 12.6.

En dicho gráfico podemos apreciar, por ejemplo, que si se aplica σ1 > σ2

entonces, como es natural, uno esperaŕıa que el número de ciclos para producir
falla por fatiga fuese menor, es decir n1 < n2.

En el caso que σ = σu (el esfuerzo de rotura) es fácil notar que la rotura
se producirá con un solo ciclo, es decir en el lado izquierdo el gráfico tiene un

1En realidad como la magnitud de σ en el rango negativo es igual al positivo, tendŕıamos
que extender la ĺıneas en la Figura 12.5 hacia abajo, es decir al rango σ < 0, pero por
simplicidad no lo hacemos.

2Las grietas tienen tres modos de propagación, el modo I es el más indentificable y se
relaciona con el crecimiento (o la acción sobre la grieta) por tracción, como se muestra en
la Figura 12.3. El modo II se asocia a cargas de cortes que pueden causar crecimiento por
deslizamiento. El modo tres es corte antiplano.
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σ

σ1

σ2

S′
n

nn1
n2

Figura 12.6: Diagrama experimental para obtener la resistencia a la fatiga.

ĺımite.
Para varios materiales se puede observar que hay un ĺımite para el esfuerzo

σ = S′
n, para el cual el número de ciclos para producir rotura tiende a infinito.

A este esfuerzo se le llama resistencia a la fatiga experimental. La ĺınea roja
llena muestra la aproximación, en tanto que la ĺınea roja punteada muestra la
tendencia real. Para el gráfico normalmente se usa el logaritmo de n en lugar
de n para ese eje horizontal.

Si no se dispone de datos obtenidos directamente de ensayos de fatiga, una
aproximación para S′

n es
S′

n ≈ 0,5σu. (12.1)

Para diseño no se puede trabajar directamente con S′
n, pues ya se ha indicado

que el fenómeno de fatiga depende no solo del material, sino también de la
geometŕıa y de la forma como el cuerpo está siendo cargado. Por este motivo es
tan complejo obtener modelos con un buen grado de aproximación para predecir
fatiga en problemas de diseño. Ahora mostraremos un método simple, pero
aproximado, en donde la resistencia a la fatiga en diseño, que denominaremos
Sn, se determina como

Sn = CsCLCkS′

n, (12.2)

donde Cs, CL y Ck son constantes, en donde

Cs : Coeficiente de acabado superficial

Pulido espejo 1
Pulido 0,9

Maquinado 0,8
Laminado 0,7

(12.3)

CL : Coeficiente de tipo de carga
Flexión 1

Axial pura 0,9
Torsión (material dúctil) 0,8

(12.4)

CL : Coeficiente del tipo de geometŕıa 0,3 ≤ Ck ≤ 0,6 (12.5)

287



Hay un caso importante que es necesario estudiar de froma adicional, que
corresponde a la situación en la que se está aplicando una carga constante σm

más una carga alternante σa, tal como se muestra en la Figura 12.7. ¿Seŕıa

σ

t

σm

σa

σmin

σmax

Figura 12.7: Esfuerzo uniforme mas variable.

importante estudiar el caso σm < 0? Ya hemos indicado que para el modo I
de falla en fractura, solo importan los esfuerzos de tracción, luego si se aplicase
σm < 0 (esfuerzo medio de compresión), este esfuerzo tendeŕıa a retrasar el
inicio de la falla por fatiga, pues esfuerzos de compresión causan que las grietas
no se progaguen y se cierren.

Por lo anterior solo considerarémos el caso σm > 0. De la figura podemos
ver que

σm =
σmax − σmin

2
, σa =

σmax − σmin

2
. (12.6)

Lo que se podŕıa hacer aqúı es realizar varios ensayos de fatiga para deter-
minar S′

n para distintos niveles de σm ≥ 0. Si se hace eso se obtendŕıa un gráfico
como el mostrado en la Figura 12.8. Lamentablemente la relación entre S′

n y

σ

σm1 = 0

σm2 > σm1

σm3 > σm2

n

Figura 12.8: Diagrama experimental para obtener la resistencia a la fatiga cuan-
do se aplica esfuerzos constante y variables.

σm no es simple de obtener a partir de un gráfico como este.
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En su lugar se hace un gráfico como el mostrado en la Figura 12.9, en donde
en un eje se tiene la parte alternante σa del esfuerzo, en tanto que en el otro eje
se tiene la parte constante del mismo σm que producen falla por fatiga. Lo que se

σa

S′
n

σmσy σu

Datos experimentales

Parábola de Gerber

Recta de Goodman

Recta de Soderberg

Figura 12.9: Diagrama experimental para obtener la resistencia a la fatiga cuan-
do se aplica esfuerzos constante y variables.

hace aqúı es realizar un ensayo de fatiga y para cada σm buscar σa (o viceversa),
que produce la falla por fatiga. Los resultados experimentales quedaŕıan como
una nube de puntos como los mostrados en la figura.

Se sabe que si σm = 0 entonces para tener falla por fatiga se requiere σa = S′
n.

Por otra parte si σa = 0, para tener falla se require simplemente σm = σu, tal
como se aprecia en la misma figura.

Hay varios modelos para obtener de forma aproximada la relación entre σa

y σm en fatiga, tal como se ve en la figura. De estos modelos estudiaremos en
detalle la ‘recta de Goodman’.

En dicha recta se asume una relación lineal entre σa y σm, en donde se tiene
una recta que parte en el punto (0, S′

n) y llega a (σu, 0).
Interesa determina algún tipo de factor de seguridad para evitar falla por

fatiga cuando se tenga aplicado una carga media más una alternante, para ello
observemos la Figura 12.10 en donde tenemos solo la recta de Goodman.

Imaginemos que el esfuerzo medio σm es un dato fijo, es decir en general no
lo podremos variar, en tanto que σa es un dato que puede ser variado3, luego el
factor de seguridad para la recta de Goodman FS podŕıa ser definido como

FS =
OP

σadm
, (12.7)

3El esfuerzo alternante σa podŕıa estar relacionado con el fecto de las vibraciones en un
máquina, las cuales se podŕıan regular de alguna forma, en tanto que σm estaŕıa asociado a
las cargas ‘estáticas’ actuando en el cuerpo, las cuales probablemente dependan del diseño del
mecanismo, y por tanto sea más dif́ıcil variarlas.
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σa

S′
n

σm σm

P

σu

σadm

Figura 12.10: Factor de seguridad de Goodman.

en donde aqúı OP seŕıa el valor del esfuerzo alternante que produciŕıa falla
por fatiga y σadm seŕıa el esfuerzo alternante admisible en nuestra aplicación
particular.

Si se ve la figura se puede apreciar la igualdad de triángulos que se expresa
matemáticamente como

OP

σu − σm
=

S′
n

σu
,

obtenemos

OP =
S′

n

σu
(σu − σm). (12.8)

Reemplazando en (12.7) se llega finalmente a

FS =
S′

n

σadm

(
1 − σm

σu

)
. (12.9)

La expresión anterior se puede usar de la siguiente forma. Si se conoce σu

y S′
n, y si además queremos tener un factor de seguridad FS ≥ 1, de (12.9)

podŕıamos obtener σadm para la parte alternante del esfuerzo actuando en el
cuerpo. Otra forma de usarla es que si se conoce σadm ≤ OP , de (12.9) podemos
obtener el factor de seguridad FS de nuestro problema. Una aplicación menos
común es tener como datos FS, σadm y σm, y buscar un material (es decir
buscar σu y S′

n) para el cual de forma aproximada (12.9) se cumpla.
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Caṕıtulo 13

Introducción a la teoŕıa de

la elasticidad lineal elástica

Tal como se indico en la introducción de este texto, hoy en d́ıa hay una serie
de métodos numéricos y programas comerciales que permiten estudiar el esta-
do de esfuerzos y las deformaciones, tanto en problemas bidimensionales como
en casos en que considerémos cuerpos tridimencionales de geometŕıa comple-
ja. Dichos programas lo que hacen es determinar soluciones aproximadas del
problema de valor de frontera en mecánica de solidos, y han sido en particular
útiles y exitosos en el caso de cuerpos que presentan pqeueñas deformaciones
y comportamiento lineal. Es importante pues conocer cual es el problema de
valor de frontera que se debe solucionar en elasticidad lineal, como una for-
ma de ser capaces de entender mejor que se puede obtener con dichos métodos
computacionales, aśı como ser capaces de ver las limitantes de estos métodos.

En este caṕıtulo repasaremos varios conceptos vistos anteriormente, tales
como el concepto del esfuerzo, de las deformaciones, las ecuaciones constitutivas
y finalmente las ecuaciones de equilibrio. La diferencia es que aqúı estudiaremos
estos temas en el caso general tridimensional y haciendo uso más intensivo de
las herramientas del cálculo vectorial.

13.1. Notación. Notación indicial

La notación usada en este caṕıtulo difiere de la usada en los caṕıtulos ante-
riores y es como sigue:

Escalares: Los escalares los denotarémos de forma preferente con letras
Griegas.

Vectores: Los vectores los denotarémos en general con letras Latinas minúscu-
las con una tilde bajo ellas, como por ejemplo u

˜
, v
˜
, etc. Sus componente

las denotarémos con un ı́ndice, es decir ui, i = 1, 2, 3 representaŕıa una de
las tres componentes del vector u

˜
.
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Los tensores de segundo orden los denotarémos en general con letras Lati-
nas mayúsculas y con una tilde bajo ellas, como por ejemplo T

˜
, M
˜

, etc. Sus
componentes las denotarémos con sub́ındices, por ejemplo Tij , i, j = 1, 2, 3
seŕıa una de las 9 componentes del tensor T

˜
.

Los tensores de cuarto orden los denotarémos con letras cursivas con una
tilde bajo ellas, como por ejemplo C

˜
seŕıa el tensor de cuarto orden con

componentes Cijkl.

13.1.1. Notación indicial

Considérese el sistema de ecuaciones lineales

A11x1 + A12x2 + ... + A1nxn = b1,

A21x1 + A22x2 + ... + A2nxn = b2,
...

Am1x1 + Am2x2 + ... + Amnxn = bm,

que se puede escribir en la forma equivalente

n∑

j=1

Aijxj = bi, i = 1, 2, ..., m

En este caṕıtulo la suma anterior u otras similares las representaremos como

Aijxj = bi. (13.1)

Cuando en una expresión hay una repetición (de dos veces) de un ı́ndice, se
asumirá que dicha repetición indica que hay suma en ese ı́ndice, y para nuestro
caso la suma irá de 1 a 3. El ı́ndice que se repite se llamará ı́ndice mudo, en
tanto que el otro ı́ndice se llamará ı́ndice libre.

En (13.1) tenemos repetición del ı́ndice j, que nos indica suma en j de 1 a
3, en tanto i seŕıa un ı́ndice libre, que también puede tomar alternativamente
los valores 1, 2 o 3.

Veamos algunos ejemplos:

Considerémos
AijBjk = Cik. (13.2)

La interpretación de la expresión anterior seŕıa

3∑

j=1

AijBjk = Cik, i, k = 1, 2, 3
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que si desarrollamos componente a componente nos quedaŕıa como

A11B11 + A12B21 + A13B31 = C11,

A11B12 + A12B22 + A13B32 = C12,
...

A31B13 + A32B23 + A33B33 = C33.

Son 9 ecuaciones, y se puede observar que se pueden escribir de la forma
alternativa




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33






B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33


 =




C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33


 ,

es decir (13.2) vendŕıa a representar en notación indicial la ecuación ma-
tricial A

˜
B
˜

= C
˜

.

Sea
ai(bi + ci), (13.3)

vemos que la ecuación anterior es equivalente a

aibi + aici,

que es igual a

a1b1 + a2b2 + a3b3 + a1c1 + a2c2 + a3c3,

o sea seŕıa igual a a
˜
· (b
˜

+ c
˜
), donde · seŕıa el producto punto entre dos

vectores.

Sea yi = Aijxj y zi = Bijdj tenemos que determinar yizi.

Aqúı es necesario hacer la observación que si un ı́ndice se repite más de
dos veces entonces la expresión no tendŕıa sentido desde el punto de vista
de suma. Por otra parte, si un ı́ndice es mudo, el ı́ndice se puede cambiar
por otra letra y el resultado seŕıa el mismo.

Luego al hacer la multiplicación yizi debemos notar que en ambas defini-
ciones tenemos el ı́ndice j repetido, por lo que se tendŕıa AijxjBijdj , lo
que no tendŕıa sentido desde el punto de vista de una suma. Pero como en
la expresión para zi el ı́ndice j es mudo, lo cambiamos por k y nos queda
zi = Bikdk dando el mismo resultado inicial, luego yizi nos quedaŕıa

AijxjBikdk,

en donde podemos apreciar que habŕıa suma en j y también en k de 1 a
3.

La expresión anterior representa el producto (A
˜
x
˜
) · (B

˜
d
˜
).
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Veamos el caso Aijxici. Aqúı vemos que el ı́ndice i se repite tres veces de
modo que en esta expresión no se puede decir que hay suma en i.

La expresión Aii, en donde para un solo tensor tenemos una repetición de
ı́ndice, es equivalente a

Aii = A11 + A22 + A33.

13.1.2. Śımbolos varios

Delta de Kronecker:

δij =

{
1 i = j
0 i 6= j

. (13.4)

Śımbolo de la permutación:

ǫijk =





1 i, j, k Orden ćıclico
0 i, j, k Se repite un ı́ndice
−1 i, j, k Orden antićıclico

. (13.5)

Notación para derivadas parciales:

∂φ

∂xi
= φ,i. (13.6)

Coordenadas: Reemplazaremos los śımbolos para las coordenadas x, y, z por
x1, x2, x3 y los vectores unitarios ı̂, ̂, k̂ por e

˜i, i = 1, 2, 3.

13.2. Tensor de esfuerzos 3D

En la Sección 2.2.2 hablamos en detalle de las fuerzas externas la cuales las
clásificamos en fuerzas de superficie t

˜
y fuerzas de cuerpo b

˜
. En la Secciones

3.2 y 3.3 también hablamos de las fuerzas internas, y como estas se pod́ıan
representar por medio de un campo vectorial que ahora denotamos como t

˜
, que

tiene unidades de fuerza por área. Como hab́ıamos visto en la Sección 3.3 este
vector debe depender no solo de la posición x

˜
en el cuerpo, sino además de

manera especial en el vector normal n
˜
, que era el vector normal a la superficie o

también se podŕıa identificar como el vector normal a un punto de una superficie
de corte imaginario. Para hacer énfasis en esta dependencia denotaremos

t
˜

= t
˜
(x
˜
, n
˜
) =

n
t
˜

.

Considerémos un cuerpo B sometido a fuerzas externas (que no se muestran
para simplificar la figura), al cual se le extrae un elemento diferencial como el
mostrado de forma ampliada en el lado derecho de la Figura 13.1. El elemento
diferencial no es un cubo sino un tetrahedro con tres caras o superficies. El
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h

B

n
˜

x
˜

x
˜

n
t
˜

1
t
˜2

t
˜

3
t
˜

1

2

3

C S S1
S2

S3

Figura 13.1: Fuerzas internas en un cuerpo y su relación con el ‘tensor’ de
esfuerzos.

tetrahedro tiene un volumen C , una superficie principal S con normal n
˜
, y tres

superficies Si con normales e
˜i i = 1, 2, 3.

En cada cara del tetrahedro tenemos un vector de esfuerzos, que se asume
constante en dicha cara debido a que las caras se asumen como muy pequeñas.

En la cara principal tenemos
n
t
˜
, en la cara con normal e

˜i tenemos los vectores
i
t
˜
,

i = 1, 2, 3.
Vamos a hacer un balance de fuerzas en el tetrahedro y para ello debemos

primero recordar que para calcular fuerzas a partir de esfuerzos necesitamos
multiplicar por el área de la superficie en donde el vector esfuerzo está actuando
(si el área o superficie se asume muy pequeña). En el caso de la superficie S

tenemos una fuerza igual aproximadamente a
n
t
˜

S , y en las otras superficies

tendremos
1
t
˜

S1,
2
t
˜

S2 y
3
t
˜

S3.

Sea
n
ti la componente en la dirección i de

n
t
˜
, i = 1, 2, 3. Para

i
t
˜

denotaremos
sus componentes en la dirección i de la siguiente forma

1
t
˜

= τ11e˜1
+ τ12e˜2

+ τ13e˜3
, (13.7)

2
t
˜

= τ21e˜1
+ τ22e˜2

+ τ23e˜3
, (13.8)

3
t
˜

= τ31e˜1
+ τ32e˜2

+ τ33e˜3
, (13.9)

donde podemos apreciar que τij seŕıa la componente en la dirección j del vector
n
ti. Aqúı debemos notar que en general los vectores de esfuerzos no van a estar
en la dirección normal a la superficie en donde se encuentran.

Para el balance de fuerzas en la dirección 1 tenemos

∑
F1 = 0 ⇔

n
t1 S − τ11S1 − τ21S2 − τ31S3 −

1

3
hS b1 = 0,
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en donde en la última expresión tenemos el volumen del tetrahedro multiplicado
por la componente en 1 de b

˜
.

De la figura tenemos que Si se pueden calcular como las proyecciones en la
dirección i de la superficie S , i = 1, 2, 3, o sea

Si = S ni, i = 1, 2, 3.

Reemplazando en el balance de fuerzas se llega a

n
t1 S = τ11S n1 + τ21S n2 + τ31S n3 +

1

3
hS b1.

Dividiendo por S toda la ecuación anterior se obtiene

n
t1= τ11n1 + τ21n2 + τ31n3 +

1

3
hb1,

y si hacemos el ĺımite h → 0, es decir haciendo que el tetrahedro tienda a un
punto (el punto x

˜
en el cuerpo), se llega finalmente a

n
t1= τ11n1 + τ21n2 + τ31n3. (13.10)

Si se hiciera el balance de fuerzas en las otras dos direcciones 2 y 3 se llegaŕıa
a que

n
t2= τ12n1 + τ22n2 + τ32n3,

n
t3= τ13n1 + τ23n2 + τ33n3,

o sea en general tenemos

n
ti= τjinj , i = 1, 2, 3. (13.11)

Si se define el tensor de esfuerzos T
˜

como

T
˜

=




τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33


 , (13.12)

luego de (13.11) tenemos1
n
t
˜
= T
˜

Tn
˜
. (13.13)

Las componentes τ11, τ22 y τ33 son llamadas las componentes normales del
esfuerzo, en tanto que las componentes τij , i 6= j son llamadas las componentes
en corte del esfuerzo.

1Dependiendo de la forma como se expresa
n
t
˜

en τij , también se puede obtener

n
t
˜
= T
˜

n
˜
.
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13.3. Ecuaciones de equilibrio

En el caso estático la suma de todas las fuerzas actuando en un cuerpo B

deben ser igual a cero, si
n
t
˜

simboliza ahora las fuerzas de superficie y b
˜

las fuerzas
de cuerpo, transformando las sumas en integrales de superficie y volumen para
el equilibrio del cuerpo completo tenemos2

∫

∂B

n
t
˜

dA +

∫

B

b
˜

dV = 0
˜
. (13.14)

Pero
n
t
˜
= T
˜

Tn
˜
, luego de la ecuación anterior tenemos

∫

∂B

T
˜

Tn
˜

dA +

∫

B

b
˜

dV = 0
˜
, (13.15)

y en notación indicial es igual a
∫

∂B

τjinj dA +

∫

B

bi dV = 0, i = 1, 2, 3. (13.16)

Pero para la primera expresión por medio del uso del teorema de la divergencia
tenemos3

∫
∂B

τjinj dA =
∫

B
τji,j dV , luego de la ecuación anterior, después de

juntar las dos integrales en una, obtenemos
∫

B

τji,j + bi dV = 0, i = 1, 2, 3,

que debe cumplirse para cualquier volumen B y por tanto tenemos que se debe
satisfacer

τji,j + bi = 0, i = 1, 2, 3, (13.17)

que son llamadas las ecuaciones de equilibrio para los esfuerzos. El sistema de
ecuaciones (13.17) es igual a

∂τ11

∂x1
+

∂τ21

∂x2
+

∂τ31

∂x3
+ b1 = 0, (13.18)

∂τ12

∂x1
+

∂τ22

∂x2
+

∂τ32

∂x3
+ b2 = 0, (13.19)

∂τ13

∂x1
+

∂τ23

∂x2
+

∂τ33

∂x3
+ b3 = 0. (13.20)

Las tres ecuaciones anteriores se obtuvieron del balance de fuerzas. Ahora
es necesario analizar el balance de momentos causados por estas fuerzas. Para
ello se tiene que elegir un punto de referencia respecto al cual hacer el balance
de momentos, a este punto lo denotaremos como x

˜o. En un elemento diferencial

2Para denotar la superficie de un cuerpo B usaremos la notación ∂B.
3Para un campo vectorial fi el teorema de la divergencia nos dice que

∫
∂B

fini dA =∫
B

fi,idV , de modo que al aplicar este teorema a un campo tensorial debemos hacerlo respecto
al ı́ndice que se repite con el ı́ndice relacionado con vector unitario normal.
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de superficie en un punto x
˜

en ∂B tenemos una fuerza igual a
n
t
˜

dA, luego el

momento por esta fuerza va a ser igual a (x
˜
−x
˜o)×

n
t
˜

dA; por otra parte para un
elemento de volumen en x

˜
tenemos la fuerza de cuerpo b

˜
dV , luego el momento

causado por esa fuerza será igual a (x
˜
− x
˜o) × b

˜
dV , de modo que la suma (en

este caso integral) de todas estas fuerzas nos da
∫

∂B

(x
˜
− x
˜o)×

n
t
˜

dA +

∫

B

(x
˜
− x
˜o) × b

˜
dV = 0

˜
, (13.21)

y con el uso de (13.13) nos queda
∫

∂B

(x
˜
− x
˜o) × (T

˜
Tn
˜
) dA +

∫

B

(x
˜
− x
˜o) × b

˜
dV = 0

˜
. (13.22)

Pero el producto cruz de dos vectores a
˜
, c
˜

se puede expresar como

a
˜
× c
˜

= ǫijkajcke
˜i,

y usando esto en (13.22) tenemos que es igual a
∫

∂B

ǫijk(xj − xoj
)τlknle˜i dA +

∫

B

ǫijk(xj − xoj
)bke
˜i dV = 0. (13.23)

Para cada dirección i tenemos∫

∂B

ǫijk(xj − xoj
)τlknl dA +

∫

B

ǫijk(xj − xoj
)bk dV = 0, i = 1, 2, 3, (13.24)

y aplicando el teorema de la divergencia a la primera integral tenemos que
∫

∂B

ǫijk(xj − xoj
)τlknl dA =

∫

B

ǫijkδjlτlk + ǫijk(xj − xoj
)τlk,l dV.

De (13.24) después de algunas manipulaciones tenemos
∫

B

ǫijkδjlτlk dV +

∫

B

ǫijk(xj − xoj
)(τlk,l + bk) dV = 0, i = 1, 2, 3, (13.25)

pero de (13.17) tenemos que ǫijk(xj − xoj
)(τlk,l + bk) = 0, y también se puede

probar que δjlτlk = τjk, de modo que el balance de momentos es finalmente
equivalente a ∫

B

ǫijkτjk dV = 0, i = 1, 2, 3, (13.26)

que debe ser satisfecha para cualquier B por lo que se debe cumplir

ǫijkτjk = 0. (13.27)

Para el resultado anterior si i = 1 de la definición (13.5) tenemos

τ23 − τ32 = 0 ⇐ τ23 = τ32,

e igualmente para i = 2 se puede probar que de (13.27) tenemos que τ13 = τ31.
Finalmente si i = 3 se obtiene τ12 = τ21, de modo que (13.27) es equivalente a
decir que

τij = τji ⇔ T
˜

= T
˜

T. (13.28)
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13.4. Desplazamientos. Deformación. Ecuaciones

constitutivas

En la Sección 3.4.2 vimos en detalle el concepto del campo de desplazamien-
tos. En este caṕıtulo el campo de desplazamientos será denotádo como u

˜
y es

tal que
u
˜

= ui(x˜
)e
˜i, (13.29)

en donde ui(x˜
) = ui(x1, x2, x3) es la componente en la dirección i del desplaza-

miento que se produce en un punto x
˜
, en un cuerpo B, debido a la aplicación

de fuerzas externas en el cuerpo.
De (3.55) encontramos la relación entre los desplazamientos y las compo-

nentes del tensor de deformación como

ε11 =
∂u1

∂x1
, ε22 =

∂u2

∂x2
, ε33 =

∂u3

∂x3
,

ε12 =
1

2

(
∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)
, ε13 =

1

2

(
∂u1

∂x3
+

∂u3

∂x1

)
, ε23 =

1

2

(
∂u2

∂x3
+

∂u3

∂x2

)
,

que se puede escribir en notación indicial como

εij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
. (13.30)

El tensor de deformación ε
˜

se define como

ε
˜

=




ε11 ε12 ε13

ε12 ε22 ε23

ε13 ε23 ε33


 . (13.31)

Vamos a trabajar con un material que se puede modelar (de forma aproxi-
mada) asumiendo un comportamiento lineal elástico, es decir la relación entre
los esfuerzos y las deformaciones son relaciones lineales, y se asume que no hay
disipación de enerǵıa. Por otra parte asumirémos que no hay en el cuerpo es-
fuerzos o deformaciones residuales, luego se puede asumir que hay una relación
lineal entre τij y εkl del tipo

τij = Cijklεkl, (13.32)

en donde tenemos una suma doble en k y l y Cijkl seŕıan constantes del material.
Debido a la simetŕıa del tensor de esfuerzos y del tensor de deformación

tenemos la siguiente simetŕıas para Cijkl

Cijkl = Cjikl = Cijlk. (13.33)

De consideraciones asociadas a la enerǵıa elástica acumulada por el cuerpo (que
no veremos en este texto) tenemos la simetŕıa adicional

Cijkl = Cklij . (13.34)
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La ecuación constitutiva (13.32) se puede escribir de la siguiente forma al-
ternativa




τ11

τ22

τ33

τ12

τ13

τ23




=




C1111 C1122 C1133 C1112 C1113 C1123

C1122 C2222 C2233 C2212 C2213 C2223

C1133 C2233 C3333 C3312 C3313 C3323

C1112 C2212 C3312 C1212 C1213 C1223

C1113 C2213 C3313 C1213 C1313 C1323

C1123 C2223 C3323 C1223 C1323 C2323







ε11

ε22

ε33

ε12

ε13

ε23




, (13.35)

en donde se ha hecho uso de las distintas simetŕıas para Cijkl. En (13.35) pode-
mos apreciar que tenemos 21 constantes de material para el caso más general
de material elástico lineal anisotrópico.

Un material anisotrópico es aquel que muestra un comportamiento mecánico
distintos de acuerdo a la orientación en la cual se aplica la fuerza externa. Casos
especiales son los materiales ortotrópicos, en donde tenemos dos direcciones en
donde el comportamiento es distinto, y los materiales transverso isotrópicos en
donde hay una dirección en donde el cuerpo se comporta de forma diferente.

Un material isotrópico es aquel que no muestra diferencias en su compor-
tamiento si las cargas externas se aplican con distintas orientasiones respecto
al cuerpo. En este caso especial la matriz con coeficientes Cijkl tiene la forma
especial




C1111 C1122 C1122 0 0 0
C1122 C1111 C1122 0 0 0
C1122 C1122 C1111 0 0 0

0 0 0 1
2 (C1111 − C1122) 0 0

0 0 0 0 1
2 (C1111 − C1122) 0

0 0 0 0 0 1
2 (C1111 − C1122)




.

(13.36)
Si se define

C1122 = λ, C1212 =
1

2
(C1111 − C1122) = µ, C1111 = λ + 2µ, (13.37)

donde λ, µ son denominados los módulos de Lame. Se tiene que

λ =
νE

(1 + ν)(1 − 2ν)
, µ = G =

E

2(1 − ν)
, (13.38)

donde E es el módulo de elasticidad y ν el coeficiente o módulod e Poisson. De
(13.37) en (13.32) tenemos en notación indicial

τij = 2µεij + λδijεkk. (13.39)

Se puede obtener también la relación inversa

εij =
1

E
[(1 + ν)τij − νδijτkk]. (13.40)
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13.5. Problema de valor de frontera

Ahora nos interesa tener un resumen de todos los resultados anteriores para
poder entender y ver que tipo de problema de valor de frontera se debe solucionar
en elasticidad (que es el problema que es resuelto, por ejemplo, por distintos
métodos numéricos).

El sistema de ecuaciones diferenciales a resolver en elasticidad lineal es4

(13.17)

∂τ11

∂x1
+

∂τ12

∂x2
+

∂τ13

∂x3
+ b1 = 0, (13.41)

∂τ12

∂x1
+

∂τ22

∂x2
+

∂τ23

∂x3
+ b2 = 0, (13.42)

∂τ13

∂x1
+

∂τ23

∂x2
+

∂τ33

∂x3
+ b3 = 0, (13.43)

donde de (13.39) tenemos que las componentes del tensor de esfuerzos para un
material lineal elástico isotrópico están dadas en función de las componentes de
la deformación como

τ11 = 2µε11 + λ(ε11 + ε22 + ε33), (13.44)

τ22 = 2µε22 + λ(ε11 + ε22 + ε33), (13.45)

τ33 = 2µε33 + λ(ε11 + ε22 + ε33), (13.46)

τ12 = 2µε12, (13.47)

τ13 = 2µε13, (13.48)

τ23 = 2µε23, (13.49)

donde de (13.30) tenemos que las componentes de la deformación en función de
las componentes del campo de desplazamientos están dadas por

ε11 =
∂u1

∂x1
, (13.50)

ε22 =
∂u2

∂x2
, (13.51)

ε33 =
∂u3

∂x3
, (13.52)

ε12 =
1

2

(
∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)
, (13.53)

ε13 =
1

2

(
∂u1

∂x3
+

∂u3

∂x1

)
, (13.54)

ε23 =
1

2

(
∂u2

∂x3
+

∂u3

∂x2

)
. (13.55)

Si reemplazamos (13.50)-(13.55) en (13.44)-(13.49) y ese resultado en (13.41)-
(13.43) obtendrémos un sistema de tres ecuaciones en derivadas parciales para

4De (13.17) ya hemos considerado al tensor de esfuerzos como simétrico.
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las tres componentes de u
˜
, es decir para u1, u2, u3. Estas tres ecuaciones en

derivadas parciales son de segundo orden y lineales.
Respecto a la condiciones de borde, lo usual en un problema de valor de

frontera en elasticidad, es asumir que el cuerpo puede estar sometido a fuerzas
externas y además que ciertas partes de su superficie pueden tener prescrito los
desplazamientos, es decir se asume que

∂B = ∂Bu ∪ ∂Bt, ∂Bu ∩ ∂Bt = Ø, (13.56)

donde se tiene que

n
t
˜
= T
˜
n
˜

= t̂
˜

x
˜
∈ ∂Bt, (13.57)

u
˜

= û
˜

x
˜
∈ ∂Bu, (13.58)

en donde t̂
˜

son las fuerzas externas conocidas y aplicadas en ∂Bt y û
˜

son los de-
splazamientos conocidos en ∂Bu. En notación indicial las condiciones anteriores
se pueden escribir como

n
ti= τijnj = t̂i x

˜
∈ ∂Bt, i = 1, 2, 3 (13.59)

ui = ûi x
˜
∈ ∂Bu, i = 1, 2, 3. (13.60)

13.6. Esfuerzos principales 3D

En la Sección 10.2 se hablo de los esfuerzos normales máximos y mı́nimos
y de los esfuerzos de corte máximo para problemas tridimensionales, pero sin
indicar como estos se pod́ıan obtener. En esta sección veremos con algún detalle
este tema.

De la Figura 13.1 teńıamos en la superficie S al vector de esfuerzos
n
t
˜

y el

vector normal n
˜
. En general estos vectores no estarán alineados. El vector

n
t
˜

lo
vamos a descomponer en dos partes, una normal a la superficie, es decir en la
dirección de n

˜
, que denotaremos como σn, y otra parte tangencial a la superficie,

que denotaremos como τ .
La componente σn la podemos obtener simplemente como

σn =
n
t
˜
·n
˜
. (13.61)

La pregunta ahora es: ¿Cual debeŕıa ser n
˜

de forma tal de que σn sea máximo,
y cuales seŕıan los valores de σn en dicho caso? Esta pregunta es similar a la que
se hizo en la Sección 9.1 cuando en el problema plano preguntabamos lo mismo
para el ángulo θ del corte imaginario oblicuo.

De (13.13) tenemos que
n
t
˜
= T
˜
n
˜
, de modo que en (13.61) tenemos que

σn = (T
˜
n
˜
) · n
˜
, (13.62)

que en notación indicial es igual a

σn = τijnjni. (13.63)
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Es esta función la que debemos máximizar (mińımizar) en términos de nk, recor-
dando que n

˜
debe ser unitario, que implica decir que ‖n

˜
‖= 1, que es equivalente

a agregar la restricción
njnj = 1. (13.64)

Para máximizar (mińımizar) (13.63) con (13.64) tenemos que usar multi-
plicadores de Lagrange, de modo que ahora buscamos máximizar la función H
definida como

H(n1, n2, n3) = τijnjni + λ(njnj − 1), (13.65)

donde λ es el multiplicador.
Los máximos, mı́nimos o punto de inflexión se buscan de ∂H

∂nk
= 0, k = 1, 2, 3,

y de (13.65) tenemos que esto es equivalente a solucionar

τij(δjkni + njδik) + 2λnjδjk = 0, k = 1, 2, 3, (13.66)

en donde se ha usado el resultado ∂nm

∂np
= δmp. Se puede demostrar (y se deja

como ejercicio) que τijδjkni = τikni, τijnjδik = τkjnj y njδjk = nk, de modo
que de (13.66) tenemos

τikni + τkjnj + 2λnk = 0, k = 1, 2, 3.

Pero en la expresión anterior i, j son ı́ndices mudos, de modo que en particular
reemplazamos en el segundo término j por i y tenemos por tanto

τikni + τkini + 2λnk = 0, k = 1, 2, 3.

Como el tensor de esfuerzos es simétrico entonces τik = τki y reemplazando y
simplificando se llega a

τkini + λnk = 0, k = 1, 2, 3, (13.67)

que es equivalente a decir que

T
˜
n
˜

+ λn
˜

= 0
˜
.

Si definimos σ = −λ la ecuación anterior queda como

(T
˜
− σI
˜
)n
˜

= 0
˜
, (13.68)

en donde I
˜

es la matriz de identidad. Este problema es uno de valor propio, esta
ecuación tiene soluciones no triviales si

det(T
˜
− σI
˜
) = 0, (13.69)

de donde se obtiene la ecuación cúbica para σ

I1 = trT
˜
, I2 =

1

2
[(trT

˜
)2 − trT

˜
2], I3 = detT

˜
, (13.70)

303



en donde Ii i = 1, 2, 3 son llamados los invariantes de T
˜

y trA
˜

es la traza de la
matriz A

˜
.

La ecuación (13.69) tiene tres posibles soluciones y dado que T
˜

es simétrico
estas tres soluciones son reales. Estos tres valores, que denotamos σi, i = 1, 2, 3,
son precisamente los valores principales del tensor de esfuerzos T

˜
. Uno de estos

valores, que podemos llamar σ1, será el máximo (considerando el signo), otro σ2

será un valor intermedio y otro σ3 el valor mı́nimo para los esfuerzos principales.
La demostración de esto no la mostraremos aqúı, pero sigue los siguientes pasos.
Primero para cada σi de (13.68) tendremos un vector propio n

˜
, que lo podemos

denotar como
i
n
˜

y que se calculaŕıa de

(T
˜
− σiI˜

)
i
n
˜
= 0
˜
, no hay suma en i. (13.71)

Los tres vectores
i
n
˜
, i = 1, 2, 3 formaŕıan una base ortonormal, luego si alin-

eamos los ejes coordenados respecto a estos vectores
i
n
˜
, las componentes de T

˜se transformaŕıan como



τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33


→




σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3


 ,

es decir la matriz con diagonal σi, i = 1, 2, 3 no es más que el mismo tensor
T
˜
, pero escrito en un sistema de coordenadas alternativo, en donde los ejes

se han alineado con los vectores
i
n
˜
. Nótese en particular que en este sistema

de coordenadas el tensor de esfuerzos solo tiene componente normal y no hay
componentes en corte. Compárese estos resultados y conceptos con los vistos en
la Sección 9.1.

Lo que nos interesaŕıa hacer ahora es máximizar τ de la descomposición de
n
t
˜

vista al inicio de esta sección. Es fácil ver ahora que con esto obtendŕıamos el
máximo esfuerzo de corte. La forma como es la descomposición es

τ2 = ‖
n
t
˜
‖2−σ2

n. (13.72)

Ahora en vez de usar el T
˜

original para calcular
n
t
˜

usaremos el que se produce

al alinear el sistema de ejes coordenados con los vectores
i
n
˜
, en cuyo caso T

˜
=


σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3


, y de (13.13) tenemos

n
t
˜
=




σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3






n1

n2

n3


 =




σ1n1

σ2n2

σ3n3


 , (13.73)

de modo que

‖
n
t
˜
‖2= σ2

1n
2
1 + σ2

2n2
2 + σ2

3n2
3. (13.74)
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Por otra parte de (13.62) teńıamos que σn =
n
t
˜
·n
˜

= (T
˜
n
˜
) · n
˜

y usando T
˜

en el
sistema de coordenadas rotado se llega a

σn =




σ1n1

σ2n2

σ3n3


 ·




n1

n2

n3


 = σ1n

2
1 + σ2n

2
2 + σ3n

2
3. (13.75)

Usando (13.74) y (13.75) en (13.72) tenemos

τ2 = σ2
1n2

1 + σ2
2n2

2 + σ2
3n2

3 − (σ1n
2
1 + σ2n

2
2 + σ3n

2
3)

2, (13.76)

que es la función que ahora queremos máximizar en nk, k = 1, 2, 3. Nuevamente
hay que considerar la restricción que indica que n

˜
es unitario, o sea nknk = 1,

luego usando el multiplicador de Lagrange γ tenemos que máximizar (mı́ni-
mizar)

Q(n1, n2, n3) = τ2 + γ(n2
1 + n2

2 + n2
3 − 1). (13.77)

Tenemos

∂Q

∂n1
= 2σ2

1n1 − 2(σ1n
2
1 + σ2n

2
2 + σ3n

2
3)2σ1n1 + 2γn1 = 0, (13.78)

∂Q

∂n2
= 2σ2

2n2 − 2(σ1n
2
1 + σ2n

2
2 + σ3n

2
3)2σ2n1 + 2γn2 = 0, (13.79)

∂Q

∂n3
= 2σ2

3n3 − 2(σ1n
2
1 + σ2n

2
2 + σ3n

2
3)2σ3n1 + 2γn3 = 0. (13.80)

Se puede demostrar que el sistema de ecuaciones anterior tiene tres soluciones
para n

˜
y τ que mostramos a continuación

1
n
˜

=




0

±1/
√

2

±1/
√

2


 , τ =

σ1 − σ3

2
, (13.81)

2
n
˜

=




±1/
√

2
0

±1/
√

2


 , τ =

σ3 − σ1

2
, (13.82)

3
n
˜

=




±1/
√

2

±1/
√

2
0


 , τ =

σ1 − σ2

2
, (13.83)

de donde se puede ver que

τmax =
σmax − σmin

2
. (13.84)
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