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Capitulo 1

Introduccion

Dos son las razones principales que motivan el estudio de la mecénica de
sélidos: primero, en el disefio de elementos de maquinas o de cualquier otro tipo
de estructura, es de vital importancia escoger los materiales y/o las dimensiones
adecuadas para evitar cualquier tipo de ‘falla’', y segundo, en el andlisis de
falla propiamente tal, es decir cuando una componente o cuerpo ha fallado,
es necesario hacer un estudio de sus causa de manera tal de prevenir dichas
situaciones en el futuro.

Siempre ha habido una necesidad de poder cuantificar o de saber de forma
anticipada si una estructura puede o no resistir las fuerzas u otras cargas a las
que podria verse sometida. Originalmente los constructores usaban simplemente
la experiencia para determinar dimensiones y materiales para sus construcciones,
con pruebas y errores acumulaban experiencia que les permitia resolver casos
simples y conocidos. Es claro que un método asi no podia servir para el diseno de
nuevas estructuras, y una serie de conceptos fueron siendo elaborados de forma
lenta hasta llegar a teorfas (o deberfamos decir métodos) més menos generales
para predecir el comportamiento de cuerpos simples como cilindros o vigas de
secciones rectangulares. No fue sino hasta el trabajo fundamental de Cauchy en
la teoria de esfuerzos, en que se dispuso de herramientas generales para poder
predecir el comportamiento de cuerpos sélidos bajo el efecto de distintas cargas
externas?.

Desde el momento en que conceptos como ‘fuerzas’, ‘esfuerzos’ y deforma-
ciones fueron establecidos de forma mas menos clara a mediados del siglos XIX,
distintos métodos han sido desarrollados para predecir (siguiendo ahora méto-
dos mds racionalés) el comportamiento de un sélido frente a cargas o fuerzas

1La palabra ‘falla’ puede tener significados muy diversos, quizas la imagen més simple que
se viene a la mente es la rotura de una pieza o elemento; pero podriamos también reconocer
como falla la formacién de deformacién plastica, la cual al producir cambios permanentes en
la forma de un cuerpo, podria producir problemas en el funcionamiento de un mecanismo.

2Este trabajo de Cauchy, basado en otras investigaciones, en las leyes formuladas por Euler,
quien a su vez tomo como punto de partida las bien conocidas investigaciones de Newton, es
la piedra angular de todos los desarrollos posteriores, y es frecuente no encontrar referencias
claras a la importancia de dicho trabajo en la literatura.



externas. En un principio solo algunas geometrias sencillas fueron tratadas bajo
deformaciones o fuerzas simples. Es asi como se desarrollaron métodos para pre-
decir el comportamiento de cilindros bajo torsién, vigas bajo flexién, o barras
bajo el efecto de fuerzas de compresién o traccién. Esta es la base principal de
los cursos y textos tradicionales en resistencia de materiales, es decir se hace una
revision de algunos conceptos importantes, y el desarrollo de métodos simples
que nos permitan predecir el comportamiento de algunos cuerpos de geometrias
sencillas.

Sin embargo, el trabajo de Cauchy nos lleva finalmente a un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales, cuya solucién nos entregaria (bajo ciertas
simplificaciones) de forma més precisa la forma como cuerpos (de geometrias
mds generales) se comportaria bajo la accién de cualquier tipo de fuerzas ac-
tuando sobre él. El desarrollo de estas ecuaciones en derivadas parciales asi como
de métodos de solucion analiticas de las mismas es la parte central del area de
estudios conocida como ‘elasticidad’.

Es claro que el nimero de problemas para los cuales es posible encontrar
soluciones analiticas para un sistema de ecuaciones en derivadas parciales es
limitado, y por ese motivo desde ya varias décadas se han desarrollado méto-
dos de solucién numérica de las mismas, entre los que cabe destacar el ‘método
de elementos finitos’. Dicho método permite, con la potencia y versatilidad de
los computadores actuales, resolver problemas mas cercanos a la realidad, en
relacién al estudio del comportamiento de cuerpos sélidos no solos frente a
fuerzas, si no también frente a cambios de temperatura e incluso cargas electro-
magnéticas®.

Existiendo métodos numéricos y teniendo en cuenta la potencia cada vez
mayor y el menor precio de los computadores, surge la duda del porqué en un
momento dado uno deberia estar interesado en aprender los distintos tépicos
usualmente vistos en resistencia de materiales. La respuesta a esta pregunta
tiene que ver con las limitaciones de los métodos numéricos mencionados an-
teriormente. Lo usual cuando alguien conoce por primera vez los programas
comerciales de elementos finitos en mecanica de sélidos, es pensar que uno
estd en condiciones de resolver cualquier tipo de problema con dichos métodos,
en donde pudiese tener cuerpos con geometrias tridimensionales muy complejas,
posiblemente también interactuando con otros cuerpos, todos ellos bajo cargas
externas. Si bien es cierto los computadores son cada vez mas potentes, aun hoy
en dia es todavia dificil resolver problemas en tres dimensiones con geometria
muy complejas, por la cantidad de memoria y recursos computacionales que
estos trabajos requieren. Peor es la situacién cuando uno desea modelar varias
componentes interactuando unas con otras, pues en dicho caso nos enfrentamos

3Respecto a los tipos de problemas que se pueden analisar, con los métodos clésicos en
resistencia de materiales, uno adquiere herramientas que posibilitan resolver sobre todo prob-
lemas en una dimensién, por ejemplo problemas con ejes o vigas en donde la longitud sea
mucho mayor que el didmetro u otra dimensién en la secciéon. Por otra parte, con los métodos
analiticos estudiados en elasticidad, el tipo de problema normal que puede ser resuelto corre-
sponden a problemas planos (o mds general en donde se trabaja con dos dimensiones). Son
los métodos numéricos los que se aproximan mejor a situaciones reales con cuerpo tridimen-
sionales.



a problemas muy complejos que tienen que ver con la forma como los distin-
tos cuerpos interactian en sus superficies de contacto, que generalmente lleva a
problemas no lineales muy dificiles de resolver. Lo que se quiere decir aqui, es
que los métodos numéricos y los programa comerciales basados en ellos, si bien
de gran utilidad y de una importancia cada vez mayor en disenio, no son una
panacea que puedan ser usados de forma apresurada en cualquier tipo de proble-
ma que se nos presente. Hay siempre aproximaciones, y en muchos casos un buen
método analitico y simplificado no solo nos permite obtener buenos resultados
para modelar de forma aproximada el comportamiento de un sélido, sino tam-
bién a un costo en cuanto a tiempo de solucién mucho menor, sin mencionar que
es mucho més facil determinar el efecto de los distintos pardametros que influyen
en un problema por medio del andlisis de una expresién analitica (por muchas
simplificaciones que se hayan hecho para llegar a ellas) que tratar de obten-
er las mismas conclusiones estudiando una gran cantidad de datos numéricos
expresados a través de graficos y tablas.

Se ha tratado de justificar el porqué de esta asignatura, quizas parezca algo
extrano intentar hacer algo asi, pero es fundamental tener algunas ideas respecto
al proposito final de algo antes de intentar hacerlo. Siempre es bueno saber
porqué deberiamos gastar tiempo y energias en comprender conceptos y métodos
como los desarrollados en este curso, y ojala también saber en qué tipo de
problemas podriamos usar dichos conocimientos.

El objetivo final de esta asignatura es entregar conceptos que nos permitan
modelar de forma aproximada el comportamiento de cuerpos sélidos bajo el efec-
to en particular de fueras externas. El uso de dichos conocimientos se encuentra
en particular en el area de diseno, en donde en el momento de proponer una
estructura o mecanismo, nos interesa dar dimensiones y/o tipo de materiales en
los que pueden ser construidos, de forma tal de evitar bajo ciertas condiciones
que estos fallen.

En concordancia con los objetivos anteriores, este texto esta dividido en los
siguientes capitulos. Primero hay una introduccién a la estéatica, en donde nos
interesa especialmente estudiar algunos métodos préacticos para determinar de
forma aproximada las ‘fuerzas de reacciéon o contacto’ cuando varios cuerpos
interactiian unos con otros. A continuacién se explora el concepto de las fuerzas
internas, partiendo con el caso simple en donde se estudia un modelo para dichas
fuerzas aplicable al caso de vigas. El concepto de fuerzas internas es generalizado
apareciendo el concepto del vector y del tensor de esfuerzos. Posteriormente se
estudia el concepto de deformacién y su conexién con los esfuerzos a partir de
algo que conoceremos como las ecuaciones constitutivas. Varios problemas sim-
ples son estudiados ahora, tales como el problema de torsion en ejes, el problema
de flexion y de calculo de deflexién en vigas, asi como también el problema de
calculo de esfuerzos de corte en vigas. Los cuerpos cuando se deforman acumu-
lan energia eldstica, y dicha energia es usada en el método de Castigliano para
determinar deformaciones producto de fuerzas o torques externos. En el capitu-
lo siguiente los distintos métodos estudiados en los capitulos anteriores ahora
son usados para analizas problemas con geometrias simples en las que méas de
un tipo de esfuerzo estd actuando sobre el cuerpo. En uno de los capitulos més



importantes se abordara el tema de falla en materiales, enfocado especialmente
a fallas relacionadas con formacion de deformacion plastica en un cuerpo. Dos
modos adicionales de falla son estudiados también, la falla por inestabilidad en
columnas esbeltas en compresion y la falla por fatiga. Finalmente, comprendien-
do la importancia de los métodos numéricos de solucién en mecénica de sélidos,
algunos conceptos de la teorfa de la elasticidad lineal en tres dimensiones son
entregados en el ultimo capitulo.

Al final de cada capitulo se daran algunas referencias a textos més avanzados
o bien textos cuyos ejemplos o ejercicios sean de utilidad al estudiante. También
se dardan algunas referencias histéricas en donde sea necesario, no con toda la
precision que se podria desear, pero con el propésito ultimo de mostrar que
muchos de los conceptos y métodos vistos aqui, requirieron grandes esfuerzos y
tiempo para ser desarrollados a la forma como los conocemos hoy, y que dicho
esfuerzos requiere al menos un minimo reconocimiento por todos quienes usan
estos conocimientos tan importantes en el desarrollo tecnolégico actual.

Notacién

En el texto se usard la siguiente notacion:

S

b,....,a, 3, ..., : Escalares

1

—

S W,y ., : Vectores
. : Vectores en el Capitulo 13

sy
]

E.G, .. : Tensores de segundo orden en el Capitulo 13
C,S, ..y : Tensores de cuarto orden en el Capitulo 13
F, o Fi,Fy,F3 o F. F,,F, :Componentesde un vector

g, B, ... : Cuerpos (su volumen en algunas ocasiones)
1,j,k o é1,6q,¢3 : Vectores unitarios

En las figuras para facilitar su compresion, se usara en general el siguiente
codigo de colores

= Lineas de color negro: Representan los contornos de un cuerpo.
= Lineas de color rojo: Fuerzas y momentos (torques) externos e internos.

= Lineas de color verde: Cotas, dimensiones para las figuras, flechas que
indican vectores de posicién o desplazamiento.

= Lineas de color cafe: Muro, suelo, soportes u otras partes que interactian
con el cuerpo.

= Los simbolos, fuerzas, dimensiones, etc, se representan en color azul.



Capitulo 2

Introduccién a la estatica de
estructuras y mecanismos

2.1. Motivacion

Cuando se piensa en mecanismos o estructuras y se desea determinar si las
distintas componentes que los forman pueden o no fallar, una manera simplifica-
da de hacer el anélisis es separar todas estas componentes o cuerpos y estudiarlos
por separado. Esto requiere modelar de alguna forma simple y al mismo tiem-
po realista la interaccion de las distintas piezas o componentes. Esto se puede
hacer si dicha interaccién se modela como fuerzas de interaccion o bien a través
de restricciones al desplazamiento de esa parte de las superficies de contacto,
debido a la interaccion con el medio o con otros cuerpos.

Es evidente que un modelo basado en fuerzas y/o restricciones para la in-
teraccién es solo una aproximacién. Sabemos que si un cuerpo sufre fuerzas
y deformaciones por la interaccién superficial con otro, este cuerpo también
influird en la forma como las otras componentes se deforman y comportan, o
sea, en una mejor aproximacion estas fuerzas de interaccion en realidad serian
funciéon de la misma deformacién que causan. Tales modelos son en general
no-lineales, y por tanto provocan grandes problemas al intentar resolverlos.

En este capitulo abordaremos el problema de determinar las fuerzas de reac-
cién en las distintas componentes de un mecanismo, haciendo una serie de
supuestos cuyo objetivo es obtener métodos simples, rapidos, directos y claros
en relacién a los resultados obtenidos.

Antes de analizar en detalle si un cuerpo va a fallar o no, o como un cuerpo
se deforma o comporta bajo la accién de fuerzas externas, es natural primero
determinar de la forma més precisa posible dichas fuerzas, y ese es el objetivo
de este primer capitulo.



2.2. Definiciones y conceptos basicos

En este capitulo la primera simplificacién que se hara es asumir que el cuerpo
es rigido, en particular para efecto de determinar algo que conoceremos como las
‘reacciones’. Considérese la Figura 2.1, en donde se ve un esquema simplificado
de una viga (vista de forma lateral) sometida a una fuerza F', la cual ademés
estaria interactuando en este caso con el suelo. La interaccién solo ocurre en los
extremos derecho e izquierdo, y el medio mediante el cual la viga esta interac-
tuando se dibuja por medio de sfmbolos estandarizados (que aparecen dibujados
en color cafe), cuyo significado preciso estudiaremos més adelante.

F

'

2

|

Q
N\ 5
!

B

]

Figura 2.1: Cuerpo rigido y fuerzas de reaccién.

En la Figura 2.1 podemos ver que los soportes (las figuras en color cafe)
van a generar fuerzas de reaccién, que hemos asumido como fuerzas puntuales y
que hemos simbolizado como A y B. El asumir que un cuerpo es rigido implica
especialmente que dichas fuerzas no dependen de la forma como el cuerpo se
deforma bajo la accién de estas fuerzas’

2.2.1. Ecuaciones de equilibrio. Introduccién

En este primer capitulo, en donde estamos asumiendo que los cuerpos son
rigidos, las reacciones con el entorno se obtendran mediante el uso de las ecua-
ciones de equilibrio. De ahora en adelante asumiremos que los fenémenos dinami-
cos no seran tomados en cuenta en nuestros calculos, es decir asumiremos o
trabajaremos solo con cuerpos o mecanismos en equilibrio estatico?, luego las
ecuaciones que deben ser satisfechas son

Zﬁuerzas = 67 (21)
ZMomentos ) (22)

1Es evidente que asumir que un cuerpo es rigido es solo una aproximacién de un caso real,
en donde sabemos que la interaccién de un cuerpo con otros provoca deformaciones, que a su
vez influyen siempre en dicha interaccién. Sin embargo, el supuesto en realidad es muy ttil, y
entrega en la mayor parte de los problemas reales muy buenas aproximaciones.

2Hay muchos problemas en los que la aceleracién juega un papel importante en la forma
como un cuerpo se deforma y comporta, pero dichos tépicos se encuentran fuera de los alcances
de este curso, y son parte de otros cursos avanzados en dindmica de mecanismo y en vibraciones
mecéanicas.

=1




es decir suma de fuerzas Fyerras y suma de momentos (o torques®) Mmomentos
debe ser igual a cero (vector). Las dos ecuaciones (2.1), (2.2) en realidad forman
un sistema de 3 ecuaciones escalares cada una (en problemas tridimensionales),
o sea en total tendriamos 6 ecuaciones que se podrian usar para obtener las
reacciones o interacciones que mencionamos anteriormente.

No todos los problemas en los que estemos interesados en determinar reac-
ciones son suceptibles de ser resueltos de manera tinica a traves del uso de (2.1)
y (2.2). Existen casos en los que el nimero de fuerzas de reaccién o interaccién
es muy elevado y las 6 ecuaciones en (2.1) y (2.2) no son suficientes para obten-
erlas. En problemas tridimensionales el caso clasico que se puede mencionar es
mostrado en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Problema estdticamente determinado y problema hiperestatico.

En la figura del lado izquierdo se tiene un esquema de un taburete o banco
de tres patas. Se asume no hay roce y que en el punto C' hay un pasador
que impedirfa el movimiento del taburete a lo largo y ancho del suelo. En un
problema como este se puede demostrar que las reacciones A B y C se pueden
encontrar todas solo por medio del uso de (2.1) y (2.2), bajo el supuesto que el
taburete es un cuerpo rigido.

Por otra parte, en la figura del lado derecho tenemos un esquema tipico de
una mesa con cuatro patas, también apoyadas en un suelo, el que podemos en
una primera aproximacién asumir que no presenta roce. Nuevamente en C puede
haber un pasador que impediria el movimiento a lo largo y ancho del suelo (dado
que no hay roce). En un problema de esta naturaleza, en donde ahora tenemos
que encontrar 4 fuerzas de reaccion, ff, E, c y 5, se puede demostrar que las
ecuaciones de equilibrio (2.1), (2.2) no son suficientes para encontrar de forma

unica dichas fuerzas de reaccién®.

3A lo largo de este texto usaremos la palabra momento en lugar de torque, salvo en el
caso del fenémeno de torsién (Capitulo 4) en donde se usard la palabra torque para ese tipo
especifico de fenémeno.

4E] hecho que no se pueda encontrar todas las fuerzas de reaccién en un problema como el

10



Un problema como el mostrado en el lado izquierdo de la Figura 2.2 es de-
nominado un problema ‘estaticamente determinado’, en tanto que un problema
como el mostrado en el lado derecho de la Figura 2.2 es conocido como un
problema ‘estaticamente indeterminado’ o ‘hiperestatico’.

2.2.2. Tipos de fuerzas. Momento Puro

Tal como se ha indicado en la Seccién 2.2.1, la interaccién de distintos cuer-
pos que componen una estructura o mecanismo se puede modelar de forma
simplificada asumiendo que esta interacciéon ocurre a través de fuerzas de con-
tacto o bien a través de restricciones al desplazamiento. Partamos estudiando
primero las fuerzas, para esto se necesitan algunas definiciones.

Las fuerzas se clasificardn en dos tipos:

Fuerzas de superficie: son las fuerzas que requieren del contacto directo de la
superficie de un cuerpo sobre otro para actuar. Se clasifican (o deberiamos
decir se pueden modelar) de dos formas, como fuerzas puntuales, en puntos
especificos en los cuales el cuerpo estd interactuando con el medio, tal como
se muestra en la Figura 2.3. O bien como una distribucién de fuerzas de

F

AN 4

Interaccién ‘con lo
que lo rodea

Figura 2.3: Fuerzas de superficie concentradas.

superficie, como la que se produciria en el contacto de dos cuerpos &/ y %
mostrados en la Figura 2.4. En el lado derecho de dicha figura podemos
ver un acercamiento a la zona del cuerpo # que estaba en contacto con
/5 esa interaccién ha sido representada por medio de una distribucién
de fuerza f, que en un problema tridimensional seria fuerza por unidad
de area, en tanto en un modelo bidimensional seria fuerza por unidad de
longitud.

mostrado en la Figura 2.2 (derecha) tiene una curiosa implicancia desde el punto de vista de
lo que uno observa en la realidad. Cualquier persona que haya construido una mesa o taburete
con tres patas reconocerda que nunca esta muestra alguna pata coja, es decir las tres patas se
asientan de manera mas menos perfecta en el piso. Por otra parte, no importa cuan preciso
sea la fabricacién de una mesa con cuatro patas, siempre una pata estara coja, y para lograr
que las cuatro patas esten todas tocando el suelo, se requiere deformar estas. En consecuencia
las fuerzas de reaccién no podrian encontrarse asumiendo que el cuerpo es rigido, en este caso
las fuerzas dependerian de la deformacién.
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Figura 2.4: Fuerzas de superficie distribuidas.

Fuerzas de cuerpo: son aquellas fuerzas que actian a distancia y no necesitan
el contacto directo; ejemplo de las mismas son la fuerza de gravedad y las
fuerzas debido a la aplicaciéon de campos electromagneticos.

Las fuerzas generan momentos (o torques) y estas cantidades tiene un pa-
pel importante en la determinacion de las reacciones o interacciones, de mo-
do que ahora se repasard aqui dichos conceptos. Primero necesitamos algunas
definiciones. En la Figura 2.5 tenemos un sistema de coordenadas Cartesianas

€3

Figura 2.5: Vectores de interés.

x1, X2, x3, en donse se pueden apreciar los tres vectores unitarios de la base é1,
€2, €3, v se tiene dos puntos P, Q. Los vectores que indican las posiciones de
dichos puntos se denotardn como 7p y 7, respectivamente, en tanto que el
vector que va desde P a () se denotard como ppg.

Vector momento de una fuerza

Considérese la Figura 2.6, en donde se tiene un cuerpo bajo la accion de
una fuerza F aplicada en el punto P. Se define el vector momento de la fuerza

12



Figura 2.6: Vector momento de una fuerza.

respecto al punto A como B
MAZHAPXF. (2.3)

Se puede apreciar de la definicién que el vector My es perpendicular al plano
formado por los vectores pap y F , v debido a lo anterior existe la siguiente
propiedad para el vector M. En la Figura 2.7 se tiene una vista superior de la
Figura 2.6, es decir aqui se esta viendo el plano formado por los vectores pap y
F y el vector M 4 estaria apuntando hacia fuera de la figura. La linea que pasa

-——/—>_—’_—4—>
TP

Recta colineal con F

Figura 2.7: Vector momento de una fuerza. Vista superior.

por Py tiene la direccién del vector F es llamada la ‘linea de accién de la fuerza
F”. La distancia entre el punto A y dicha linea de accién es d y el dngulo entre
el vector pap y esta linea de accién lo denotamos como (3. Se sabe que

[Mal|= [[7ap x Fll= [|pap|[|Fllsin g = d|[F], (2.4)

luego la magnitud de M A no cambiaria si movemos el punto de aplicacion de la
fuerza F a lo largo de su linea de accién; es mas, la direccién de dicho vector
tampoco cambiaria al mover Falo largo de su linea de accion, pues dicha linea
se encuentra siempre en el plano formado por los vectores originales pap y F.
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Vector momento de una fuerza respecto a un eje

Considerémos la situacién en la cual un eje gira impulsado por algin tipo
de fuerza aplicado en él. Un esquema se dicho eje se muestra en la Figura
2.8. Aqui se tiene un esquema muy simplificado de un eje (la linea larga negra

FroO-"

Figura 2.8: Vector momento de una fuerza respecto a un eje.

central), el que gira en dos apoyos, los cuales son mostrados como dos lineas
paralelas en ambos extremos del eje. El eje en realidad puede tener una for-
ma irregular, pero lo importante es notar que gira respecto a esos dos apoyos
mostrados ahi.

En algtin punto P a una distancia d del eje se aplica una fuerza sobre é1° F.
Ahora, esta fuerza F se puede descomponer de la siguiente forma

ﬁ:ﬁR—l—ﬁ//—Fﬁl, (25)

donde F r seria la componente en la direccién radial de la fuerza ﬁ, en tanto
que Fy, serfa la componente de la fuerza en la direccién del eje, y finalmente

F| serfala componente normal a las otras dos, que llamaremos la componente
tangencial.

La pregunta es: ;De estas tres componentes de la fuerza, cual es la tnica
importante en relacién al momento que genera en el eje desde el punto de vista
de su funcionamiento? Podemos ver que las tres componentes generan algun tipo
de momento, pero de las tres, la inica que genera un momento cuya direcciéon
va en la direccién del eje es F'| . El momento generado por F'| es simbolizado
con las flechas rojas puestas en el extremo inferior del esquema del eje.

Si reconocemos entonces que F ' es la componente importante para efectos
de calcular momento en el eje, dicho momento estaria dado simplemente por®

M =dF,. (2.6)

5La fuerza es estd aplicando en alguna parte del eje, pero como lo estamos mostrando de
forma muy simplificada, no se muestra de forma grafica en donde realmente se esta aplicando
dicha fuerza.

6Para denotar la norma de un vector usaremos dos notaciones: en algunas ocasiones la
norma del vector A se denotara como se hace usualmente ||X|| y a veces se usara una notacién
mucho més simplificada A.
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Vector momento puro

Considérse la Figura 2.9 en donde se tiene un cuerpo sometido dos fuerzas
de magnitud F con igual direccién, apuntando en sentido contrario, y separadas
por una distancia d. En este caso el equilibrio de fuerzas (Ecuacién (2.1)) es

Figura 2.9: Vector momento puro.

satisfecho de forma automatica (si bien no hay equilibrio al momento).

El momento (también llamado ‘par de fuerzas’) que generan estas dos fuerzas
F se denotara como C y es llamado un momento puro, debido a que el cuerpo
solo siente el efecto de este C, dado que (2.1) es satisfecha de forma automatica.
La norma se este vector se puede calcular como

IC]l= d||F. (2.7)

En principio vamos a ubicar a este vector justo en medio de los puntos de
aplicacion de las fuerzas F, es decir a una distancia d/2 de cada una de ellas.
Considerémos la Figura 2.10, en donde tenemos el mismo cuerpo en dos
casos adicionales, en donde se sigue aplicando las mismas fuerzas F , siempre
separadas una distancia d, pero con direcciones diferentes a las orginalmente
mostradas en la Figura 2.9. Imaginemos que los pares de fuerzas F' empiezan

Figura 2.10: Vector momento puro. Situaciones en las que son equivalentes.
a rotar, simpre manteniendose en el plano original en el que estaban. Podemos

apreciar que en este caso C' = dF va a tener el mismo valor que en la Figura
2.9, y si las fuerzas F' estan simpre en el mismo plano, entonces la direccién y
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orientacién de C va a ser siempre la misma, o sea podemos ver que el mismo c
se puede obtener de muchas formas distintas.

En la Figura 2.11 se muestran los simbolos que se usardn para representar
el vector momento puro. Normalmente en problemas planos se usard una flecha
circular, y en problemas tridimensionales se usard una flecha doble, la corre-
spondencia entre estas dos formas de representaciéon se muestra en la misma
Figura 2.11.

A N

Figura 2.11: Vector momento puro. Representaciones.

Teorema 1 Para cuerpos rigidos el vector momento puro es un vector ‘libre’

es decir su punto de aplicacion se puede cambiar y el efecto que genera sobre el
cuerpo es el mismo.

Demostracién La demostraciéon de este teorema la haremos de dos formas,
primero entregaremos una demostracién mas general para problemas tridimen-
sionales y posteriormente para el caso particular de problemas planos.
Considérese la Figura 2.12 en donde tenemos dos puntos A, B en donde
se esta aplicando dos fuerzas F con la misma magnitud y direccién pero con
sentidos opuestos. Estas fuerzas van a generar un momento puro sobre el cuerpo,

Z/

Figura 2.12: Vector momento puro. Demostraciéon que es invariante.

el cual se puede ubicar en principio a media distancia entre los puntos A y
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B. Hay varias formas de calcular dicho momento puro, si se escoge el sistema
coordenado z,y, z con origen O, el momento puro C' se puede calcular como

C= ppa XF, (2.8)

A—TB

{

en donde F' en este caso corresponde a la fuerza aplicada en A. Podemos ver
que en la expresiéon anterior el vector pp4 ha sido definido usando los vectores
posicién de A y B respecto a la referencia O. Pero

A X F=(Fy —Fg) x F=(7y —ig) x F = (", (2.9)

luego c=c , es decir el vector momento puro calculado desde las dos referencias
es el mismo. Ahora como un cambio de referencia es en realidad equivalente a
mantener al vector fijo y mover en su lugar al cuerpo y por tanto esto significaria
que el cambiar de posiciéon el punto de aplicacién de C no afecta la forma
como este vector actia sobre el cuerpo rigido, con lo que la demostracién se ha
finalizado”.

Como resultado de la demostracion anterior para momentos puros tendrémos
situaciones como las mostradas en la Figura 2.13.

Figura 2.13: Vector momento puro: Traslacién a un punto distinto del cuerpo

La demostracién basada en la Figura 2.12 si bien es bastante general, de to-
das formas no apela mucho a la intuicién de lo que uno esperaria en un problema
como este. Por dicho motivo aqui se agrega una segunda forma de demostrar
este teorema, vélida eso si en este caso solo para problemas bidimensionales.

Como paso previo considérese la siguiente observacion basada en lo que se
muestra en la Figura 2.14. En dicha figura tenemos dos sistemas de fuerzas
paralelas (caso plano), en un caso de magnitud F' y separadas una distancia d,
y en el otro caso de magnitud 2F y separadas una distancia d/2. De (2.7) es
facil ver que la magnitud del vector momento puro en un caso seria dF' y en el
segundo caso seria 2Fd/2 = dF, es decir en ambos casos obtendriamos la misma
magnitud para este vector, y ademas podriamos ubicar este vector en el mismo
punto central entre estas dos fuerzas.

Teniendo presente la observacion anterior, considerémos ahora la Figura 2.15,
en la parte superior tenemos un cuerpo el que estd sometido a dos fuerzas

"Es relativamente claro que para el caso de cuerpos deformables cambiar de posicién el
punto de aplicacion de C no genera los mismos ‘efectos’, pues de forma intuitiva se puede ver
que la deformacién no seria igual. A pesar de esto en varios problemas con cuerpos deformables
seguiremos usando este teorema, claro estd solo como una aproximacion.

17



Figura 2.14: Vector momento puro: Distintas formas de calculo

opuestas de magnitud F' separadas una distancia d, y que por tanto generan un
momento puro C' = dF. Imaginemos ahora que deseamos mover este momento
puro a un punto ubicado hacia la derecha a una distancia L del punto original
de aplicacion de C.

La traslacién se puede hacer de la siguiente forma. En la segundo cuerpo
mostrado en la Figura 2.15 dibujamos a una distancia L de las fuerzas originales
dos pares de fuerzas opuestas F', tal como se aprecia en el lado derecho del
segundo cuerpo. Podemos ver que en realidad aqui la suma nos da cero.

Sin embargo, si juntamos ahora cada una de las fuerzas del lado izquierdo
con un par de las fuerzas opuestas en el lado derecho, tal como se muestra
con lineas punteadas en el segundo cuerpo de la Figura 2.15, tendremos que se
forman momento puros y opuesto de magnitud F'L, los cuales se ubican a una
distancia d entre ellos, tal como lo muestra el tercer cuerpo de la Figura 2.15.

En este tercer cuerpo mostrado en la Figura 2.15 tenemos ahora dos mo-
mentos puros y opuestos de magnitud F'L, y ademds ahora tenemos dos fuerzas
de magnitud F' separadas una distancia d en el extremo izquierdo.

Lo que se hace ahora es hacer F' tender a infinito y d tender a cero, de
forma tal que la multiplicacion dF = C' se mantenga constante, recordando lo
que se habia discutido respecto a la Figura 2.14. En ese caso podemos ver que
los dos momentos puros F'L al final se aplicarian en el mismo punto, y que al
tener sentidos opuestos, esto significa que se anulan y por tanto nos queda el
cuerpo con el momento puro C' ahora aplicado en la derecha, a una distancia L
del punto original de aplicacién, con lo que hemos terminado esta demostraciéon
grafica ]
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Figura 2.15: Vector momento puro. Traslacién a un punto distinto del cuerpo
(caso 2D).

19



Ejemplos de calculo del momento causado por una fuerza

1. Calcule el momento causado por F respecto al punto O para la rueda
mostrada en la Figura 2.16.

Figura 2.16: Vector momento. Ejemplo de calculo.

En este problema tenemos que F = (Fy, Fy) v que pop = (0,r) para el
sistema de coordenadas mostrado en la figura, en donde r seria el radio
de la rueda. De la definicién (2.3) tenemos

B i gk
Mo =popxF=|0 r 0],
F, F, 0
por lo que . R
Mo = —F,rk. (2.10)

O sea como ya sabemos, en un problema plano los momentos solo tiene
componente en la direccién normal al plano. Del resultado anterior ademés
podemos ver que la tinica componente importante de F para el calculo del
momento es la que es normal al vector pop.

2. Determine el momento de la fuerza de 100Ibf con respecto a los puntos A
y B mostrados en la Figura 2.17

Usaremos la definicién (2.3), en este caso primero necesitamos expresar la
fuerza como vector, de la figura vemos que el vector fuerza se encuentra
en el interior de un cubo de dimensiones 8 x 4 x 4, luego podemos expresar
la fuerza aplicada en ese punto F como (el punto de aplicacién de F lo
podemos llamar P)

. 8 4 4 ?
F =100 i+ j— k|,
( 82 +2x42 82—|—2*42J V82 4 2 %42 )
simplificando tenemos

= 100 .
F=—(81+44j — 44). 2.11
Tog B+ 4 4D (2.11)
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Barra pegada
a la pared en A

Figura 2.17: Vector momento. Ejemplo de calculo (dimensiones en pies).

Para calcular el momento hace falta el vector que va desde el punto re-
specto al que se quiere calcular dicho momento al punto en donde se aplica
la fuerza, y de la figura podemos ver que

fap =101+ 4] — 8k, ppp =4j — 8k. (2.12)

Luego los momentos se calculan simplemente con los productos cruz
MAZﬁAPXﬁ, MBZﬁBPXﬁ, (2.13)

usando (2.11) y (2.12). Se deja como ejercicio realizar dicho célculo.

. Calcular el momento causado por F respecto a D como se muestra en la
Figura 2.18 para dos casos: En que la fuerza se aplique en P y que se
aplique en @, respectivamente.

En este problema verificaremos directamente el principio enunciado con
la Figura 2.7. Para ambos casos en que F se aplique en Py @ tenemos
F = Fi.

En el caso del momento calculado respecto al punto P, necesitamos el
vector que va desde el origen del sistema (que llamaremos O) al punto en
questién pop y se tiene que pop = rj, por lo que

= —Frk.

H o -
O 3 =
o O T
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Linea paralela a x

Figura 2.18: Vector momento. Ejemplo de calculo.

En el caso del momento calculado respecto al punto ) usamos el vector
pog = —ti+ rj, luego tenemos

que es igual al resultado anterior, confirmando el hecho mencionado ante-
riormente respecto a la Figura 2.7, en donde indicamos que si se mueve la
fuerza a lo largo de su linea de accién, el momento que esta fuerza hace es
el mismo. En la Figura 2.18 podemos ver que los puntos P y ) se ubican
ambos en la linea de accién de F.
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2.3. Fuerzas equivalentes y calculo de reacciones

Nuestro propésito en esta seccién es desarrollar métodos que nos permitan
reducir el numero de fuerzas actuando en un cuerpo, de modo que se tenga un
sistema ‘equivalente’ de fuerzas mas simple que genere el mismo ‘efecto’ sobre
el cuerpo. Para entender esto considérese la Figura 2.19. En el lado izquierdo

—

S
v/ &

2

Figura 2.19: Sistema de fuerzas equivalentes. Figura de la izquierda muestra la
situacién inicial, la figura de la derecha mostraria la situacion final ‘equivalente’.

tenemos un cuerpo bajo estudio en su situacion inicial con un cierto nimero de
fuerzas puntuales, de fuerzas distribuidas y de momentos puros actuando sobre
él. La idea de esta seccion es desarrollar algunos métodos que nos permitan
reemplazar el sistema de fuerzas y momento puros original, por uno mas simple,
que sea equivalente, en el sentido que el ‘efecto’ que sienta el cuerpo sea el
mismo. El sistema equivalente es mostrado de forma esquematica en el lado
derecho de la Figura 2.19.
Ahora veremos varios casos particulares:

= Si un conjunto de fuerza actia en un punto, tal como lo vemos en el lado
izquierdo de la Figura 2.20, la fuerza equivalente total es simplemente la
suma de las fuerzas, como se ve en el lado derecho de la misma figura para
el mismo punto.

—

F: o

3 Fi
S = NRE=zLA
Iy

Figura 2.20: Sistema de fuerzas equivalentes. Fuerzas aplicadas en un punto.
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= Para un cuerpo rigido la fuerza se puede trasladar a lo largo de su linea
de accién y el cuerpo sentiria el mismo ‘efecto’, tal como se muestra en la
Figura 2.21.

F

\

El momento que se genera en
estos casos respecto a
cualquier punto es el mismo

Figura 2.21: Sistema de fuerzas equivalentes. Fuerzas se puede mover a lo largo
de su linea de accién.

Ya habiamos comentado este hecho importante en el contexto de la Figura
2.18. Al mover la fuerza a lo largo de su linea de accién, el momento que
esta genera es el mismo para cualquier punto, y como el cuerpo es rigido,
no importaria si la deformaciéon no fuese la misma, como si ocurriria con
cuerpos deformables.

= En la Figura 2.22 en la parte superior izquierda tenemos un cuerpo con
una fuerza F aplicada en un punto A. Lo que nos interesa ahora es ver cual
serfa un sistema de fuerzas y /o momentos puros equivalentes si quisieramos
mover esa fuerza de A a B. El resultado que mostraremos ahora en realidad
ya fue usado en el contexto de la demostracion que se hizo respecto a que
el momento puro era un vector libre (Figura 2.15), pero de todas formas
repetiremos el método aqui.

Para trasladar la fuerza al punto B se dibuja en dicho punto dos fuerzas
iguales pero opuestas con la misma direcciéon que la original, tal como se
muestra en la Figura 2.22 parte superior derecha.

La fuerza original Fen A puede usarse para formar un momento puro
junto con la fuerza —F aplicada en B. Luego tal como se muestra en la
Figura 2.22 parte inferior central, tendremos la fuerza F ahora aplicada
en B més un vector momento puro c , que proviene del cédlculo anterior.

Ejercicio : En la Figura 2.23, jcual es el sistema de fuerzas y/o momentos
equivalentes en el punto A?

24



Forman un par de fuerza que
generan un momento puro C

de magnitud C = dF

Aqui la suma en B es cero

Figura 2.22: Sistema de fuerzas equivalentes. Fuerza que se mueve a una posicion
paralela a su linea de accion.
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Figura 2.23: Ejemplo de sistema de fuerzas equivalentes.
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2.3.1. Fuerzas distribuidas

Al inicio de esta seccién se clasificaron las fuerzas de contacto en fuerzas
puntuales y distribuidas (ver Figura 2.4). Es claro que en problemas ‘reales’ las
fuerzas distribuidas son una mucho mejor representacion de las interacciones
reales entre cuerpos. Considérese por ejemplo la Figura 2.24. En el lado izquierdo

Rueda

—

NN N N\ \M))‘f\

/

Fuerza por unidad de area

Figura 2.24: Ejemplo de fuerzas distribuidas de superficie.

se tiene un esquema de la parte frontal de un auto, en particular de la rueda
y del piso en la que esta estd apoyada. Sabemos que las ruedas sufren algo de
deformacién (debido al peso del auto) y que por tanto el contacto con el piso
ocurre en un area de tamano finito, tal como se muestra en el lado derecho de
la misma figura. Luego la interaccion del piso sobre la rueda se puede modelar
como una fuerza distribuida f por unidad de area.

Otro tipo de fuerza distribuida corresponde a las fuerzas de cuerpo. Por
ejemplo la fuerza debido a la gravedad se puede considerar como una fuerza por
unidad de volumen, tal como se muestra en la Figura 2.25.

F

O

Fuerza por unidad de volumen
df = —gpdv

Figura 2.25: Ejemplo de fuerzas distribuidas de volumen.
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Densidad de linea

En este texto nos concentraremos en particular en fuerzas por unidad de
longitud, llamadas también por unidad de linea, las cuales tienen unidades en el
sistema internacional N/m, tal como se muestra en la Figura 2.27. Nuestro in-
terés ahora es encontrar una fuerza puntual ‘equivalente’ que pueda reemplazar
estas distribuciones de linea i, para ello necesitaremos algunos resultados pre-
liminares concernientes al momento causado por una fuerza.

En la Figura 2.26 (lado izquierdo) tenemos (para un problema plano) un
esquema con una fuerza F en donde interesa determinar el momento causado
respecto al punto A. En dicho caso (en donde los vectores son ortogonales) se

F Flt/ﬁ
A :
S e £ A e Fy

—

PAB PAB B

Figura 2.26: Calculo simplificado del momento en problemas planos.

cumple que B
|PaB X Fl|= papkF. (2.14)

Es facil demostrar para un problema més general como el mostrado en el lado
derecho de la Figura 2.26 se tendré

|1pap x Fll= papFL. (2.15)

El sentido del momento para problemas planos estd apuntando fuera o hacia
dentro de la pizarra.

Concentrémonos ahora en el esquema mostrado en la Figura 2.27, del resul-
tado anterior, para efectos del momento, la componente tangencial de la fuerza
no es importante, de modo que aqui asumiremos que W solo tiene componente
en la direccién del eje y.

Figura 2.27: Fuerzas distribuidas. Fuerza por unidad de linea.

La fuerza esta siendo aplicada, por ejemplo, a una viga de longitud L, y
para un diferencial de longitud la magnitud de la fuerza actuando sobre dicho
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elemento df se puede calcular como

df = w(x) dz. (2.16)

Ahora bien, queremos reemplazar la fuerza® w(z) por una fuerza puntual

equivalente (o resultante) que llamaremos Fr. Una primera condicién que es
natural pedir es que Fp sea igual a la fuerza total que w(zx) estaria generando
sobre la viga, o sea

L
Fr :/ w(x) da. (2.17)

Ahora necesitamos ver donde aplicar esta fuerza resultante, y para ello ahora
podemos pedir que el momento causado por Fr respecto a cualquier punto sea
el mismo que causaria w(z). Calcularemos el momento respecto al punto O
mostrado en la Figura 2.27 (extremo izquierdo de la viga). Debemos recordar que
si el momento es cero respecto a un punto, lo es respecto a cualquier otro, como
consecuencia de (2.9). Para calcular el momento causado por w considerémos la
Figura auxiliar 2.28. Podemos ver en este caso que la fuerza en un diferencial

w dx

L dz
l;[o] éHé

\ \

Figura 2.28: Fuerzas distribuidas. Momento causado por la fuerza.

dz serfa w(x) dz y que el momento causado respecto al extremo derecho (dado
que la fuerza seria ortogonal respecto al vector posicién) serfa zw(x) dz, por lo

L .
que el momento total es fo zw(z) dz. Ahora bien, asumamos que la fuerza Fr
se aplica a una distancia & desde el extremo izquierdo de la viga, el momento
causado por Fpg seria igual a £Fg, luego imponemos la condiciéon

L
/ zw(z) de = TFR,

y de (2.17) tenemos’

fOL rw(x) dw

fOL w(z) do '
Veamos dos ejemplo simples de aplicacién de estos resultados.

T =

(2.18)

8Como 0 solo tiene componente en y de ahora en adelante en general usaremos el simbolo
w para hablar de estas fuerzas distribuidas, a menos que de manera explicita esta pueda tener
las dos componentes en el caso plano en las direcciones z e y.

9Nétese la similitud de esta expresién con las ecuaciones que se derivan usualmente en el
cédlculo de centro de masa para distribuciones lineales de densidad.
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Distribucién constante: En este caso tal como se muestra en la Figura 2.29
consideramos el caso w(x) = w, constante. De (2.17) en este caso tenemos

Figura 2.29: Fuerzas distribuidas. Distribucién constante.

L L L2
Fr = / w, dr = w, L, / TW, dr = wo—, (2.19)
0 0 2
luego de (2.18)
w, L L
P=—2 == 2.20
v wo L 2’ ( )

y por tanto la fuerza equivalente se aplica en la mitad de la zona en la que
se estd aplicando w,, tal como se muestra en la Figura 2.30.

wl

Figura 2.30: Fuerzas distribuidas. Fuerza equivalente a una distribuciéon con-
stante.

Distribucién lineal: En este problema se considera una distribucién de fuerza
por unidad de longitud lineal con un valor maximo en un extremo igual a
w,, tal como se muestra en la Figura 2.31. En este caso se tiene

y de (2.17) se llega a

Ly
FR:/O Ewodx: 5 (2.21)



Wo

Figura 2.31: Fuerzas distribuidas: Distribucién lineal

que no es otra cosa que el drea del triangulo que forma esta distribucion
lineal.

Por otra parte

/Lw_zw dp = Wol?
o i3 0 - 3 )

luego de (2.18) tenemos

wo 2L
I=—23 =35 (2.22)

Nl

o sea la resultante se aplica a dos tercios de la distancia desde el inicio de
la distribucién lineal original, tal como se muestra en la Figura 2.32.

Fr =w,L/2

| 2L/3 \

Figura 2.32: Fuerzas distribuidas. Fuerza equivalente a una distribucién lineal.

Ejemplo: Para el sistema de fuerzas mostrado en la Figura 2.33 determine
la fuerza y momentos resultantes en el punto A y también determine el sistema
de fuerzas y momentos mas simple que sea equivalente a las fuerzas originales.
Las unidades de longitud son ‘pie’ y las de fuerza estan en libras-fuerza.

= Usando los resultados mostrados en (2.20) y (2.22) vamos primero a reem-
plazar las distribuciones de fuerza por unidad de linea por fuerzas pun-
tuales. La fuerza uniforme de 51bf/pie se reemplazaria por una puntual
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i ]

151bf/pi

‘ ‘ 10’

20

15’

18 |

Figura 2.33: Ejemplo. Fuerzas distribuidas.

de 5*18=901bf, que se aplica en la mitad de los 18 pies originales, en
tanto la distribucion lineal se reemplaza por una puntual de magnitud
de 15*20/2=1501bf que se aplicaria a dos tercios de 20 desde el extremo
derecho de la viga, tal como se muestra en la Figura 2.34.

901bf
] ] 1001bf

’ 1501bf
o
21.667 |
25’

Figura 2.34: Ejemplo. Fuerzas distribuidas.

= Ahora para determinar las resultantes en el punto A dibujamos en dicho
punto pares opuestos de las fuerzas de magnitud 90, 150 y 100Ibf tal como
se muestra en la Figura 2.35.

= Se usan pares opuestos de fuerzas tal como se muestra con lineas punteadas
en la Figura 2.35 para generar con estas momentos puros tal como se
muestra en la Figura 2.36.

= Las magnitudes de estos momentos son C7 = 90«9 = 8101lbf-pie, Cy = 150%
21,671bf-pie y Cs = 100%25 = 25001bf-pie. El resultado final de este proceso
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1501bf  90Ibf
1001bfi! 90Ibf | ’ 1001bf

Ly
AT |

T

100%?]961‘&”“’””**\’
1501bf 1501bf

Figura 2.35: Ejemplo. Fuerzas distribuidas.

1001bf

1501bf
C
s E0e

Figura 2.36: Ejemplo. Fuerzas distribuidas.

se muestra en la Figura 2.36. Podemos sumar todos los momentos y todas
la fuerzas que aparecen en la Figura 2.36 y finalmente nos quedaria una
fuerza resultante total que podemos llamar Fr y un momento resultante
total Cg, tal como se muestra en la Figura 2.37, y este seria el resultante
en el punto A que se mencionaba en la pregunta original.

Fr

Cr
A ) ]

Figura 2.37: Ejemplo. Fuerzas distribuidas.

Pero hay un sistema equivalente aun més simple y para encontrarlo pode-
mos mirar la Figura 2.38, en donde trasladaremos la fuerza resultante Fip
hacia la derecha una distancia en principio desconosida d.

Para encontrar dicha distancia asumimos que el momento puro generado
al trasladar Fr (que en este caso tendrd un sentido opuesto al C'r orig-
inal mostrado en la Figura 2.37) es el mismo en magnitud a Cg, luego
d = Cg/Fgr. O sea llegamos finalmente a algo como lo mostrado en la
Figura 2.39 en donde solo tenemos una fuerza resultante final equivalente
al sistema original de fuerzas mostrado en la Figura 2.33.
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FR AFR
~Cr_ |
A ) !
/T |
/! v Fr

Figura 2.38: Fuerzas distribuidas: Ejemplo

Fr

Figura 2.39: Ejemplo. Fuerzas distribuidas.
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2.3.2. Apoyos y reacciones

En las figuras mostradas en las secciones anteriores pudimos apreciar es-
quemas de vigas en cuyos extremos se incluian algunos simbolos que indicamos
representaban algtin tipo de interaccién con otros cuerpos o con el medio. Hemos
discutido en detalle acerca de la interaccién de varios cuerpos que, por ejemplo,
forman un mecanismo, y que dicha interaccién se puede modelar a traves de
fuerzas y/o de restricciones a los posibles desplazamiento que esas superficies
de interacciéon pueden presentar. En el caso de vigas modelaremos estas inter-
acciones de forma simplificada a traves de ‘apoyos’, que generaran fuerzas de
reaccion puntuales de magnitud apropiada para lograr dichas restricciones a los
desplazamientos.

Pasador: Este tipo de apoyo se representara de la forma como se muestra en
la Figura 2.40, en donde tenemos el extremo de una viga y dos formas
equivalentes para representar este apoyo.

Figura 2.40: Apoyos tipo Pasador.

Se asumird que un apoyo tipo pasador impide el desplazamiento (del punto
en donde este se aplica) tanto en la direccién « como en la direccién y. Por
otra parte no impide movimientos angulares para ese extremo de la viga,
o sea la viga es libre de rotar en cualquier direccién. Por este motivo el
tipo de ‘reaccién’ que este tipo de apoyo generara consistird de una fuerza
puntual ﬁ, que para el caso plano tiene dos componentes R, R, tal como
se muestra en la Figura 2.41

Figura 2.41: Pasador. Fuerzas de reaccion.

Rodillo: Un apoyo tipo rodillo se simbolizara de tres formas equivalentes como
se muestra en la Figura 2.42.

Un apoyo de esta naturaleza colocado en el extremo de una viga se asumira que
impide el movimiento de ese punto en la direccién normal a la superficie

35



Figura 2.42: Apoyos tipo Rodillo.

de apoyo, por tanto se generara una fuerza normal N de reaccién en dicho
punto, tal como se muestra en la Figura 2.43

N

Figura 2.43: Rodillo. Fuerza de reaccion.

El apoyo mostrado en la Figura 2.42 en realidad generaria un efecto sim-
ilar a lo que se muestra en la Figura 2.44. En dicha figura se tiene un

__ Se desplaza sin roce

C ) )
5

\

.
~. Ranura

Figura 2.44: Rodillo. Equivalencia al efecto de una ranura.

pasador conectado a una viga (que no se muestra en la figura) que puede
desplazarse a traves de una ranura sin roce. La ranura impide el movimien-
to del pasador y por tanto de ese punto de la viga en la direccién normal a
la direccién tangente de la ranura, y si no hay roce el tnico tipo de fuerza
de reaccién que se genera es normal a la direccion de esta ranura.

Empotramiento: Una viga con un extremo empotrado se mostrara de forma
simbodlica como se indica en el lado izquierdo de la Figura 2.45. El empo-
tramiento se asumira que impide todo tipo de movimiento en ese punto o
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/7
A

No permite desplazamiento
en x,y y no permite
rotacién

Figura 2.45: Apoyos tipo empotramiento.

extremo de la viga, es decir no se puede mover ni en la direccién x, y (y
eventualmente z), ni tampoco puede girar libremente en dicho punto.

En el lado derecho de la Figura 2.45 tendriamos los tipos de fuerzas y
momentos de reaccion que este apoyo generaria sobre la viga en ese punto.
Tenemos una fuerza puntual R con dos componentes (en el caso plano)
R, y Ry, mas un momento puro de reacciéon que denotamos M, para el
caso plano.

Rotula 3D: Este es un apoyo que aparece en problemas tridimensionales, cuyo
esquema se muestra en el lado izquierdo de la Figura 2.46. En esa figura

Figura 2.46: Apoyos tipo rotula 3D.

podemos ver una barra unida (pegada) a una esfera, la cual estd parcial-
mente inserta en una cavidad de forma esférica (el soporte dibujado en
color café). Un apoyo de este tipo no permitiria ningin tipo de desplaza-
miento pero por otra parte permitiria cualquier tipo de rotacién, como lo
muestran las flechas verdes. El tipo de reacciones que este apoyo generaria
si no hay roce se muestra en el lado derecho de la figura y consistiria en
una fuerza puntual con tres componentes (3D) R, R,, R..

Dos barras conectadas por un pasador: Un caso adicional, que en reali-
dad es una extensién del apoyo tipo pasador visto anteriormente, corre-
sponde al problema de dos o méas barras unidas a traves de un pasador.
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Como ejemplo veamos la Figura 2.47, en donde podemos apreciar dos
barras o vigas unidas en un extremo por un pasador.

~ Pasador

Figura 2.47: Pasador conectando dos barras.

La pregunta, desde el punto de vista de las reacciones, es: ;Qué simpli-
ficacion se podria hacer en ese caso? Para ello podemos apreciar la vista
ampliada de la zona de interaccién mostrada en la Figura 2.48, en donde
tenemos diagramas de los extremos de las barras y un diagrama adicional
del pasador.

Figura 2.48: Pasador conectando dos barras. Fuerzas de interaccion.

Si asumimos no hay roce, de la discucién del apoyo tipo pasador, la reac-
cién que el pasador generaria sobre cada barra seria solo una fuerza pun-
tual con dos componentes, por lo tanto en el caso de la barra del lado
izquierdo el efecto del pasador sobre esa barra se manifestaria por medio
de R, y Ry, en tanto que en la barra del lado derecho se manifestaria por
medio de reacciones R y R;. Por accién y reaccién las mismas fuerzas
actuarian sobre el pasador mostrado en el medio, y como estamos en un
caso de equilibrio estatico tenemos pare este pasador que se debe cumplir

> F,=0 = R,=R, y > F,=0 = R,=R], (223

0 sea en este caso el pasador simplemente ‘transmitiria’ la fuerza de una
barra a la otra'?.

10En el caso de tres barras unidas en un punto por un pasador, si ademds hay una fuerza
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externa actuando en dicho punto, entonces esta conclusién no es valida, y necesitamos hacer
diagramas de cuerpo libre de cada una de las barras y el pasador, pudiendo hacer la simplifi-
cacién adicional que la fuerza externa se estaria aplicando solo en el pasador.
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2.3.3. Ecuaciones de equilibrio

En la Seccién 2.2.1 (y tambien en la Seccién 2.3) hemos mencionado las ecua-
ciones de equilibrio. Hemos indicado en extenso que en este texto en su mayor
parte nos preocuparemos solo de problemas estaticos, es decir como supuesto
consideraremos que cualquier efecto que pueda tener la velocidad o aceleracion
en el comportamiento de un sélido no se tomara en cuenta. Ahora bien, en la
seccién anterior hemos definidos algunos tipos de ‘apoyos’ que no son otra cosa
que modelos de interaccién entre cuerpos que pueden componer un mecanismo.
Dichos apoyos generan restricciones al desplazamiento y de manera indirecta
generan ‘fuerzas de reaccién’. Deberia ser claro, al menos de manera intuitiva,
que en el comportamiento mecénico de un cuerpo no solo serian importantes las
fuerzas o momentos externo sino también estas fuerzas de reacciéon o interac-
cién. En esta seccién (la dltima de este capitulo de estética) veremos métodos
simplificados para calcular dichas reacciones.

Primero que todo veamos un esquema general a estudiar del tipo de problema
como se muestra en la Figura 2.49. Se tiene aqui un cuerpo con un cierto numero

—

Fy

!

Figura 2.49: Equaciones de equilibrio.

de fuerzas y momentos puros actuando sobre él, junto con un punto de referencia
O. En un problema general de este tipo las fuerzas y momentos puros deben
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satisfacer las ecuaciones de equilibrio'!

> Fi =0, (2.24)
YoMj=0 « Y mxFi+Y» Cj=0 (2.25)
J i J

Estas ecuaciones son bien conocidas en fisica y nada nuevo se ha mostra-
do. Considerando ambas en problemas tridimensionales tenemos 6 ecuaciones
escalares. Lo que nos interesa ahora es ver como resolverlas de forma rapida y
practica, para ello veamos el siguiente listado de casos especiales:

Fuerzas coplanares (caso plano): En un problema de este tipo se asumird que
todas las fuerzas (tanto externas como de interaccién) pertenecen a un
plano (por ejemplo el plano = — y), y que todos los momentos puros solo
tienen componente en z, tal como se muestra en la Figura 2.50. Tenemos

—

Iy

Figura 2.50: Equaciones de equilibrio. Caso plano.

entonces que las fuerzas son de la forma F=F,i+ F,j y que los momen-

tos puros son como C' = C.k, luego de (2.24), (2.25) solo tenemos tres
ecuaciones que satisfacer

Y F. =0, (2.26)
> F, =0, (2.27)
> M. =o0. (2.28)
Fuerzas coplanares: En este caso como ejemplo podemos asumir que todas

las fuerzas aplicadas en un cuerpo tienen la direccién del eje z, tal como
se muestra en la Figura 2.51. Las fuerzas externas entonces tiene la forma

1 La ecuacién (2.25) en realidad es equivalente a tomar todas las fuerzas sobre el cuerpo y
moverlas a un punto comun para sumarlas en dicho punto. El proceso de mover estas fuerzas
generan los momentos mostrados en el primer término de la segunda equacién en (2.25).
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Figura 2.51: Equaciones de equilibrio. Fuerzas paralelas.

F= F.k y los momentos puros (que no aparecen dibujados en la Figura

2.51) tendrian la forma C = C,i+ Cyj, luego en un problema de esta
naturaleza de (2.24), (2.25) tenemos que resolver solo tres ecuaciones

Y F. =0, (2.29)
> M, =0, (2.30)
> M, =o. (2.31)

Fuerzas concurrentes: Si en un cuerpo todas las fuerzas (o sus lineas de
accién) pasan por un solo punto tal como se muestra en la Figura 2.52, y
si no se aplica ningin momento puro externo, entonces de (2.24), (2.25)

solo debemos resolver B
Z F, =0, (2.32)

es decir aqui no es necesario verificar el equilibrio al momento.

Figura 2.52: Equaciones de equilibrio. Fuerzas concurrentes.

Cuerpo bajo la accién de una sola fuerza: En la Figura 2.53 se muestra
un cuerpo bajo la accién de una sola fuerza. Esquemas de esta forma se
han usado y mostrado en secciones anteriores, sin embargo en estética
desde el punto de vista riguroso no estamos considerando aceleracién, y
por tanto es necesario que » F, = 6, y cuando hay solo una fuerza aplicada
sobre un cuerpo, esto de manera inmediata implica que F = 0, 0 sea en
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F

Figura 2.53: Equaciones de equilibrio. Cuerpo bajo la accién de una sola fuerza.

estatica no es posible tener solo una fuerza aplicada sobre un cuerpo para
que este esté en equilibrio.

Cuerpo bajo la accién de solo dos fuerzas: Este es un caso muy impor-
tante, el resultado mostrado aqui se aplica en la mayor parte de los ejem-
plos y ejercicios mostrados en la Seccion 2.4. Considérese la Figura 2.54
en donde tenemos un cuerpo bajo la accién de dos fuerzas. Estas fuerzas

Figura 2.54: Equaciones de equilibrio. Cuerpo bajo la accién de dos fuerzas.

pueden ser fuerzas externas o fuerzas externas de reaccién o interaccién
con otros cuerpos. Tenemos pues una fuerza Fy aplicada en un punto A
y una fuerza ﬁB aplicada en un punto B. Asumiremos que los puntos A,
B son diferentes, pues en otro caso estariamos en la situacién de fuerzas
concurrentes visto en un punto anterior.

En este caso especial las ecuaciones (2.24) deben también ser satisfechas,
luego (2.24) implica que

Fa + Fg =0,
de modo que, por ejemplo, ﬁA =_F 5. O sea las fuerzas deben ser iguales
pero opuestas en sentido.

Por otra parte de (2.25) tenemos que Y Mj = 0, que en este caso en donde
hay solo fuerzas y no hay momento puro externo aplicado, de (2.25) es
equivalente (si se calcula por ejemplo respecto al punto A) a

—

fap x Fp =0,

43



pues respecto a A la fuerza F4 no hace momento. Ahora bien, la ecuacion
anterior nos dice finalmente que para que haya equilibrio al momento 1a
fuerza FB deberia ser paralela a pap, y como teniamos que FA = —FB
esto finalmente implica que:

Para que un cuerpo con solo dos fuerzas aplicadas sobre €l esté en equilib-
rio las fuerzas deben ser de igual magnitud, direccion y sentido opuesto, y
su direccion debe ser la misma direccion del vector que une los puntos de
aplicacion.

Tenemos dos casos posibles entonces, tal como se muestra en al Figura
2.55.

F F

Figura 2.55: Cuerpo bajo la accién de dos fuerzas. Dos situaciones posibles.

Cuerpo bajo la accién de solo tres fuerzas: FEn esta problema tenemos
dos dub-casos que detallaremos a continuacién.

= Cuerpo bajo la accién de tres fuerzas y dos de ellas concurrentes.
En la Figura 2.56 tenemos una esquema de un cuerpo bajo la ac-
cién de tres fuerzas ﬁA, ﬁB y ﬁc. Asumimos, por ejemplo, que ﬁA
y F 5 (sus lineas de accién) se intersectan en un punto comin que
llamaremos O.

Fe

Figura 2.56: Equaciones de equilibrio. Cuerpo bajo la accién de tres fuerzas.

Como ﬁA y ﬁB (sus lineas de accién) coinciden en un punto, podemos
trasladar estas fuerzas a dicho punto, y esto es posible pues al mover-
las & lo largo de sus lineas de accion el efecto de cada una de estas
fuerzas en cuerpo rigidos es el mismo. Finalmente en O sumamos es-
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tas dos fuerzas de modo que tenemos una situacién como la mostrada
en la Figura 2.57.

Figura 2.57: Cuerpo bajo la accién de tres fuerzas. Dos fuerzas concurrentes.

Como ahora en la Figura 2.57 tenemos solo dos fuerzas actuando so-
bre el cuerpo, Fy+FgenO y Fc en C, podemos aplicar el principio
visto en el punto anterior para un cuerpo con dos fuerzas, de donde
concluimos que ﬁc debe necesariamente tener la direccién del vector
que va desde C' a O, en consecuencia Fe (su linea de accién) también
pasaria por el punto O y tenemos que :

Cuando un cuerpo esté sometido solo a tres fuerzas, con dos de el-
las (sus lineas de accion) concurrentes a un punto, la tercera fuerza
también (su linea de accidn) intersectar dicho punto.

Es decir en un caso como este tenemos algo como lo que se muestra
en la Figura 2.58.

Figura 2.58: Cuerpo bajo la accién de tres fuerzas. Caso més general.

= Cuerpo bajo la accion de tres fuerzas y dos de ellas paralelas.
En este caso nuevamente tenemos un cuerpo sobre el que actian
tres fuerzas ﬁA, Fg y ﬁc en los puntos A, B, C, respectivamente.
Asumimos ahora, por ejemplo, que ﬁA y ﬁB son paralelas, tal como
se muestra en la Figura 2.59.
Bajo al accion de estas tres fuerzas el cuerpo debe estar en equilibrio,
o sea (2.24) y (2.25) deben ser satisfechas. En el caso particular de
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Figura 2.59: Cuerpo bajo la accién de tres fuerzas. Dos fuerzas paralelas.

(2.25) esto implicaria que

Y F.=0, Y F,=0.

Ahora bien, la ecuacién (2.24) debe ser védlida para cualquier sistema
de coordenadas, no solo para el sistema x — y mostrado en la Figu-
ra 2.59, luego en lugar de resolver (2.24) con ese sistema podemos
escoger un sistema de coordenadas alternativo z’ — 3’ tal como se
muestra en la Figura 2.60. En dicha figura escogemos ahora la direc-

< . 3

Figura 2.60: Dos fuerzas paralelas. Sistema alternativo de ejes coordenados.

cién del eje ¢y’ de forma que sea paralelo a las fuerzas F Ay Fz. En este
sistema alternativo de coordenadas las fuerzas F 4y F 's solo tendrian
componente en ¢’ en tanto que Fc tendria tanto una componente en
2’ como en iy, o sea Fo = Fe, 1 + Fe,, i, luego en particular de
(2.24) para este sistema de coordenadas tenemos que

Y Fpu=0 & Fo,=0,
0 sea ﬁc solo deberia tener componente en y’, luego tenemos que:

Si un cuerpo estd sometido solo a tres fuerzas y dos de ellas son
paralelas, la tercera fuerza también es paralela.
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2.4. Ejemplos y ejercicios para estatica de es-
tructuras

En esta seccién se resolveran algunos problemas en donde estemos interesa-
dos en determinar fuerzas de reaccion o interaccién, algunos ejercicios aparecen
al final de la seccién.

1. Para la viga doblada mostrada en la Figura 2.61 determine las fuerzas de

reaccién en los apoyos A, B. La viga estd siendo sometida a una fuerza
uniforme w = 50N/m.

e
|

Figura 2.61: Ejemplo de cdlculo de reacciones.

Datos: L = 4m, a = 2m, b = 1,5m.

Solucién: Si se hace un diagrama de cuerpo libre de la viga, es decir si se
dibuja solo la viga reemplazando los apoyos por las fuerzas de reaccién
que estos generarian, tenemos un esquema como el mostrado en la Figura
2.62. El apoyo tipo pasador en A se reemplaza por una fuerza puntual

’
/

L

/)Y

Fp
0

Figura 2.62: Ejemplo de cdlculo de reacciones.
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con dos componentes R, R, en tanto que el apoyo tipo rodillo en B se
reemplazaria por una fuerza normal, en este caso a la superficie en donde
este rodillo se ubica, esta fuerza la denotamos como F By su direccion 6
es conocida donde 6 = arctan(2/1,5).

En la Figura 2.62 la fuerza uniforme por unidad de linea @ ha sido reem-
plazada por una puntual equivalente F' y de (2.19); ||F||= 50 % 2,5N justo
en la mitad de la zona de aplicacién de .

Tenemos pues tres incdgnitas para este problema, en A nos interesa cono-
cer R;, R, y en C queremos conocer la magnitud de F 5 (puesto que
su direccién es ya conocida). Si observamos bien este es un problema de
fuerzas coplanares por tanto usaremos

Y F=0, Y F,=0, > M.=0 (2.33)

para encontrar estas incognitas. Podemos ver tenemos tres incégnitas y
tres ecuaciones. Un problema de este tipo es llamado un problema estética-
mente determinado.

Para resolver este sistema de ecuaciones de la Figura 2.62 podemos ver
que

Fp = Fpcosti+ Fpsinfj, F = —Fcosbi— Fsinj, (2.34)
de modo que (2.33)1, (2.33)2 queda como
R, + Fpcos@ —Fcos® =0, R,+ Fpsinf — Fsinf = 0. (2.35)

Respecto a (2.33)s, haremos el balance de momento respecto al punto A,
de la Figura 2.62 es facil ver que

par =51—0,75] pap = 6i— 1,5].
Y (2.33)3 queda como
PAF Xﬁ+ﬁAB x Fp =0,

que usando las expresiones anteriores para pap y pap, después de algunas
manipulaciones, nos queda como

k(=5Fsinf — 0,75F cos6) + k(6Fp sinf + 1,5Fp cos ) = 0.

Como esta ecuacién vectorial solo tiene una componente (en z lo que
estd correcto para problemas de fuerzas coplanares), esta ecuacién es
equivalente finalmente a

—F(5s8in6 + 0,75 cosf) + Fp(6sinf + 1,5 cosf) = 0. (2.36)
En (2.36) conocemos F'y 6 por lo que podemos despejar Fg. Este valor

para Fp se puede reemplazar en el sistema de dos ecuaciones (2.35) para
despejar R, y R, |}
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Figura 2.63: Ejemplo de cdlculo de reacciones.

2. Para la llave mostrada en la Figura 2.63 calcule la fuerza de apriete si se
aplica una fuerza F' = 501Ibf.
Datos: L = 10, a = 1, b = 1/2, ¢ = 1/2 (las dimensiones estdn en pul-
gadas).
Solucién: En la Figura 2.63 indentificamos con un numero las piezas o
partes mas importantes de la llave y a continuacion se dibujan diagramas
de cuerpo libre para cada una de estas partes.
En relacion a barra 2, de la Figura 2.63 podemos notar que esté conectada
por medio de pasadores solo a dos puntos, luego estamos en la situacién
de un cuerpo sometido solo a dos fuerzas (en los pasadores) y por tanto
dichas fuerzas deben ser igual y tener la direccién del vector que une dichos
pasadores como se muestra en la Figura 2.64.

5 0

/

B

Figura 2.64: Ejemplo de calculo de reacciones. Diagrama de cuerpo libre de 2.

La fuerza sobre la barra 2 se asume de magnitud (por el momento de-
sconocida) B, el angulo 6 es conocido e igual a § = arctan[c/(a + b)]. El
sentido de B todavia no se conoce, hemos asumido que esta en ‘traccion’,
pero de los resultados numéricos el signo de B nos dira si ese supuesto es
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correcto o no.

Con el resultado anterior ahora nos preocupamos de la barra 1 como se
muestra en la Figura 2.65. Ya sabemos la direccién de la fuerza B y luego

i

ﬂ

Figura 2.65: Ejemplo de calculo de reacciones. Diagrama de cuerpo libre de 1.

por accién y reacciéon la dibujamos en la barra 1 en el sentido opuesto pero
con la misma direccion 6.

Ademas en la barra 1 tenemos la fuerza externa I’y la fuerza en el pasador
que se conecta con el cuerpo 3. El cuerpo 3 esta sometido a mas de dos
fuerzas, de modo que no sabemos la direccién de dichas reacciones, y
por tanto el efecto del cuerpo 3 sobre la barra 1 en ese pasador se debe
manifestar en general por medio de una fuerza que llamaremos A con dos
componentes A,, A,. No conocemos el sentido de estas reacciones, pero
los calculos con las ecuaciones de equilibrio nos deberian indicar esto.

En el problema mostrado en la Figura 2.65 tenemos tres incégnitas A,, A,
y B, luego este es un problema plano, por tanto tenemos tres ecuaciones de
equilibrio (2.26)-(2.28) para obtenerlas, lo que hacemos ahora. Partimos
con el equilibrio al momento escogiendo el punto A, luego'? 3 AM. =0
es equivalente a

pap X (—Bcos0i — Bsin6]) + 50 * 9k = 0,

donde pap = bl + ¢j. Después de algunas manipulaciones esta ecuacion

nos da - 450 .
bsin® — ccos’ '
De (2.26) tenemos Y F,, = 0 para la barra 1 es equivalente a
A, — Bcosf =0,
de donde tenemos
A, = Bcos0, (2.38)

12De ahora en adelante el subindice en la suma indicara el punto respecto al cual se estd ha-
ciendo el equilibrio al momento agular.

50



como B se conoce de (2.37) ahora tenemos A,. No necesitamos determinar
A, por motivos veremos ahora a continuacion.

Ahora nos concentramos en el cuerpo 3 cuyo diagrama de cuerpo libre se
muestra en la Figura 2.66. Se asume que entre el cuerpo 3 y 4 no hay

Ay
1 A
P
——
4
' od— A,
Sin roce
Ay

Figura 2.66: Ejemplo de cédlculo de reacciones. Diagrama de cuerpo libre de 3.

roce, y debido a que la barra 1 y la barra inferior son simétricas tanto
en forma como en relacion a las fuerzas que se aplican, vemos entonces
que no hay interaccion entre 3 y 4, y por tanto las unicas fuerzas que se
aplican sobre 3 vienen del cuerpo 1 y la fuerza de apriete que llamamos P.
Sobre 3 tenemos A, y A, por accién y reaccién, que por simetria actian
en el pasador superior e inferior de la misma forma.

De " F, = 0 aplicada al cuerpo 3 nos da

900 cos 8

P—-2A4, = A
0 = bsinf — ccos b

(2.39)

3. Parala Figura 2.67 determine la fuerza en E que se produce como funcién
de P, no hay roce en todo el sistema y tampoco se considera el peso de
las distintas componentes.

Datos:a=4,b=7,¢c=3,d=2,e= 2% y f =5, las dimensiones estan
en pulgadas.

Solucién: Una forma simple de resolver el problema es partiendo con el
diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1, que se muestra en la Figura 2.68.
En ese figura podemos ver la fuerza externa P, y las fuerzas de interaccién
en By C. En C el cuerpo 1 estd interactuando con la barra 2, pero la
barra dos solo estd bajo el efecto de dos fuerzas en los pasadores C'y D,
de modo que estas fuerzas en C'y D son iguales y sus direcciones siguen
la linea que va de C' a D, luego la fuerza en C' proveniente de la barra 2
actuando sobre el cuerpo 1 tiene una direccién conocida, pero su magnitud
debe todavia calcularse.

En la Figura 2.68 tenemos la direccion de la fuerza C' con angulo 0 =
arctan(d/e) = 51,34°. El cuerpo 3 estd sometido a fuerzas en tres puntos,
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Figura 2.67: Ejemplo de calculo de reacciones.

Linea de accién de fuerza en C'
Figura 2.68: Ejemplo de célculo de reacciones. Diagrama cuerpo libre 1.

en A, By E,y por ese motivo la fuerza que se transmite a traves del
pasador en B tiene en general dos componentes que no se conocen.

Este nuevamente es un problema plano, luego tenemos solo tres ecuaciones
de equilibrio para determinar B,, B, y C en la Figura 2.68, y por con-
veniencia partimos con (2.28), de modo que si ppc = (f —€)i — (¢ — d)j
tenemos

ZMZ =0 < —Pbl%—l—C(—cosHi—i—sinﬁj) X ppe =0,
B

de donde podemos obtener C' en funcién de P. Queda como ejercicio re-
solver la ecuacién anterior.

Conociendo C' ahora podemos obtener B, y B, de resolver (2.26), (2.27),
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de donde tenemos

B, =Ccost, By,=P—Csin6.

Conociendo ahora B, y B, ahora hacemos un diagrama de cuerpo libre de
3 tal como se muestra en la Figura 2.69. En el diagrama de cuerpo libre

| —

( b
h

Ay

Figura 2.69: Ejemplo de célculo de reacciones. Diagrama cuerpo libre 3.

de 3 tenemos la fuerza E (que es la que se quiere calcular), las fuerzas en
B que ya se conocen, y las componentes de la fuerza en el pasador A, que
denotamos como A, y A,.

Para obtener E podemos simplemente usar (2.28) haciendo equilibrio de
momento respecto al punto A, en cuyo caso tenemos

> M.=0 <« B.c=Ea,
A

luego E = B,c/a y hemos resuelto el problema.

4. Para el mecanismo mostrado en la Figura 2.70 dibuje los diagramas de
cuerpo libre de cada una de las partes del sistema. Desprecie el peso y
sustituya la carga distribuida por su resultante.

5. En el elevador de automoviles de la Figura 2.71 los vehiculos suben a la
plataforma y después se alzan las ruedas traseras. Si la carga debido a estas
es de 6kN, encuentre la fuerza en el cilindro hidraulico AB. Desprecie el
peso de la plataforma. El miembro BC'D es una palanca acodada a 90°
articulada en C' a la rampa.

6. El bastidor de la Figura 2.72 se usa para soportar cables de alta tensién
(en C, F' e I tenemos un peso W por los cables). {Qué valor tiene la fuerza
axial en el elemento H.J?

Datos: b = 1m, a = 30°, W = 1000Kgf.
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Figura 2.70: Ejemplo de célculo de reacciones.

Parte trasera auto

‘ 800mm m 300mm
|

7777

C
0) @Y{ / //\()/\5 150mm
(© I o S
B

‘\6 0° 400mm
5

/j////

No hay roce

Figura 2.71: Rampa para auto.

7. Para el mecanismo mostrado en la Figura 2.73 determine las fuerzas sobre
el elemento ABC'. Solo considére la fuerza externa w, y no el peso de las
barras. El elemento DCG se conecta por medio de un pasador a una ranura
en G (no hay roce). Las dimensiones estdn en metros y w, = 5kIN/m.
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Figura 2.73: Mecanismo.

8. En la Figura 2.74 se tiene un mecanismo para elevar carga. La fuerza
soportada es de W =10kN. Asumiendo que las distintas barras y com-
ponentes de este montacarga tienen un peso despreciable, determine las
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reacciones sobre el elemento CDE.

Figura 2.74: Mecanismo para elevar carga.

9. En la Figura 2.75 tenemos dos placas A, B, las cuales estdn conectadas
por medio de un pasador en G. La placa A pesa 10kN y la placa B pesa
4kN.

Figura 2.75: Dos placas unidas por un pasador.

Determine las reacciones en E, D, Gy C. Las dimensiones estan en metros
y F1 = 20kN, F5, = 10kN.
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10.

En la Figura 2.76 se muestra una parte de una maquina llamada ‘desto-
conadora’ (usada para cortar partes de troncos pegados al suelo). Su peso
es de 3000N y el centro de gravedad estd ubicado en G. En la posicién
presentada el miembro C'E estd horizontal y los dientes de la sierra cir-
cular estdn a ras de suelo. Si la magnitud de la fuerza F' ejercida por el
disco de la sierra sobre el tronco es de 500N, determine la fuerza P sobre
el cilindro hidréulico y la magnitud de la fuerza que soporta el pasador C.
Todas las dimensiones estan en milimetros. En la parte inferior derecha se
presenta un detalle de la forma como actua la fuerza F' sobre el tronco.

600

Maquina

N Cilindro
~ hidraulic

2ty

?B

450 1000 200 | 600 1000

Figura 2.76: Maquina destoconadora.

o7



Capitulo 3

Esfuerzo y deformacién

3.1. Introduccién

Sabemos que las fuerzas no solo pueden generar movimiento en un cuerpo
sino que ademas pueden deformarlo. Este capitulo es el mas importante de este
curso, pues en él entregraremos los conceptos y supuestos bdsicos para modelar
el fenémeno de deformacién.

Si pensamos de forma detenida respecto de como podriamos modelar la
deformacion causada por fuerzas externas, quizas en un primer intento traba-
jarfamos con algin cuerpo de geometria simple, como por ejemplo una viga
empotrada en un extremo y con una fuerza externa en el otro; luego podriamos,
por ejemplo, estudiar la deflexién (el desplazamiento vertical de la viga) como
funcion de la fuerza externa, y a partir de dichas observaciones experimentales
proponer algun tipo de ley o relacién entre ambas cantidades. Este fue el esque-
ma seguido por mucho tiempo antes de los trabajos de Euler y de Cauchy.

Es claro que el método anterior solo serviria para problemas especificos, y
nada nos podria decir para casos generales con cuerpos de geometrias arbitrarias
y fuerzas generales aplicados sobre ellos. La teoria mostrada aqui es el producto
de muchas investigaciones, respaldadas por diversos resultados experimentales,
sin embargo como toda teoria siempre es posible extenderla o eventualmente
reemplazarla por algo més general y ‘mejor’.

Este capitulo estd basado en cuatro conceptos fundamentales:

= Las fuerzas externas.

Las fuerzas internas (esfuerzos).

Las deformaciones.

Los desplazamientos.

» Las ecuaciones constitutivas.
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Los desplazamientos son las cantidades que realmente se pueden medir de forma
directa en un experimento, basta establecer una referencia y a partir es esta se
puede determinar facilmente los desplazamientos que sufren los puntos de un
cuerpo bajo la accién de una fuerza externa. En general en sélidos solo podemos
ver los desplazamientos en la superficie, en el interior solo a través de la teoria
podemos determinar de forma indirecta dichos desplazamientos.

Un cuerpo puede rotar como cuerpo rigido o solo desplazarse sin cambio en
su ‘forma’. En ambos casos podemos ver que la fuerza solo cambiaria la posicion
del cuerpo completo y/o solo lo rotaria. No nos interesaremos por ese tipo de
problemas, en su lugar nos preocupara cuando un cuerpo bajo la acciéon de
fuerzas externas sufre un cambio en su forma, en otras palabras cuando puntos
en el mismo cuerpo sufren un cambio relativo de posicion. Este cambio relativo
nos servira para introducir el concepto de deformacién, que no es otra cosa que
una medida de cuanto se distorsiona o cambia la forma de un cuerpo bajo la
acciéon de fuerzas externas.

Se vera que las fuerzas externas no se relacionan de forma directa con las
deformaciones. Es necesario primero definir algo que conoceremos como fuerzas
internas (esfuerzos), los cuales se generan por la accién de las fuerzas externas,
pero que estan ahora relacionados de forma directa a la deformacién en el interior
de un cuerpo. El concepto de fuerza en realidad no se puede definir, solo podemos
a partir de él proponer otras definiciones y teorias, pero las fuerzas propiamente
tal no se pueden definir!.

Todos los conceptos anteriores son generales, en el sentido que se pueden
aplicar a cualquier tipo de material (en nuestro caso un sélido). Sin embargo
es bien sabido que cuerpos de la misma forma inicial pero hechos de materiales
distintos se comportan (deforman) de forma diferente. Esta diferencia la intro-
duciremos por medio de las ‘ecuaciones constitutivas’, que seran relaciones entre
los esfuerzos (fuerzas internas) y las deformaciones.

3.2. Fuerzas internas en vigas

Consideremos un cuerpo sometido a fuerzas externas y con algunos apoyos
aplicados en su superficie tal como se muestra en la Figura 3.1. Este cuerpo
estd en equilibrio, es decir incluyendo las fuerzas de interaccion por los apoyos

tenemos que
S A0 =0
i J

Imaginemos que el cuerpo sufre un corte como el que se muestra en la Figura
3.2, de modo que ahora tenemos dos cuerpos. Es necesario indicar ahora que este
corte es un corte imaginario, es decir no es un corte real el que se esta haciendo,

1En fisica no existen realmente definiciones de lo que son las fuerzas, solo de los efectos
que estas generan. Ya hemos visto en el capitulo anterior que las fuerzas se usaban para, de
forma simplificada, estudiar la interacciéon de un cuerpo con su entorno o con otros cuerpos
en un mecanismo. En mecédnica racional se dice que las fuerzas son un concepto ‘primitivo’.
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solo se estd asumiendo que sucederia si de manera repentina el cuerpo fuese
separado en dos partes.

F,

F,

Figura 3.2: Cuerpo con corte imaginario y distribucion de fuerzas internas en la
zona de corte.

Ahora establecemos un principio que es la base de todos los capitulos pos-
teriores:

Si un cuerpo como el mostrado en la Figura 3.1 estd sometido a fuerzas ex-
ternas y estda en equilibrio, cualquier parte de él que se extraiga por medio de
un corte imaginario deberd también estar en equilibrio, es decir para cada parte
por separado ), F; = 6, Zj Mj =0 también deben ser satisfechas.

Este es un principio, es decir no lo probaremos sino que simplemente lo asumire-
mos como cierto y a partir de esto (que se podria considerar como axioma)
desarrollaremos nuestra teoria.

Si el principio es vélido, luego es posible ver que si tomamos la parte del
cuerpo en el lado derecho después del corte (Figura 3.2), solo con el efecto de
las fuerzas externas que quedan sobre él (y de los soportes) no es posible en
general que el cuerpo esté en equilibrio. Hace falta algo mas, y esto extra se
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asumird es una distribucién de fuerzas ‘internas’ que aparecen en la superficie
de corte tal como se muestra en la misma Figura 3.2. En la superficie de corte
opuesta podemos ver la misma distribucién de fuerza interna pero con sentido
opuesto, de modo tal que si estos dos cuerpos se unen nuevamente, tenemos que
estas fuerzas se cancelan y recobrariamos el problema original mostrado en la
Figura 3.1. Es natural pedir que las fuerzas internas sean igual pero opuestas
en las superficies de corte imaginario opuestas, pues es una forma de que el
‘principio’ de accién y reaccion se cumpla.

Lo que nos interesaria ahora es determinar este tipo de distribuciones de
fuerzas internas, pues son ellas las que asociaremos no solo a la deformacion
sino que como veremos méas adelante a la ‘falla’ que pueda sufrir un cuerpo bajo
las fuerzas externas.

Partiremos con un tipo de problema sencillo y un modelo aproximado para
dichas fuerzas. Considérese la Figura 3.3 en donde tenemos una viga, que asumire-
mos es larga en relacion a cualquier dimension en su seccién. La viga esta someti-
da a fuerzas externas y esta sobre dos apoyos, que podemos asumir de rodillo
y de pasador. Imaginemos que se hace un corte imaginario tal como lo muestra

Fj F,

\ Seccién /
| : |
/ P ‘ BRNRN

Figura 3.3: Viga bajo la accion de fuerzas externas.

la linea punteada en la misma figura. Asumiremos para simplificar el problema
que este corte imaginario es recto y vertical.

En la Figura 3.4 tenemos la parte de la viga que quedaria en el lado izquierdo
después de realizar el corte imaginario. El modelo aproximado que asumiremos
para las fuerzas internas consistird en dos fuerzas puntuales H (horizontal) y
V vertical (o de corte) mas un momento puro interno que denotaremos simple-
mente como M.

Figura 3.4: Modelo para fuerzas internas en vigas.

En general H, V' y M dependeran de la posicion en la que se hace el corte, y
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en los ejemplos que se muestran a continuacion veremos como determinar estas
cantidades.

1. Para la viga de la Figura 3.5 que esta sometida solo a una fuerza puntual
P determine H, V y M y grafique en funcién de la posicién a la que se
hace el corte.

i P

Y =

L/2

Figura 3.5: Ejemplo de calculo para fuerzas internas en vigas.

En la Figura 3.6 tenemos un diagrama de cuerpo libre de la viga completa
en donde el efecto de los apoyos (queda como ejercicio) se manifiesta como
fuerzas puntuales de magnitud P/2.

Y

P/2

Figura 3.6: Ejemplo de célculo para fuerzas internas en vigas. Cortes necesarios
para calcular dichas fuerzas.

Vamos a escoger dos ‘zonas’ en las que se realizara el corte imaginario
como se muestra con lineas segmentadas en la misma figura. La distancia
a la que se realizard este corte sera x.

En el primer caso asumiremos que 0 < z < L/2 tal como se muestra en la
Figura 3.7, como el corte imaginario se hace en ese intervalo, al dibujar el
diagrama de cuerpo libre de este trozo de viga, solo incluimos la fuerza en
al apoyo derecho P/2 y las cargas internas que aparecen alli dibujadas.
Siguiendo el principio, si la viga completa estaba en equilibrio, también
el trozo mostrado en la Figura 3.7 debe estar en equilibrio, de modo que
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Figura 3.7: Ejemplo de calculo para fuerzas internas en vigas. Primer corte.

para esa figura tenemos

> F,=0 = H=0 Y F,=0 = V:—g (3.1)

P
> M.=0 = M=, (3.2)
o
en donde en esta tltima ecuacion el balance de momento se realiza respecto

al punto O (como lo indica el subindice en la suma) que se muestra en el
lado derecho de la Figura 3.7.

Ahora procedemos a estudiar el caso en el que el corte se realiza L/2 <
x < L. Es necesario hacer notar que el corte se realiza en un punto en ese
intervalo, pero la viga se considera o dibuja desde el origen en el extremo
izquierdo. En la Figura 3.8 tenemos una representacion de la parte de la
viga que queda si se hace un corte imaginario entre L/2 y L, podemos
ver que ahora es necesario agregar al diagrama de cuerpo libre no solo la
fuerza P/2 en el extremo izquierdo sino ademés la fuerza externa original
P aplicada en L/2, junto con las cargas internas.

| gs- 1
M
%

L/2

Figura 3.8: Ejemplo de cédlculo para fuerzas internas en vigas. Segundo corte.

La parte de la viga mostrada en la Figura 3.8 debe también estar en
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equilibrio si el principio es cierto, de modo que
> F,=0 = H=0, (3.3)

P P
> F,=0 < SV -P=0=V="=:, (3.4)

ZMZ:O = M—i—P(w—%)z?w:M:g(L—x). (3.5)
o

En la Figura 3.9 tenemos representaciones esquematicas de V' como fun-
cién de la distancia de corte  usando (3.1)2 y (3.4), y de M como funcién
de z de (3.2) y (3.5). Podemos observar en particular que M(x — 0) =0

4 M

P2 PL |

L/2 L L/2 L

fP/Qil

Figura 3.9: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Grafico de V'y M.

y que M(x — L) = 0, lo que es correcto, pues en esos extremos tenemos
soportes tipo pasador y tipo rodillo, los cuales no impiden el giro de la
viga en esos extremos, por tanto no generan momento de reaccién, luego
el momento interno en esos puntos debe ser cero.

. Para la viga mostrada en la Figura 3.10 determine y grafique las distribu-
ciones de cargas internas. La viga esta sosteniendo a un peso P en su
extremo derecho.

En la Figura 3.11 tenemos un diagrama de cuerpo libre de la viga completa.
En el punto A solo tendriamos una fuerza vertical, pues como no hay fuerza
externa horizontal, entonces no se genera una reaccién en esa direccién en
ese soporte. Vamos a asumir que A es positiva hacia abajo tal como se
muestra en esa figura. En el punto B se genera una reaccién vertical y
asumimos que es positiva hacia arriba.

La viga completa debe estar en equilibrio por lo que

> F,=0 & -A+B=P
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Figura 3.10: Ejemplo de fuerzas internas en vigas.

y 's p

Figura 3.11: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Diagrama de cuerpo libre de
la viga completa.

> M.=0 <« BL=P(L+I),
A

de donde tenemos que

Pl P(L+1)
A=—, B=—""—7. 3.6
Por la forma como estan siendo aplicadas las fuerzas externas vamos a
considerar dos zonas para los cortes imaginarios, primero con cortes hecho

para 0 < x < L y después para L < x < L+ 1.

En la Figura 3.12 tenemos un esquema de la porcién de viga que queda
(desde el extremo izquierdo) si el corte se hace 0 < x < L. En ese caso
las tnicas fuerzas que aparecen son A y las cargas internas. Como no hay
fuerza externa horizontal no dibujamos H en este esquema.

Nuevamente asumimos que esta porciéon de viga debe estar en equilibrio,
de modo que tenemos

> F,=0 = V=4 > M.=0 = M=-Ar. (37
@]

En la Figura 3.13 tenemos ahora la parte que queda en la izquierda de la
viga si se hace el corte entre L < x < L+ 1. En este caso debemos dibujar
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Figura 3.12: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Primer corte.

Vv
| OﬁSM
¢A TBgc—L

Figura 3.13: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Segundo corte.

no solo las fuerzas A y las cargas internas V', M sino ademds la fuerza B.
Asumiendo ahora que esta parte de la viga que queda después del corte
debe también estar en equilibrio tenemos

> F,=0 = V=A-B, > M.=0 = M=-Az+B(z—L).
[0

(3.8)

Usando (3.6) en (3.7) y (3.8) tenemos las funciones V' y M cuyos graficos
se muestran en la Figura 3.14. En la figura del lado derecho en donde

vV M
Pl
L
L L+1
! T
—P|

Figura 3.14: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Diagramas para V' y M.

tenemos M (x) podemos ver que M no es igual a cero en x = L aunque
tenemos ahi un soporte tipo rodillo. Esto es debido a que en ese punto no
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estamos al final de la viga, es decir si bien no hay reaccién del rodillo tipo
momento, si tenemos material a los lados derecho e izquierdo de modo que
el momento puede ser distinto de cero y se balancearia por ambos lados.
En la misma figura podemos ver que M = 0 en x = L+1, lo que es correcto
pues si bien en ese extremo tenemos un cable atado que transmite el peso
P, no hay nada que genere (en el caso ideal) momento puro en se punto.
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3. La viga mostrada en la Figura 3.15 esta sometida a una fuerza uniforme
w, en su zona central. Determine las distribuciones de fuerzas internas.

| W
N L/2 &

Figura 3.15: Ejemplo de fuerzas internas en vigas.

En la Figura 3.16 tenemos un diagrama de cuerpo libre de toda la viga, en
los extremos izquierdos y derecho de la viga tenemos solo fuerzas puntuales
verticales que llamamos A y B, no hay fuerza horizontal en el soporte
del extremo izquierdo puesto que no hay fuerza horizontal externa sobre
la viga. En este diagrama la fuerza w, se reemplaza por su equivalente

i wea = P

| |
al L/2 B

Figura 3.16: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Diagrama de cuerpo libre de
la viga completa y fuerza equivalente.

puntual w,a = P.
La viga completa debe estar en equilibrio de modo que
Y F,=0 = A+B=uwa, Y M.=0 =B="2 (39
= 2

de modo que A = “5%

Para hacer los célculos de V' (x) y M (z) debemos considerar la Figura 3.15
no la Figura 3.16. Esto es debido a que los cortes imaginarios afectan la
forma de la fuerza equivalente puntuales, de modo que hacer los cortes

imaginarios desde la Figuras 3.15 y 3.16 no es en general equivalente.

De la Figura 3.15 vemos que es necesario considerar tres zonas de corte,
desde el extremo izquierdo x entre 0 < z < 3(L —a), 4(L —a) < z <

2
H(L+a)yi(L+a)<z<L.
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En la Figura 3.17 tenemos un esquema de la viga si el corte imaginario se
haceen 0 < z < %(L — a). Debido a la forma del corte en el diagrama de

Figura 3.17: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Primer corte.

cuerpo libre solo aparecen la fuerza A y las cargas internas V(z) y M (z).
Este trozo de viga debe estar en equilibrio de modo que

P

P
> F=0 = V=-3, d>M.=0 = M==-. (310)
[0

Si el corte imaginario se hace en la zona (L —a) < x < $(L+a), tenemos
un diagrama de cuerpo libre como se muestra en la Figura 3.18. Podemos

(L —a)

N[ =

P/2

Figura 3.18: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Segundo corte.

comprobar que en este caso la fuerza uniforme w, esta siendo aplicada en
una zona de longitud z— 1 (L —a). Aparte de esta fuerza uniforme tenemos

actuando a la fuerza A y a las cargas internas V(z) y M (z).

A partir de los mostrado en la Figura 3.18 ahora podemos reemplazar a la
fuerza uniforme w, por una puntual equivalente. La puntual equivalente
tendrfa magnitud wo [z — 3(L —a)] y deberfa colocarse en la posicién
% [x — %(L — a)] desde el punto O hacia la izquierda, tal como se muestra
en la Figura 3.19.

Ahora podemos imponer la condicién de que ese trozo de viga mostrado
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P/2

Figura 3.19: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Segundo corte y fuerza equiv-

alente.

en la Figura 3.19 esté en equilibrio (con A = P/2) de modo que

ZFy:O = V —g—i-wo[:c—%(L—a)},

P{-de e da-a),
Px

_ Pz P {x— (L—a)r.

ZMZ:O = M= T—wo[:v—%(L—a)]%[w—%(L—a)},
1
2

(3.12)

Finalmente si se hace el corte en la zona %(L +a) < z < L tenemos un
diagrama de cuerpo libre como el mostrado en la Figura 3.20, en donde
en particular podemos apreciar el hecho que ahora si reemplazamos desde
el inicio la fuerza distribuida w, por una puntual P. Esto es debido a que

Figura 3.20: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Tercer corte.

ahora w, esta siendo aplicada en toda la zona a.

El trozo de viga debe estar en equilibrio de modo que
P P

F,=0 = V=P——=—
Z Y 2 27
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Pz L\ P
ZO:MZ:O = M_T—P<x—§)_§(L—x). (3.14)

De (3.10)4, (3.11) y (3.13) vemos que el comportamiento de V'(x) es con-
stante en el primer tramo, es lineal en el segundo y constante en el ter-

cero. Es facil probar también que es una funcién continua en z = Lga y
x = L también es cero en 2 = £. En la Figura 3.21 (lazo izquierdo)

tenemos un grafico aproximado del comportamiento de esta funcién. En

v M

P/2

—P/2

Figura 3.21: Ejemplo de fuerzas internas en vigas. Diagramas para V' y M.

la misma Figura (lado derecho) tenemos el comportamiento de M (x). De
(3.10)2, (3.12) y (3.14) vemos que M (x) es una funcién lineal en el primer

tramo, es cuadratica en el segundo y lineal nuevamente en el tercer tramo,

siendo también continua en x = L;“ yx = L;r“ (estando su méximo

ademds en z = £).

Una tltima observacion para este problema, podemos ver que si a — 0
el producto aw, permanece constante e igual a P, luego en este caso el
problema mostrado en la Figura 3.15 se transforma en el mostrado en la
Figura 3.5, en tanto que los resultados mostrados en la Figura 3.21 se
transformarian en los mostrados en la Figura 3.9.

4. En la Figura 3.22 tenemos una viga sometida a dos fuerzas iguales pero
opuestas de magnitud P ubicadas a una distancia a una de otra. Determine
V(z) y M(x) para este problema.

5. En la Figura 3.23 tenemos una viga sometida a varias fuerzas. Una fuerza
distribuida constante de magnitud w, = 30N/m, una fuerza distribuida
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Figura 3.22: Ejemplo de fuerzas internas en vigas.

lineal en el extremo izquierdo y una puntual F' = 10N. Calcule V(z) y

Figura 3.23: Ejemplo de fuerzas internas en vigas.

Otros datos: a = 4m, b = 6m, ¢ = 4m y Aw, =10N/m.

. Para la viga mostrada en la Figura 3.24 determine las posiciones y los

valores méximos de V(z) y M (z).

Datos: F = 10T, a = Tm, b = 4m, ¢ = 4m w, =1T/m. Las fuerzas estdn
en toneladas-fuerza T.
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Figura 3.24: Ejemplo de fuerzas internas en vigas.
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3.2.1. Fuerzas internas en vigas para vigas sometidas a
cargas distribuidas

En el problema mostrado en la Figure 3.15 habiamos considerado un ejemplo
de problema en donde tenfamos una carga uniforme actuado en una parte de
una viga. Ahora veremos un método méas general para obtener las distribuciones
de cargas internas V(z) y M(z), para problemas en los que tenemos fuerzas
distribuidas, para ello consideremos la viga mostrada en la Figura 3.25 en donde
tenemos algtin tipo de fuerza distribuida w(z) actuando sobre ella 2.

T T e

I 7 —

Figura 3.25: Viga sometida a una carga distribuida.

De la viga extraemos un trozo diferencial de largo dx, el cual es mostrado de
forma ampliada en la Figura 3.26. El trozo diferencial se ha extraido mediante

w(z)

1]
MG 0 \M + M gy

_/

V+ Yz

x

oW

| dz

Figura 3.26: Elemento de longitud diferencial de una viga sometida a una carga
distribuida.

dos cortes imaginarios a los lados derecho e izquierdo, de modo que debemos
dibujar cargas internas a ambos lados del diferencial. En el lado derecho se
dibuja la fuerza de corte y el momento interno con los sentidos usuales, en tanto
por medio del uso del ‘principio’ de accién y reaccién para la viga (ver la Figura
3.27) en el corte del lado izquierdo debemos dibujarlas en el sentido contrario.

Para la Figura 3.26 tenemos el trozo diferencial bajo la accién de w(z), en
el corte del lado izquierdo tenemos V' y M, en tanto en el lado derecho por

2Nuevamente hacemos énfasis en que para hacer el clculo de las cargas internas no se debe
reemplazar las fuerzas distribuidas por las puntuales equivalentes. El reemplazo solo se puede
hacer para facilitar el cdlculo de las reacciones en los soportes.
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D"

Figura 3.27: Accién y reaccion en las cargas internas para una viga.

<

medio de una aproximacién con series de Taylor® (al primer término) tenemos
actuando V + ‘é—‘;dx y M+ %dx.

Es razonable asumir que si tanto la viga completa como partes que se ex-
traigan de ellas estan en equilibrio, entonces también lo deberia estar el trozo
diferencial de la Figura 3.26, luego se debe cumplir?

ZFy:() = (V—i—%dx) -V —w(z)dz =0,

de donde es facil obtener
dav

dz

Por otra parte también debe cumplirse °

w(zx). (3.15)

aM d
S M.=0 = M+ (M+ d—dx) + Vdz +w(:c)dx§ —0,
X
O

de donde si se desprecian términos de orden dz? se llega a

dM
= —V(x). (3.16)

Las ecuaciones diferenciales (3.15), (3.16) nos permiten obtener V(x) y M (x)
conociendo w(z). Para una solucién completa del problema son necesarias condi-
ciones de borde, las cuales se deben discutir para cada problema en particular.

En la Figura 3.28 tenemos un ejemplo en el que haremos uso de (3.15) y
(3.16). Parala viga completade }_ Fy, = 0y 3. M. = 0 se obtiene A = B = %<&,

3En diversas secciones de este texto se hara uso de aproximaciones con series de Taylor
para obtener expresiones aproximadas para las diversas variables en un problema. Por ejemplo
en la Figura 3.26 si en el lado izquierdo el valor de V' es V(z), es decir evaluado en z, en el
lado derecho tendriamos que V deberia calcularse como V (x + dz), pero

dv
V(z+dz) =V(z)+ d—dm + ...
x

luego se obtiene la siguiente aproximacién V(z + dz) ~ V(z) + %dx.

4La fuerza distribuida w actuando en el trozo diferencial causarfa una fuerza total de
w(z)dz, resultado aproximado que es vélido si el trozo es muy corto.

5El momento causado por la distribucién w en el trozo de viga respecto al punto O en la
Figura 3.26 se puede aproximar como w(m)dm%”, puesto que la fuerza total se aproximé como
w(z)dz y se puede asumir también como aproximacién, que esta fuerza total es aplicada en
el centro del trozo diferencial, a una distancia d{ del punto O.
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Figura 3.28: Ejemplo de calculo de cargas internas en el caso de vigas sometidas
a fuerzas distribuidas.

Con w(z) = w, de (3.15) integrando se obtiene V(x) = w,z + ¢, donde ¢, es
una constante. Con la ayuda de la Figura 3.27 es posible ver que V(z — 0) =
—A, luego de esta condicién podemos obtener ¢,, de donde se tiene

V@ﬂ_ub<x—§). (3.17)

Con la expresién anterior para V(z) resolviendo (3.16) se llega a M (z) =

woz?

2
ayuda la Figura 3.27 podemos ver que debido a que en la izquierda tenemos un
soporte tipo pasador, se cumple que M (z — 0) = 0, puesto que en un soporte
de este tipo no hay restriccion al ‘giro’, es decir no hay momento de reaccién.
Usando esta condicién podemos obtener ¢; = 0, con lo que

- w"TL”” + cl), donde ¢ es otra constante. Nuevamente usando como

WoT

M(z) = 5

(L - ). (3.18)

Es facil probar que M (x — L) = 0, lo que estd correcto puesto que en el extremo
derecho de la viga hay un soporte tipo rodillo, el cual tampoco genera esfuerzo
de reaccion, o sea ahi el momento debe ser igual a cero, tal como lo indica la
evaluacién de la expresion (3.18).

En la Figura 3.29 tenemos gréficos para V(z) y M (z) de (3.17) y (3.18).
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Figura 3.29: Ejemplo de cédlculo de cargas internas en el caso de vigas sometidas
a fuerzas distribuidas. Graficos para V' 'y M.
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3.2.2. Ejemplos y ejercicios
Ejemplos

1. En la Figura 3.30 tenemos un sistema con tres barras unidas por pasadores
en B, C, D,y que estan sometidas a una fuerza P en C. En los puntos A
y B tenemos soportes tipo pasador y rodillo, respectivamente. Determine
la distribucién para V(z) y M(z) en la barra AB.

Datos: L = 3m, BC = = 1m, 6 = 45°, a = 60°, P = 1000N.

© o)
= =
| L |

Figura 3.30: Ejemplo de calculo de cargas internas.

Antes de iniciar el calculo con los cortes imaginarios, es necesario deter-
minar las fuerzas de reaccién e intereaccién entre las barras. Para ello
hacemos diagramas de cuerpo libre de todas las barras y del pasador en
C, tal como se muestra en la Figura 3.31.

F
C}DC » \CB
:FCB

Fpc
D
Fpg” \FCB
Fpc Fop
0 o
A, : /< yd -
L4, B,

Figura 3.31: Ejemplo de calculo de cargas internas. Diagramas de cuerpo libre.

Se asume que P actia directamente en el pasador en C. Las barras CD y
BC estarian sometidas solo a fuerzas en D, C'y B, C, respectivamente, de
modo que estamos en precencia de cuerpos sometidos solo a dos fuerzas
iguales pero opuestas en la direccién de las lineas que unen los puntos
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CD y BC, respectivamente. Estas fuerzas se denotan como Fpc y Feop,
respectivamente.

El pasador en C recibe la fuerza P y también las fuerzas de reaccién Fpc
y Fes.

Finalmente la barra AB estd sometida a las fuerzas Fpc y Fop, y a las
reacciones en A y B.

Haciendo equilibrio de fuerzas en el pasador C' tenemos

ZFz:() = P —Fgpcosa— Fpecosf =0,
> F,=0 = Fopsina— Fposing =0.

sin @
sin «

De la segunda ecuacién tenemos que Fop = Fpe
la primera ecuacién se llega a

de modo que usando

Fpc =896,570N  Fop = 732,05N. (3.19)

Haciendo ahora equilibrio en la barra AB se tiene

> F,=0 = A,=Fpccosh+ Fopcosa=—P =—1000N,
> F,=0 = A,+B,=—Fpcsinf+ Fopsina =0,

> M.=0 = 3B,=3sinaFcp—1,633975sin0Fpc,
A

de donde tenemos

A, = —1000N A, = —288 6745N. (3.20)

Con (3.19) y (3.20) ahora podemos proceder a realizar los cortes imagi-
narios en AB, para ellos vemos el esquema de esta barra mostrado en la
Figura 3.31, de donde vemos que necesitamos estudiar dos zonas para los
cortes, zona AD, zona DB.

Si el corte se hace en la zona AD, donde 0 < x < 1,633975m se tiene un
diagrama de cuerpo libre como el mostrado en la Figura 3.32. Luego

A, M

Ay
| x |

Figura 3.32: Ejemplo de cdlculo de cargas internas. Primer tramo.
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> F,=0 = H=-A,=1000N, (3.21)
Y F,=0 = V=-A,=2886745N, (3.22)
> M.=0 = M=Au=28867452Nm. (3.23)
Q

En el segundo tramo DB donde 1,633975 < x < 3 tenemos un diagrama
como el mostrado en la Figura 3.33. Se tiene luego

Figura 3.33: Ejemplo de célculo de cargas internas. Segundo tramo.

> F.=0 = H=-Fpccos— A, =366,02573N = Fp cos 3, (3.24)
Y F,=0 = V=-A,—Fpcsinf =2—3752997N, (3.25)
= M=Ayx+ Fpccosb(z —a), (3.26)

ZMz:()
Q

con a = 1,633975m.
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Ejercicios

1. Determine las expresiones para V(z) y M(z) para la viga de la Figura

T
rt

Figura 3.34: Viga.

2. Para la viga mostrada en la Figura 3.35 calcular las cargas internas y
expresarlas en términos de s que es la distancia a lo largo de toda la viga.

\
;

Figura 3.35: Viga bajo el efecto de fuerza uniforme.

Datos: w, = 1000N/m, a = 1m, b = 3m, ¢ = 2m, 6 = 30°.

3. En la Figura 3.36 tenemos dos vigas AB y C'D las cuales tienen un peso de
700kgf v 600kgf, respectivamente. Determine y dibuje los diagramas para
las cargas internas en la viga C'D. Se tiene que W = 1000kgf. La masa de
las vigas esta uniformemente distribuida. Las longitudes estan en metros.
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Figura 3.36: Vigas.
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3.3. Esfuerzos

El concepto de fuerzas o cargas internas ahora lo generalizaremos al caso
de cuerpos tridimensionales no solo para vigas como en la secciéon anterior. En
este contexto aparece el concepto del ‘esfuerzos’, que han sido mencionados
en ocasiones anteriores. Considérese el esquema mostrado en la Figura 3.37
en donde tenemos un cuerpo de alguna forma arbitraria sometido a ciertas
fuerzas externas y atravesado por un plano que nos servira para hacer un corte
imaginario.

wF2

Figura 3.37: Cuerpo bajo cargas externas y con un plano de corte imaginario.

Cualquier parte que se obtenga del cuerpo a partir de ese corte imaginario
debe estar también en equilibrio si el cuerpo original lo estaba, luego si consid-
eramos la parte izquierda del cuerpo que queda después del corte, tendriamos
algo como lo mostrado en la Figura 3.38. En la superficie de corte mostrada en

Fy

Figura 3.38: Cuerpo con un corte imaginario.

dicha figura se debe generar algin tipo de distribucién de fuerzas internas, de
modo tal que esta porcion de cuerpo pueda estar en equilibrio. Esta distribucion
se puede asumir en un caso general como una densidad de fuerza por unidad de
area &. A este vector lo llamaremos el vector de esfuerzos, y en algunas ocasiones
también se denota como f o t, en este texto usaremos esta tltima notacién en
algunas secciones. Las unidades de ¢ en el sistema internacional es el Pascal
(Pa), o sea N/m?.

En la Figura 3.38 podemos notar que & en general es variable (su magnitud
y direccién) a lo largo y ancho de la superficie de corte.

83



Ahora en las secciones siguientes vamos clasificar al vector esfuerzos en dos
tipos, dependiendo de la forma que este actie respecto a la superficie de corte
imaginario.

3.3.1. Esfuerzos axial y de corte

Un tipo de vector esfuerzo muy importante es el que se produce, por ejemplo,
en un cilindro o barra sometida a una fuerza axial, tal como se muestra en la
Figura 3.39. En dicha figura tenemos en este caso un cilindro de area transversal

il
( : 0~

Figura 3.39: Barra bajo carga axial.

A sometido a una fuerza axial F'. Un plano de corte imaginario se muestra en
la misma figura, y en particular asumimos que dicho plano es perpendicular a
la direcciéon axial que define el cilindro.

En la Figura 3.40 tenemos la porciéon izquierda del cilindro que queda después
de hacer el corte imaginario. En este esquema vemos esta parte del cilindro bajo
F A =~ O

-

Figura 3.40: Barra bajo carga axial con corte imaginario.

el efecto de F' (en el lado izquierdo) y de una distribucién & en la superficie de
corte.

Asumamos ahora que & es aproximadamente uniforme en la seccién y que
ademads su direccién en todas partes es axial, luego en vez de hablar de & solo
necesitamos hablar de su magnitud o.

Como la porcion de cilindro mostrada en la Figura 3.40 debe estar en equi-
librio, la suma de fuerzas en el sentido axial debe ser cero, y como o es una
distribucién uniforme de fuerzas por unidad de drea se tiene que

F = Ao
de donde tenemos que
F
=—. 3.27
o= (327)

A este tipo de vector esfuerzo, que tiene una direccién normal a la super-
ficie de corte imaginario, se le denomina esfuerzo azial, y tenemos la siguiente
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clasificacion

Si o>0 sedice que se estd en traccion,
Si o <0 sedice que se estd en compresion.

Veamos ahora otro tipo de vector de esfuerzo, para ello consideremos la
Figura 3.41 en donde tenemos un esquema de tres placas planas pegadas con
areas de contacto A. Cada placa tiene un numero, 1, 2 y 3. Imaginemos que

Pegados

Figura 3.41: Tres placas pegadas bajo fuerzas externas.

separamos la placa 2 de las otras.

El sistema original estaba en equilibrio, como podemos apreciar del balance
de fuerzas en el sentido horizontal, luego al extraer la placa 2, esta tambien
debe estar en equilibrio, y para ello en las superficies de corte imaginario (las
superficies de contacto con 1 y 3) asumimos se genera una distribucién de vector
esfuerzo, tal como se muestra en la Figura 3.42. De manera adicional vamos a

Figura 3.42: Una de las placas bajo cargas de corte.

asumir que dicha distribucién de vector esfuerzo es horizontal y uniforme (en
su magnitud y direccién) en la superficie de corte imaginario.

De la Figura 3.42 podemos ver que para que la placa 2 esté en equilibrio
la distribucién de esfuerzo debe ser tangencial a la superficie de corte. A este
tipo de vector de esfuerzo lo denotamos como 7 y lo denominaremos esfuerzo
de corte.
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Del equilibrio de fuerzas en el sentido horizontal de la Figura 3.42 tenemos
que

2P = 2Ar,
de modo que
_r (3.28)
T=7 .

Podemos ver de (3.27) y (3.28) que si bien las expresiones para o y 7 son
muy similares, la naturaleza de estos esfuerzos es bastante distinta, por la forma
como estos actiian tal como se muestra en las Figuras 3.40 y 3.42.

3.3.2. Principio de Saint Venant

Para la distribucion de esfuerzos mostrada en la Figura 3.40 asumimos que o
era aproximadamente uniforme en la superficie de corte imaginario del cilindro.
Vamos ahora a intentar estudiar ese supuesto particular en mas detalle, y para
ello considerémos una placa plana sometida a fuerzas puntuales en sus extremos
de magnitud F' como se muestra en la Figura 3.43.

Figura 3.43: Placa bajo traccién y tres zonas de corte imaginario.

Imaginemos ahora que proponemos tres superficies de corte imaginario A— A,
B—By C—C como se muestran en la misma Figura 3.43, y que dichas superficies
de corte se asumen a una distancia cada vez mayor del extremo izquierdo de la
placa.

La placa original esta en equilibrio, de modo que cualquier parte de ella que
se extraiga con alguno de los cortes imaginarios mencionados anteriormente,
debe también estar en equilibrio, y si consideramos la porciéon que queda en el
lado izquierdo, tenemos tres posibilidades como se muestra en la Figura 3.44.

Si el corte A — A se hace muy cerca del borde de la placa, es razonable
asumir que en dicho caso la distribuciéon de ¢ no va a ser uniforme, sino mas
bien probablemente se concentrara en la zona central, de modo de ser capaz de
contrarrestar el efecto local de la fuerza puntual F.

Sin embargo para un corte més lejano de F', como es el corte B — B, prob-
ablemente la distribucién para o sea més menos uniforme. Finalmente, en una
superficie ‘suficientemente’ alejada de F' como es la superficie de corte C' — C,
es razonable asumir que o es practicamente uniforme en la manera como actia
en dicha superficie.
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Figura 3.44: Placa bajo traccién y tres zonas de corte imaginario.

El principio que permite realizar los supuestos anteriores es llamado ‘el prin-
cipio de Saint-Venant’, y la base de este (que no estudiarémos en detalle aqui)
es que en el interior de un cuerpo sometido, por ejemplo, a una fuerza puntual
F, ‘lejos’ de la zona de aplicacién de la fuerza, el cuerpo sentiria lo mismo si se
aplicara una fuerza equivalente uniforme.

3.3.3. Esfuerzos caso general

En (3.27) y (3.28) hemos clasificado los esfuerzos en dos tipos, basandonos
en problemas sencillos; ahora retomarémos el tema desde un punto de vista mas
general, y para ellos nuevamente consideramos un cuerpo en equilibrio sometido
a un cierto nimero de fuerzas externas, tal como se muestra en la Figura 3.45.

F
‘0

Figura 3.45: Cuerpo bajo cargas externas y con un plano (y — z) de corte imag-
inario.

Considerémos un corte imaginario en el plano y — z, tal como se muestra en
la Figura 3.46. Aqui tenemos nuevamente una distribucién de vector esfuerzo,
que ahora denotamos como f.

Tomemos un diferencial de drea (en el plano y — z) y estudiemos la forma
del vector esfuerzos para ese pequeno diferencial. Para ello observemos la Figura
3.47 en donde tenemos una vista ampliada de este diferencial. Como la superficie
del diferencial es muy pequena, solo basta estudiar ¢ en un punto del mismo.
Para el sistema de coordenadas de la figura podemos ver que t va a tener tres
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Diferencial de area

Figura 3.46: Cuerpo bajo cargas externas y con un plano (y — z) de corte imag-
inario. Distribucién de fuerzas internas en la superficie de corte.

Yy
t

‘ Trx
[ i}

Figura 3.47: Fuerzas internas para un diferencial de area en un corte imaginario.

componentes (que aparecen dibujadas all{) que denotamos como:

Tz Componente de ¢ en la direccion z,
Tzy :  Componente de t en la direccién y,
T+» :  Componente de t en la direccion z.

Podemos ver que en un caso general ¢ tendria una componente de esfuerzo
normal y dos de esfuerzo de corte, luego

f= Tual + Tay] + Twzl%.

Para la Figura 3.45 podemos alternativamente hacer cortes en los planos
x—z e y—z, los cuales pueden pasar por el mismo punto en donde hemos hecho
el andlisis anterior, luego en vez de una superficie diferencial a través de estos
tres cortes podriamos extraer un cubo diferencial, tal como se muestra en la
Figura 3.48.

En este cubo, debido a los cortes imaginarios, en cada una de sus caras
tenemos un vector de esfuerzos ¢, que nuevamente para cada cara va a tener
tres componentes, una normal y dos en corte, tal como se muestra en la misma
Figura 3.48.
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Figura 3.48: Cubo diferencial con las componentes del tensor de esfuerzos.

El cubo diferencial mostrado en la Figura 3.48 es una representacion de algo
que conoceremos que el estado de esfuerzos en un punto. Este cubo es una
representaciéon aproximada de lo que sucede en una porcién de material muy
pequena alrededor de un punto cualquiera en el interior del cuerpo.

Vamos a definir el ‘tensor de esfuerzos’ T' como la matriz®

Tex Toy Txz
T=| Tya Tyy Ty= | - (3.29)

Tzx Tzy Tzz

El significado de la notacién 7;; es el siguiente: el primer indice ¢ indica el
plano (la normal) en que la componente del vector esfuerzo actia, en tanto que
el segundo indice j indica la direccién de dicha componente, asi, por ejemplo, 7.,
indica la componente que actiia en el plano con normal con eje x en la direccion
del eje z.

Las componentes 7;; son llamadas las componentes normales del esfuerzo, y
en algunas ocasiones T4, Tyy ¥ T2- son denotadas como o, 0, y 0., respectiva-
mente.

Las componentes 7;; con i # j son llamadas las componentes en corte del
tensor de esfuerzos.

6Una vez establecido un sistema de coordenadas, es posible apreciar que las componentes
de T no cambian para superficies de corte imaginario distintas, es decir las componentes de
T serian invariantes frente a los cortes imaginarios.
Esto puede parecer un poco extrafio si se considera que las componentes del tensor esfuerzos
fueron obtenidas a través de un proceso con varios cortes imaginarios; pero debemos recordar
que dichos cortes eran en planos bastante precisos, es decir en el plano ¢ —y, * — z, y — z. Hay
una relacién entre 7' y el vector de esfuerzos para planos con otras orientaciones que veremos
en la seccién siguiente.
Finalmente, el concepto del tensor de esfuerzos es muy importante no solo en mecéanica de
sélidos sino también en mecanica de fluidos. Si bien lo hemos mostrado aqui como una simple
matriz, en realidad desde el punto de vista matemadtico es un objeto méas complejo, cuyas
propiedades no estudiaremos en detalle en estos primeros capitulos. En el Capitulo 13 reestu-
diaremos algunos conceptos desde un punto de vista un poco mas general.
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3.3.4. Esfuerzos caso bidimensional. Ecuaciones de equi-
librio

La Figura 3.48 nos mostraba el tensor de esfuerzos en el caso tridimensional.
En la mayor parte de este texto trabajaremos con el caso plano.

Ahora bien, hemos usado el supuesto que si un cuerpo estd en equilibrio,
cualquier parte que se saque de él debe también estar en equilibrio, y eso debe
ser valido para el cubo diferencial también.

En general las distribuciones de esfuerzos 7;; van a ser inhomogeneas, es de-
cir van a depender de la posicién, o sea 7;; = 74 (2, y, 2), luego para un cuadrado
diferencial (caso plano) como el mostrado en la Figura 3.49 vamos a tener es-
fuerzos distintos para caras opuestas y separadas del cuadrado diferencial.

o,
Tyy + (;y,y dy

oT,

Y Tyx + —8;T dy
—_—1 a - o
Tay + gmy dzx
j Too + G5tde

Try

= v
x v
-
vy
Y
dx

Figura 3.49: Cuadrado diferencial con las componentes del tensor de esfuerzos
en el caso plano.

Asumamos que en la cara vertical del lado izquierdo tenemos 7., y Tuy
evaluados en x, y desde el origen del sistema de coordenadas. En la cara vertical
del lado derecho, por el principio de accién y reaccién tenemos los vectores de
esfuerzo apuntando en el sentido opuesto, y estos vectores se deben evaluar
ahora en = + dz, puesto que nos hemos desplazado en el sentido horizontal en
dz. Usando una aproximacion con series de Taylor en torno al punto x tenemos,
por ejemplo

or,
Toa (2 + Az, y) & oo (@,y) + a” dz,
T ey
y lo mismo ocurre para 7., en donde tenemos
or,
Toy(x +da) = 7y (2, y) + a;y dz.
zy
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Lo mismo sucede con las caras inferior y superior horizontales, de modo que
en un caso general tenemos algo como lo mostrado en la Figura 3.49 y

0Ty

dy

dy.

z,y

dy, 7ye(z,y+dy) = 10 (x, y)+

Haciendo suma de torques” > o M. = 0 respecto al punto central O tenemos

Tmydyg - Tymdw% + (Tmy + gxy d:v) dy; - (Tym + (;Z dy) d:c?y =0,

que es equivalente a

OTay ody  OTye
dr)? 22 _
x (dz) 2 oy

Toydyde — 7y dzdy + (dy)*= =0.

Despreciando los términos (dz)2dy, (dy)?dx frente a dzdy la ecuacién anterior
queda como 7, dydx—T1y,dzdy = 0. Eliminando el factor comin dzdy se obtiene

Ty = Tya, 3.30
y Yy

o sea el tensor de esfuerzos es simétrico.

Haciendo suma de fuerzas en la direccién del eje x (direccién horizontal)
> F, = 0 para el cuadrado diferencial mostrado en la Figura 3.49, recordando
que Ty = Ty Se tiene

87'1 87—mx
—Taady — Toydx + (sz + a—yydy) dz + (TM + B da:> dy =0,

que después de algunas manipulaciones es equivalente a

( OTze . OTxy

8x+8y

) dzdy = 0.
Eliminando el factor comun dzdy se llega a

OTpe  OTay

Ox dy

=0. (3.31)

7Para obtener fuerzas a partir de los esfuerzos en el caso de cuadrados o cubos diferenciales,
debemos multiplicar los esfuerzos por el drea de la cara en donde las componentes estan
actuando. En el caso de la Figura 3.49, por ejemplo, el esfuerzo 7z, en la cara horizontal
del lado izquierdo actia en un drea (vista de lado) que se obtendria con dy multiplicado por
la ‘profundidad’ en la direccién del eje z. Si se asume que la profundidad es unitaria, nos
quedaria simplemente dy * 1 = dy.
En el caso de, por ejemplo, el esfuerzo 7y, en la cara inferior de la misma figura, el drea seria
dz *1 = dx.
Con la fuerza se calcula el torque, que en este caso especial requiere la multiplicacién con la
distancia de cada cara al punto O. Las componentes normales del esfuerzo en este caso no
hacen momento respecto a ese punto.
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Haciendo la suma de fuerzas en la direccién y (direccién vertical) para la
Figura 3.49 se tiene

0T, 0
de donde se obtiene finalmente

Ox dy

Las ecuaciones (3.31), (3.32) son llamadas las ecuaciones de equilibrio. Sigu-
iendo un procedimiento similar para el caso tridimensional se tiene®

OTpz n OTuy n OTss

Ox Ay 9z 0 (3:33)
OTzy  OTyy  OTy

‘ = =0 3.34
Ox + Oy 0z ’ (3:34)
0Ty . 0Ty . OTs2 _ o (3.35)

ox dy 0z

Ahora deduciremos una relacién entre el vector de esfuerzos ¢ y el tensor
de esfuerzos T para el caso bidimensional. Para ellos veamos la Figura 3.50 en
donde tenemos, por ejemplo, una placa sometida a algunas fuerzas externas y
con algunas restricciones el desplazamiento. La placa estd en equilibrio y en
consecuencia un diferencial, como el que se muestra en dicha figura, también
debe estar en equilibrio. Imaginemos ahora que el cuadrado diferencial sufre un

/ Elementos diferencial plano

T\
,,,,,,, R

Figura 3.50: Cuadrado diferencial en una placa con corte imaginario oblicuo.

corte adicional en este caso en el sentido diagonal, con un angulo 6, tal como se
muestra también en la Figura 3.51.

8No trabajarémos en general de forma directa con las ecuaciones de equilibrio, salvo en el
Capitulo 6, sin embargo es necesario hacer notar que estas ecuaciones son unos de los resultados
mas importantes de la mecanica de sdélidos clasica. Esta es la ecuacién que se resuelve, por
ejemplo, por medio de métodos computacionales.
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Try

Figura 3.51: Cuadrado diferencial con corte imaginario oblicuo.

En las caras horizontal y vertical dibujamos las componentes del tensor de
esfuerzos que aparecen alli (caso plano), recordando que 7,y = 7y,. En la cara
diagonal que tiene angulo 6 dibujamos un vector de esfuerzos con una orientacién
y magnitud arbitraria que debemos calcular ahora. En la misma cara como
referencia tenemos el vector normal a dicha superficie que denotamos como 7.

La longitud de las caras horizontal y vertical son dx y dy, respectivamente,
en tanto que la longitud de la cara diagonal es ds. Se tiene que

ds? = da? + dy?, cosf = j—i, sinf = j—z (3.36)

Descomponemos el vector ¢ como & = t,1 + t,j, vy ahora hacemos el balance
de fuerzas en los sentidos x e y, es decir > F, = 0, >_ F, = 0, de donde nos
queda, respectivamente

tyds — Tppdy — Tpydx = 0,
tyds — 7yyda — 7ydy = 0,

y como de (3.36)2 tenemos dz = dscosf, dy = dssinf, nos queda como

tyds — Tppdssind — 7,y dscosd = 0,
t,ds — 7yydscosf — 15,dssinf = 0,

que después de algunas manipulaciones (eliminando el factor comun ds) nos da

te\ [ Tax Tay sin 0
<ty) a (Twy Tyy) <C059) ' 830
—_—— — — ——

7 T it
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Es féacil apreciar de la Figura 3.51 que 7 = sinfi + cos#j, luego la relacién
anterior se puede escribir como

t=1T7, (3.38)

que es la relacién general entre el vector de esfuerzos y el tensor de esfuerzos
no solo para problemas planos, sino también se puede probar para problemas
tridimensionales.
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3.4. Deformacion

Se ha indicado en las secciones anteriores que las fuerzas serian las causas de
las ‘deformaciones’ o cambios en la forma de un cuerpo, sin especificar de manera
mas precisa que entendemos por deformacion. En esta seccion estudiaremos el
concepto de deformacién, y al igual que para el caso del esfuerzo, partiremos
con dos definiciones sencillas antes de explorar una definicién general.

3.4.1. Deformacion axial y de corte

Considerémos la Figura 3.52 en donde tenemos un esquema de una barra
sometida a una carga de tracciéon o. En un problema de esta naturaleza podemos

o o

Figura 3.52: Deformacion axial en una barra.

esperar que el tipo de deformaciéon méas importante estaria relacionado con el
alargamiento que la barra sufrirfa. El largo inicial era L y el alargamiento®
producto de la aplicaciéon de o es AL.

Se define la deformacién longitudinal como

) variacion largo
de formacion = ————
largo total

La pregunta importante en la definicién anterior es si el ‘largo total’ es el largo
inicial, el final o algun largo intermedio. En el caso especial en que AL < L no
importaria que largo total usar, por lo que por simplicidad usamos L, de modo
que si la deformacion longitudinal la denotamos como &, tenemos

_AL

e=— (3.39)

. Que podemos hacer en el caso en que AL no sea pequeno en comparacion
a L? Para estudiar este caso veamos el esquema mostrado en la Figura 3.53 en
donde tenemos la barra bajo la accién de la carga de traccién o, la que ahora
sufre un alargamiento apreciable AL. Debido a esto podemos definir un largo
inicial L;, en general distinto a un largo final Ly, y ademdas podemos definir
algtin largo en un ‘instante’ intermedio .
variacion largo

Usemos nuevamente la definicién de formacion = =5 para el caso
K . . argo total
de un largo itermedio [ en este proceso de alargamiento, en donde la barra se

9En la Figura 3.52 en realidad el alargamiento deberia dibujarse de forma simétrica a
ambos extremos de la barra, pero para simplificar la figura y las definiciones lo colocamos solo
en el lado derecho.
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Figura 3.53: Deformacion axial en una barra caso AL no es pequeno.

alargaria en un diferencial dl, luego el ‘incremento’ en la deformacion de se
podria calcular como

dl
de = —
€=
luego integrando entre el ‘instante’ inicial y final se llega a

€ final — €inicial = 1n(Lj) - hl(Lz)

Si inicialmente la barra no presentaba ninguna deformacién se tiene que €;piciar =
0, y si definimos € = €¢ipa, se llega a

Ly AL
e=1In (L_f> =1In <1+Ti)’ (3.40)

que es la definiciéon correcta para la deformacion longitudinal en un problema
de grandes deformaciones.

De manera similar a lo que se hizo para los esfuerzos'®, ahora estudiamos el
caso de deformaciones de ‘corte’. Para esto veamos el esquema mostrado en la
Figura 3.54, en donde tenemos un bloque pegado al piso, bajo el efecto en su
cara superior de un esfuerzo de corte 7. La forma inicial del bloque esta dibu-
jada con lineas llenas, en tanto que dada la carga externa 7, podriamos asumir
que su forma final aproximada es la que se muestra con lineas segmentadas, es
decir se produciria un cambio de dngulo . Si 7y es pequeno las caras laterales no
sufrirdn una curvatura apreciable, y podemos asumir que quedan aproximada-
mente rectas como aparece en la figura.

El dngulo v (en radianes) es definido como la ‘deformacién en corte’ y de la
Figura 3.54 tenemos

tany = R
luego si v es pequenio entonces v ~ tany de modo que
AL

N —. 41
TR g (3.41)

10De manera intuitiva podemos ver la relacién directa que habria entre los esfuerzos normales
y las deformaciones longitudinales. Un segundo tipo de deformacién se puede asociar a los
esfuerzos de corte.
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Figura 3.54: Deformacion por corte en un bloque pegado al piso.

3.4.2. Deformacion problema bidimensional

Para un caso general bidimensional incorporaremos las dos definiciones de
deformacion dadas anteriormente, para ello veamos el esquema mostrado en la
Figura 3.55, en donde tenemos en el lado izquierdo un cuerpo bajo la accién de
algunas fuerzas externas y también con algunas restricciones al desplazamiento.
En esa figura tenemos un pequeno elemento diferencial de forma rectangular.

S’ R
————— 7
s ) R
! /
dy [Pl
P Q
dx

Figura 3.55: Deformacion y campo de desplazamientos problema bidimensional.

La forma inicial del cuerpo se dibuja con lineas llenas, en tanto una vez que el
cuerpo se deforma se dibuja con lineas segmentadas, y lo mismo ocurre con el
cuadrado diferencial.

En el lado derecho de la Figura 3.55 tenemos un esquema ampliado del
mismo elemento diferencial. Debido a que el elemento se asume muy pequeno y
que se asume ademas que las deformaciones son pequenas, las caras del cuadrado
pueden sufrir acortamiento, alargamiento, cambio de dngulo, pero permanecen
mas menos rectas tal como se muestra en la figura.
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Se define el campo de desplazamiento como el campo vectorial que para cada
punto (z,y) nos indica cuanto se mueve dicho punto al deformarse y moverse
el cuerpo producto de las fuerzas externas. Denotaremos al campo de desplaza-
mientos como w y en un problema bidimensional tenemos

W(z,y) = u(z,y)i+ v(z,y)], (3.42)

en donde vemos que u(x,y) y v(x,y) serian las componentes horizontales y
verticales del desplazamiento.

En la Figura 3.56 mostramos ahora al cuadrado diferencial en su situacion
inicial PQRS y final P'Q’'R’'S’ con deformaciones relativamente grandes para
facilitar la conprencién de las siguientes expresiones. Usando la definicién del
campo de desplazamiento anterior y usando aproximaciones con series de Taylor
al primer término para los desplazamientos para los puntos @ y S tenemos las
aproximaciones mostradas en esta figura.

U+ g—Zdy
ou
Qu 4y,
— = — Oy RI
b2
v ov
v—l—@ydy B—ydy—i—dy p i %dx
Ql
y |
S R
v v+ %dx
dy %dx +dz
P Q
n
dx U+ %dx

Figura 3.56: Significado del tensor de deformacion en el caso infinitesimal plano.

Podemos apreciar que de PQRS a P'Q'R'S’ el cubo podria sufrir cambios
en sus longitudes y también en los dngulos interiores, que originalmente eran de
90° y que ahora podrian ser otros angulos mayores o menores a 90°. Como el
cuadrado diferencial es por definicién muy pequeno, y como asumimos que los
segementos rectos, como por ejemplo, P_Q, P_S, etc. permanecen aproximada-
mente rectos al deformarse el cuadrado, con las aproximaciones y observaciones
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anteriores ahora procedemos a definir algunos ‘tipos’ de deformaciones para este
problema bidimensional. La ‘deformacion longitudinal’ la vamos a definir de nue-
vo simplemente como el cambio del largo de cada lado del cuadrado partido por
su largo inicial, asi que tenemos

Cambio largo PQ

deformacién longitudinal direccién x = — (3.43)
Largo inicial PQ
y como de la Figura 3.56 tenemos que
Largo inicial PQ = duz, (3.44)
— ou 2 v 2
Largo final PQ = dz+ —dz | + | =—dz) , (3.45)
oz oz

luego

o (et Bae) o+ (Bde) —de
deformacion longitudinal direccion x = q ,
x

_ ) (2 oy
a Oz ox ’

ou ou\ > ov\?
e (2 ()

La condicién |Vw| < 1 implica que las deformaciones son pequenas, luego si

ou sz ~ , . u\ 2
o también son pequenos y lo términos ( %)

esto es cierto se tiene que

v
dy

)

y (%)2 se desprecian respecto a 1 + 2% por lo que en (3.46) tenemos que

deformacién longitudinal direccién x ~ /1 + 2?. (3.47)

Pero para (1 + a)™ si a es pequeno respecto a 1, por medio de una serie de
Taylor tenemos la aproximacion (14 a)™ ~ 1+ ma, luego usando este resultado

en (3.47) se llega a /1 + 22—21 ~1+ g—gi, por lo que
ou

deformacién longitudinal direccién x = e,, =~ —. (3.48)

ox

El mismo procedimiento se puede repetir para la cara PS y se llegaria a

Cambio 1 PS 0
deformacioén longitudinal direccién y = e, = Lam 1(.) 'ar'g;)ﬁ ~ 8—v (3.49)
argo inicia Y

La deformacién en corte se asocia a cambios en el angulo que sufriria, por
ejemplo, un bloque por efecto de la aplicacién de un esfuerzo de corte en su
cara superior. Vamos a usar esa misma definicién aqui, respecto al dangulo que

99



usaremos la pregunta a partir de la Figura 3.56 es: ;Cual angulo deberiamos
usar, ¢1, ¢2 u otro diferente que se pueda definir? Trabajaremos con el promedio
de modo que definimos

1
deformacion en corte = §(¢1 + ¢2). (3.50)

Como se ha asumido que las deformaciones son pequenas, entonces ¢; y ¢o
(medidos en radianes) también son pequenos y la siguiente aproximacién es
valida

¢1 ~ tan(¢1), ¢2 ~ tan(gz),

luego
1
deformacion en corte ~ §[tan(¢1) + tan(¢p2)]. (3.51)
Pero de la Figura 3.56 tenemos que
v ov
=4 _ &

tan ¢ = = ,
91 dx + %dx 1+ %

pero como g—g < 1 se llega a

0
tan(er) ~ 8—2, (3.52)

y de manera similar se puede demostrar que

0
tan(¢s) ~ 8—;‘, (3.53)

por lo que usando (3.52) y (3.53) en (3.51) tenemos que
1 /0 0
deformacioén en corte = g, ~ B <a—:; + a—Z) . (3.54)
En resumen
ou v 1 /0v Ou

T — S = = xy — = | =— =l 3.55
: oz’ W dy A <6:C + 8y) (3:55)

Se puede definir el tensor (simétrico) de deformacién (2D) £ como

e= (E“ Soy ) : (3.56)

Exy Eyy

3.5. Relacion esfuerzos-deformaciones. Compor-
tamiento mecanico del material

Todos los conceptos vistos en las secciones anteriores son aplicables a cualquier
tipo de material sélido siempre y cuando las deformaciones (y desplazamientos)
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sean pequenias(os). No ha habido distincién entre el comportamiento de, por
ejemplo, un cuerpo hecho de acero o cobre. Sin embargo, se sabe de obser-
vaciones experimentales que dos cuerpos de la misma forma inicial, bajo las
mismas cargas externas y restricciones a los desplazamientos, pero hechos de
dos materiales distintos, se van a comportar de una forma diferente. Este hecho
fundamental lo incorporaremos a nuestros modelos en esta seccién.

3.5.1. Moddulo de elasticidad y coeficiente de Poisson. En-
sayo uniaxial
Partamos con un problema simple como el que se muestra en el esquema de

la Figura 3.57, en donde tenemos un cilindro sometido a una fuerza axial F,
que sufrird, debido a esta fuerza, una deformacion longitudinal. El largo inicial

Figura 3.57: Esquema de ensayo uniaxial de traccién.

es L, y el cambio en dicho largo se mide con el esquema de instrumento en el
lado derecho de la barra.

El didmetro inicial del cilindro se asume que es D, y se sabe que muchos
materiales al ser deformados intentan mantener su volumen, de modo que si L
crece D probablemente disminuya. Podemos tener por tanto también un instru-
mento (como se muestra esquemdticamente en el lado izquierdo del cilindro)
que mida el cambio en el didmetro.

Sea A el area de la seccién transversal, por el principio de Saint Venant lejos
del punto de apliacién de F' tenemos

F
=—. 3.57
o= (357)
Si el cambio de largo del cilindro AL es pequeno
AL
= — 3.58
e==2, (359)



con L como largo inicial.

Respecto a (3.57) la pregunta es: ;Cual didmetro deberiamos usar para cal-
cular A, el inicial o el final? Si el volumen intenta preservarse entonces si L
se tiene que D \, luego el drea inicial A;,; sera en general mayor que el area
final o ‘real’” A,cq;, de modo que tendriamos dos definiciones alternativas para
el esfuerzo de (3.57).

Se define el esfuerzo ‘real’ o,cq v el esfuerzo de ingenieria o;,, como

F F
Oreal = A—; Oing = A—a (359)

real ing

donde A,.cq = Dfinat y Aing = % Si las deformaciones son pequenas, no
hay mucha diferencia entre estas dos definiciones, y como es mas facil trabajar
con el area inicial; en geneal se usa el esfuerzo de ingenieria.

En la Figura 3.58 tenemos un esquema de un grafico experimental tipico que
se obtendria a partir del experimento del esquema mostrado en la Figura 3.57,
para, por ejemplo, un material dictil tal como una cero con bajo contenido de
carbono.

Las caracteristicas de la curva las detallamos en la siguiente lista:

= El grafico se hace con el esfuerzo de ingenieria o;,4 para o.

= En general de distinguen dos zonas de comportamiento, elastico y plastico.
En la zona de comportamiento eldstico cualquier deformacién ‘no es per-
manente’ en el sentido de que si se retiran las fuerzas externas, el cuerpo
recobra su forma iniciall'.

= En la zona de comportamiento elastico la relacién entre los esfuerzos y
las deformaciones es aproximadamente lineal para muchos materiales. La
pendiente de la recta en esta zona se llama ‘mddulo de elasticidad’ y se
denota como E. En esta zona tenemos la ley de Hooke

o= Fe. (3.60)
Este pendiente dependera del tipo de material.

= El limite entre la zona de comportamiento eldstico y la zona de compor-
tamiento plastico ocurre a un nivel especifico de esfuerzo llamado esfuerzos
de fluencia (yielding), que es distinto para cada material. Lo denotarémos
como o, y en ocasiones también como o,.

= Si se pasa el limite elastico, como lo muestra, por ejemplo, la punta de
flecha azul, y se retira la carga externa, nos devolvemos por la linea pun-
teada, en donde la pendiente es aproximadamente similar a F. En esta
zona (la linea punteada) tenemos comportamiento eldstico. El limite de

11 Esta no es la definicién mds precisa de un material elastico. Una definicién més general es
la que indica que un material elastico es aquel que ‘no disipa energia de forma interna cuando
se deforma’.
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Limite de Rotura

fluencia

Oy !

Pendiente F

Deformacién pléstica permanente

Plastico

‘ Elastico

Figura 3.58: Esquema mostrando un resultado tipico para un ensayo unixial de
traccion.

fluencia aumenta (endurecimiento por deformacién), y si o = 0 tenemos
e # 0, es decir hay deformacién residual (deformacién pléstica residual o
permanente).

= Si se aumenta mucho el nivel de esfuerzo el material eventualmente se
rompe.

A continuacién algunas observaciones adicionales respecto al gréfico mostra-
do en la Figura 3.58. Para la zona de comportamiento plastico, si solo hay
fuerzas crecientes, es decir fuerzas cuya mangitud aumenta en el tiempo, hay
varios modelos simplificados para el comportamiento. En la Figura 3.59 tenemos
algunos ejemplos de modelos para el comportamiento en la zona plastica (que
en general es nolineal):

= El modelo mas simple es conocido como el ‘mddulo tangente’, en donde
en el punto o, se toma una linea tangente a la curva de la zona pléstica,
y si la pendiente de dicha linea es F,, se tiene entonces o = o, + Epep,
donde ¢, serfa la parte pléstica de la deformacién total.
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Moédulo tangente

Potencia
o \
Limite de
fluencia \ Curva original
Poli-linea
oy |
‘ Eléstico Plastico

Figura 3.59: Esquema de ensayo unixial de traccién. Comportamiento plastico.

= Un modelo mas preciso y usado con frecuencia en modelacién numérica
de deformacién pléstica es el de la ‘poli-linea’, en donde la curva esfuerzo-
deformacion se divide en un ntimero finito de lineas, en donde en cada una
de ellas tenemos una pendiente conocida. Asi el comportamiento para cada
tramo seria simplemente la pendiente multiplicada por la deformacién
pléstica del tramo mas el esfuerzo al inicio del tramo.

= El modelo més preciso es conocido como el de la ‘potencia’, en donde la
curva se aproxima como cg,, en donde ¢, n son constantes. En este caso
— n
0 =0y t+cgy.

No todos lo materiales muestran un comportamiento lineal en la zona elasti-
ca, un ejemplo comtun corresponde al caucho. Para un cilindro de caucho someti-
do a un esfuerzo axial, la curva esfuerzo-deformaciéon normalmente es de la forma
como se muestra en la Figura 3.60. En un rango amplio el caucho se comporta
de forma aproximadamente elastica, sin embargo no hay, en general, una zona
en donde el esfuerzo se pueda obtener como una constante por la deformacion.
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Figura 3.60: Esquema de ensayo unixial de tracciéon para material no-lineal
elastico.

Es necesario hacer notar eso si que el caucho puede presentar grandes deforma-
ciones del order del 200 % o mayor.

Hay muchos materiales que al ser deformados mantienen de forma aprox-
imada el volumen cuando se deforman. A esta propiedad se le conoce como
‘incompresibilidad’. Ahora bien, si un cilindro es sometido a una deformacion
longitudinal, como se muestra en el esquema de la Figura 3.61, se producird tam-
bién una deformacién lateral inducida por la longitudinal. Si €jongitudinat €s la
deformacion longitudinal y €;4¢erq1 €S la deformacion lateral, uno de los modelos
mas simples que podriamos proponer seria

Elateral = —VElongitudinal (361)

donde v > 0 es una constate conocida como ‘médulo de Poisson’. Su valor usual
fluctta entre 0,2 a 0,3, y en algunos casos puede ser cercano (pero no igual) a
0,5.

Deformacién lateral

Deformacién longitudinal (axial)

Figura 3.61: Relacion entre las deformaciones longitudinales y las laterales para
un cilindro.

Respecto al instante de rotura mostrado en la Figura 3.58, lo usual que ocurre
con los cilindros cerca de ese momento es que se forme una alta deformacion
localizada normalmente en el centro del cilindro, tal como se muestra en la
Figura 3.62.
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Figura 3.62: Esquema de una barra rota debido a una carga axial alta.

3.5.2. Ecuaciones constitutivas. Caso general lineal elasti-
co

Es relativamente facil realizar el experimento mostrado en la Figura 3.57.
De la seccion anterior tenemos en particular el modelo o = Ee. Sin embargo la
pregunta es que como podemos usar esa informacién para proponer relaciones
entre los esfuerzos y las deformaciones para casos generales en donde tenemos
cuerpo bi y tridimensionales.

Si T y £ son los tensores de esfuerzos y deformacién (considerando por el
momento grandes deformaciones), respectivamente, una de las relaciones con-
stitutivas més generales que se podria proponer podria tener la forma

9(T,g) =0,

en donde g seria alguna relacién tensorial en general nolineal.

Un caso particular de la relacién anterior seria una ecuacién constitutiva de
la forma

e=[(T),

es decir las deformaciones serian funciones en general nolineales de los esfuerzos.

Un caso particular del modelo anterior, que es el que estudiaremos en este
curso, es asumir que la funcién en realidad es aproximadamente lineal (para el
caso ahora de pequenas deformaciones), es decir las componentes del tensor de

deformaciones se obtendrian como'?
3 3
€ij = E E DijriTrts
k=11=1

de donde si existe la inversa tenemos

3 3
i = CijrErt, (3.62)

k=11=1

12En estas expresiones los indices van de 1 a 3, donde 1 serfa z, 2 serfa y, 3 serfa finalmente
z.
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donde D;jr; v Cijir son constantes del material.

Es el modelo (3.62) el que considerarémos aqui, pero partiremos usando lo
que conocemos del caso del ensayo uniaxial en el cilindro; para ello necesitamos
discutir algunos conceptos en la siguiente lista:

= Un material para el cual la ecuacién constitutiva es de la forma (3.62) es
conocido como un material lineal.

= Un material homogéneo es aquel en el que las propiedades mecdnicas no
dependen de la posicién en el cuerpo, o sea en el caso de un material
inhomogéneo!'? tendriamos, por ejemplo, Cijx = Cijri (2, y, 2).

= Un material es anisotrépico, si para un cuerpo dado, al cambiar la ori-
entacion de las fuerzas externas, el comportamiento mecénico del material
es diferente. Un caso especial de material anistrépico es el conocido como
material ‘transverso-isotrépico’. Considerémos el esquema mostrado en la
Figura 3.63 en donde tenemos una placa de madera sometida a dos tipos
de fuerzas, en la direccién de las fibras de la madera y en una direccién
normal a las fibras.

Figura 3.63: Esquema de una plancha de madera mostrando la caracteristica de
un material transverso-isotrépico.

Es bien sabido que el comportamiento mecénico de una plancha de madera
no es el mismo si se aplica una fuerza en la direccién de la fibra, pues en
ese caso el material es capaz de ‘resistir’ mayores cargas antes de ‘fallar’.
Aqui tenemos pues un ejemplo clasico en donde el comportamiento es
distinto en relacién a la orientacion de las fuerzas externas aplicadas.

= Un material es llamado isotrépico si su comportamiento mecanico es el
mismo independiente de la direccion de las fuerzas externas, un caso tipico
es el acero normalizado.

En este texto considerarémos solo materiales homogeneos, lineales e isotrépi-
cos. De (3.60) y (3.61) se tenia

o= Fe, Elteral = —VElongitudinal -

13Todos los materiales reales son inhomogéneos, pero como es dificil hacer experimentos con
cilindros extraidos en distintas partes de un cuerpo, en general, como manera de simplificar
los estudios, se asume que los materiales son homogéneous, y es este el supuesto que usaremos
de ahora en adelante en este texto.
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Tomemos, por ejemplo, la deformacion longitudinal en la direccién z; en esta

direccién tendriamos deformacién debido directamente a 7, usando (3.60), y de

manera indirecta causada por 7,, v 7., a través de (3.61). Luego, si calculamos

cada una de estas deformaciones longitudinales en = por separado tendriamos
T, T, T,

r _ lxz "o _ vy I/ _ zz

w0 = v Cma = TVEyy = Vg, Epp = Vey = U (3.63)

Si asumimos que los esfuerzos de corte no afectan o causan deformaciones longi-

tudinales, y si asumimos que la deformacién ‘total’ longitudinal en la direccién

r es la suma'? de las deformaciones (3.63), tenemos

Q)

1
o0 = S+ S + e = Flrea —V(Tes + 7)), (364

e igualmente en las direcciones y, z

1

ey = Ty = V(Tee +722)], (3.65)
1

€2z = E[Tzz — U(Taz + Tyy)]- (3.66)

. Que tipo de relacién se puede proponer entre los esfuerzos de corte y las
deformaciones? En el caso lineal considerando pequenas deformaciones el sigu-
iente experimento puede servir para responder a esta pregunta. En la Figura
3.64 tenemos un esquema de experimento usado para explorar las relaciones
para los esfuerzos de corte. En la Figura tenemos un tubo cilindrico sometido a

Elemento diferencial

B

=

Figura 3.64: Tubo bajo la accién de un momento angular.

torsién, se demostrara en el Capitulo 4 que en un problema de esta naturaleza,
para un elemento diferencial como el mostrado en la figura, los tipos de esfuer-
zos mas importantes que se generan son los de corte, tal como se muestra en la
misma figura en la vista ampliada del elemento en la parte inferior.

143 las deformaciones son pequefias, es posible aplicar el principio (en realidad aprox-
imacién) llamada de superposicidn, en donde la deformacién total en una direccién serfa
simplemente la suma de las deformaciones debido a distintas causas en esa direccién.
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El ‘4ngulo total’ de torsién ¢ se define como (ver Figura 3.54) ¢ = 2v. En
el caso tridimensional se define

Vay =260y, Vzs =264, Uy = 2ey,. (3.67)

Para el experimento mostrado en la Figura 3.64 se ha obtenido la siguiente
relacién lineal entre el esfuerzo de corte 7 y la deformacién de corte ¢

1
)= (3.68)

donde G es una constante que depende de cada material y es llamada médulo
de cizalladura o de corte.

Si no hay interaccion entre los distintos esfuerzos de corte y los esfuerzos
axiales, se asume entonces

TCEZ

=, .= Tyz (3.69)

ﬁzy - %7 ’ﬂxz =

y de (3.67) tenemos
_ Txy . TCEZ _ TyZ
Ezy = %, Exzr = %, Eyz = ﬁ (370)
Hasta el momento tenemos tres constantes E, v y G, sin embargo estas
constantes no son independientes, en la Seccién 3.5.3 se obtiene la relacién

E

¢ 2(1+v) (371)
De (3.64)-(3.66) y (3.70) como resumen tenemos
1
Cpp = E[Tm —v(Taz + Tyy)l, (3.72)
1
Eyy = E[Tyy = U(Taw + T22)); (3.73)
1
€2z = E[Tzz — U(Taz + Tyy)l, (3.74)
Tz
Eoy = %—é (3.75)
s = 20 (3.76)
fe = 22 (3.77)
Si se usa (3.71) y se obtiene la inversa de (3.72)-(3.77) se llega a
E
e = 7o (L — V) 22))s 3.78
T. (1+U)(1 _21/) [( V)E +I/(€yy+5 )] ( )
E
Tyy = m[(l — V)eyy + V(€aa +€22)], (3.79)
E
2z = 7ol — V)ezz Tz , 3.80
T (1 =+ l/)(l R 21/) [( V)E + V(E + Eyy)] ( )
Toy = 2Gegy, Tyz =2Gey,, Ty, = 2Gey,. (3.81)

De las relaciones anteriores podemos ver porqué v debe ser tal que v # 0,5.
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3.5.3. Relacién entre el médulo de corte y el médulo de
elasticidad y coeficiente de Poisson

En esta seccién demostraremos la relacién (3.71). Para ello considérese la
Figura 3.65 en donde originalmente tenemos una placa plana sometida en sus
caras derecha e izquierda a un esfuerzo uniforme de compresién o, = —o, y en
sus caras superior e inferior a un esfuerzo de traccién uniforme o, = 0. Astimase

EEERERE
oG [
NS

EERERER

Figura 3.65: Placa con carga biaxial.

que hay un cuadrado diferencial en el centro de la placa, que estd rotado en
45° respecto al eje y. En un problema de esta naturaleza, para este cuadrado
diferencial con esa orientacién, en la Seccion 9.2 se puede demostrar que el tnico
tipo de esfuerzo que el cuadrado siente en sus caras son esfuerzos de corte 7, tal
como se puede ver en la misma Figura 3.65.

Debido a estos esfuerzos de corte 7, es posible apreciar que el tipo de defor-
macién que el elemento sufriria es como se muestra en la Figura 3.66. En esta
figura tenemos el cuadrado en su forma inicial con lineas llenas y en su forma
final con lineas segmentadas. Como solo hay esfuezos de corte solo se produce
deformacién de corte ¥ = 2¢,. en el cuadrado, y se puede demostrar que

T
a= + 5 (3.82)
Pero
OB )



Figura 3.66: Elemento diferencial en una placa con carga biaxial.

Si se analiza la figura original, en las direcciones y, z habria deformacién lon-
gitudinal por contracciéon y alargamiento respectivamente. Si [ es la longitud
diagonal en las direcciones y, z, por la definicién de deformacién longitudinal
(3.39) se tiene

OB =1+le.,, OA=I1+Iley, (3.84)

luego usando (3.84) en (3.83), usando también la formula para la tangente de
la suma de dos angulos, asumiendo que ¥ es pequeno, de modo que tanv = 1,
se llega a

l+e.. tan(f)+tan(y) 1+7%

= — ~ . (3.85)
l+ey 1—tan(F)tan(y) 1-3%
De (3.73), (3.74) tenfamos que
o, vo, (l1+v)o oy, VO, (14+v)o

zz:__—l:77 = — — = - 386
=T F E E W E T E E (3.86)

De la Seccién 9.2 se puede demostrar para este problema que

1

T = E(oz —o0y) =o0. (3.87)

Usando (3.87) y (3.86) en (3.85) se tiene

1+ &0, 142
—v - 9
1-— —(lE ) 1- bl
de donde después de algunas manipulaciones se llega a @T =1, 0 sea
E
=— 9. 3.88
ST (3.88)

Comparando con (3.68) se llega a la relacién (3.71)

E
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3.6. Modelos simplificados en elasticidad

En muchos problemas puede resultar méas practico hacer algunas simplifica-
ciones respecto a las deformaciones que sufren los cuerpos, de modo de poder
trabajar con modelos bidimensionales en lugar del problema completo en tres
dimensiones. En las siguientes secciones veremos tres casos importantes.

3.6.1. Esfuerzo plano

Asumamos que en un problema solo hay fuerzas y esfuerzos en el plano = —y
y no hay ninguna componente en z. De manera adicional se asume que el cuerpo
donde se estdn aplicando las fuerzas es plano (estd en el plano z — y) y muy
delgado (en la direccién z), como consecuencia la deformacién lateral (en z) serfa
despreciable. El elemento diferencial de la Figura 3.67 nos muestra el estado de
esfuerzos bajo este supuesto.

Figura 3.67: Elemento diferencial para andlisis de esfuerzo plano.

Con la serie de supuestos anteriores se tiene que
Tzz = Txgz = Tyz = 0, (389)

y de (3.72)-(3.74) tenemos que

1
Exx = E(Twm - VTyy)u (390)

1
Eyy = E(Tyy — UTaz), (3.91)

v
€2z = _E(TM + Tyy)a (3.92)
y calculando la inversa del sistema anterior tenemos

E
Tow = m(gm + veyy), (3.93)
Tyy = m(gyy + Vegr), (3.94)
Toy = 2Gegy. (3.95)

La deformacién (alargamiento o acortamiento) en la direccién z es despre-
ciable pero se puede calcular de (3.74) y nos da (3.92). Por otra parte £,, = 0
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y €y> = 0 se cumple siempre, o sea cuando el cuerpo se deforma se mantiene
plano.

3.6.2. Deformacion plana

Para introducir el siguiente modelo bidimensional es necesario considerar
primero la Figura 3.68, en donde tenemos, por ejemplo, una representacion
esquematica de un muro de una presa. Se asume que la forma del estanque en el

‘Seccién’

Figura 3.68: Ejemplo de cuerpo para andlisis de deformacién plana.

plano z —y es la misma (o se repite) en la direccién del eje z. En la direccién del
eje z se asume que este muro es muy largo. En cada plano x — y en la direccion
del eje z el muro esta bajo el efecto del mismo sistema de fuerzas externas, o
sea para cualquier seccién (en la direccién del eje z) que se extraiga del muro el
sistema de fuerzas es el mismo.

Imaginemos que se extrae del muro una seccién o ‘lonja’ como se muestra
con lineas punteadas en la Figura 3.68. Esta seccion se muestra en la Figura
3.69.

AN

Figura 3.69: Elemento diferencial para anélisis de deformacion plana.

Como el muro es ‘infinito’ en la direccién del eje z, la secciéon no se puede
desplazar (expandir o contraer) en la direccién dicho eje, pues el resto del muro a
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ambos lados (como es infinito) se lo impediria, luego se tiene como consecuencia
€. = 0. (3.96)

Por otra parte, debido a que la forma es la misma en z, y las fuerzas son las
mismas en la direccién del eje z (las fuerzas solo tienen componente en el plano
x —y), se tiene también

€z = €yz = 0. (3.97)
Si se reemplaza (3.96), (3.97) en (3.78)-(3.81) se tiene

E

wr = (L —V)emx , 3.98

Ter = Arpyi 2wy L T Vet vewl (3.98)
E

Tyy = m[(l — V)eyy + Vegal, (3.99)
Ev

2z = 71 N7 oo \Czz ) 3.100

T S Ty o) e T ew) (3.100)

E
AT A 0, T72z=0. (3.101)

De (3.100) podemos apreciar que 7., no es cero, o sea si bien cada seccién
es plana €., = 0, esto no implica necesariamente que el esfuerzo normal en esa
direccién es cero. De hecho puede ocurrir que en algunos problemas este esfuerzo
puede alcanzar valores muy altos.

3.6.3. Simetria axial

Este es uno de los tipos de simetrias mas ttiles en mecanica de sélidos.
Para introducir este tipo de simetria es necesario partir con un ejemplo como
el mostrado en la Figura 3.70, en donde tenemos un esquema de un estanque o
tuberia de seccion circular, sometido a una presion interna P. En la figura vemos
un sistema de coordenadas cilindricas r, 0, z y un pequeno elemento diferencial
de la pared.

En un problema de esta naturaleza, con este tipo de geometrias (u otras
similares se seccién circular), con este tipo de fuerzas actuando sobre, en este
caso, el estanque o tubo, es posible ver que el estanque conservaria su forma
circular una vez aplicada las fuerzas. Conservar la forma circular significaria
conservar la ‘simetria axial’, y se habla de simetria axial porque la figura se
obtiene por medio de una revolucién de una seccion respecto al eje axial z.

En la Figura 3.71 tenemos una vista ampliada del elemento diferencial mostra-
do con lineas punteadas en la Figura 3.70. El cubo diferencial se muestra en su
forma inicial (linea llena) y en una posible situacién final (deformada) en linea
segmentada. Podemos ver en la Figura 3.72 una vista superior del cubo diferen-
cial, y podemos apreciar el tipo de deformacién que podria sufrir el cubo. Vemos
que solo se produce expancién pero no corte en esta vista superior.

En el cubo diferencial de la Figura 3.71 tenemos las componentes del tensor
de esfuerzos en el sistema cilindrico. Debido a los tipos de deformacién posible
en un problema de este tipo solo las componentes Tgg, Ty, To» ¥ Tr» SOn distintos
de cero.
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Figura 3.70: Estanque con presién interna.

Figura 3.71: Elemento diferencial para problema con simetria axial.

3.7. Deformaciones térmicas

Un dltimo tipo de deformaciones que estudiaremos en esta seccidon estan
asociadas a cambios de temperatura. Considerémos la Figura 3.73, en donde
tenemos una barra que en un momento dado es sometida a un aumento de
temperatura. Una observaciéon vélida para casi todos los materiales nos dice que
ante un aumento de temperatura el volumen del cuerpo aumenta, es decir la
forma final de la barra se mostraria con lineas segmentadas en la misma figura.
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Figura 3.72: Elemento diferencial para problema con simetria axial. Vista supe-
rior mostrando las deformaciones admisibles.

AL AL

2 2
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L

Figura 3.73: Barra bajo el efecto de un aumento de temperatura.

Una disminucién de la temperatura produciria una contraccién del cuerpo.

Vamos asumir que si D es el didmetro del cilindro y L es su longitud, entonces
D < L. Uno de los modelos més simples que se podrian proponer para este
problema seria un modelo lineal de la forma

er = aAT, (3.102)

donde AT es el aumento o disminucién de la temperatura y « es una constante
llamado el coeficiente de expansién térmica, en tanto que e es la deformacion
térmica (es una deformacién longitudinal).

Usando el principio de superposicién para las deformaciones, asumiendo que
el cambio de temperatura solo produciria cambio de volumen, o sea solo afectaria
a las deformaciones longitudinales y no a las de corte, de (3.102) en (3.72)-(3.77)
tenemos

Ea = %[Tm — (722 + Tyy)] + @AT, (3.103)
Eyy = %[Tyy = U(Taz + T2z)| + @AT, (3.104)
€2z = %[Tzz — U(Taz + Tyy)] + AT, (3.105)
Coy = 5 Eox T a, Sy = e (3.106)

donde se ha asumido que el material se deforma térmicamente de la misma
manera en todas las direcciones (material isotrépico). Podemos ver que 7;;,
1 # j no cambian con el efecto de la temperatura.
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En el caso particular de esfuerzo plano 7., = 0y 7. = 7. = 0, y de
(3.103)-(3.106) tenemos

Fa

Tee = 773 (Exz + VEYY) — 1o VAT7 (3.107)
E Fa

Tyy = m(ayy + Vaxx) - TAT, (3108)

Tay = 2Geqy. (3.109)
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3.8. Ejemplos y ejercicios para problemas con
deformaciones y fuerzas axiales

3.8.1. Ejemplos

1. La barra circular de la Figura 3.74 (lado izquierdo) cuelga bajo la accién
de su propio peso. El peso especifico es constante para el cuerpo. Si la

L/ £ L L [/

L Oy vy
L

Figura 3.74: Barra bajo el efecto de su propio peso.

deformacién normal en cualquier seccién es 1/E veces el esfuerzo normal
en la misma direccién. ;Que desplazamiento experimenta la barra (punto
A) como consecuencia de la accién del peso? ;Qué deflexién experimenta
una seccion arbitraria z7

Solucién: En el lado derecho de la Figura 3.74 tenemos la barra con un
corte imaginario a una distancia arbitraria z desde el origen en la parte
superior.

Ahora calculamos la fuerza interna que se produciria en esa zona de corte.
Si g es la constante de gravedad y p es la densidad especifica, el peso
especifico gp es constante y el peso de la seccién inferior es

P=gp(L—2)A,

donde A es el drea de la seccién del cilindro.

Si se asume que el esfuerzo interno (axial de traccién) o es uniforme,
tenemos

o=gp(L—2z). (3.110)

De la expresion anterior podemos ver que ¢ es maximo para z = 0, o sea
el maximo se produce en la conexion con el techo, que es razonable pues
es en donde soporta el mayor peso. El minimo se produciria en z — L.

Si se extrae una seccién muy delgada (de largo inicial diferencial dz) a
una distancia z del origen, la seccién estaria bajo el efecto de un esfuerzo
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Figura 3.75: Elemento diferencial de la barra bajo el efecto de su propio peso.

uniforme o dado por (3.110), como resultado un diagrama de cuerpo libre
para la seccion seria como el esquema mostrado en la Figura 3.75.

Para la seccién delgada la deformacién longitudinal seria de y tenemos

A(dz)
de = . 3.111
Por otro lado de la ley de Hooke (3.60) tenemos
o
de = — 3.112
=2 (3112)
luego de (3.111) y (3.112) tenemos
%dz = A(dz).

Integrando se tiene fOL Zdz = fOL A(dz) =A (fOL dz) = AL,y de (3.110)
se tiene

L
/0 %(L —2)dz = AL,

y como resultado se obtiene

gpL?

AL = Tl

(3.113)

2. En la Figura 3.76 tenemos dos barras de seccién transversal de lado d, que
estdn sostenidas entre dos pareder rigidas. El cuerpo <7 tiene un médulo

e

e

Figura 3.76: Barra bajo la accién de dos fuerzas.
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de elasticidad de E, mientras que el cuerpo & es de 2F. Fuerzas F y
2F se aplican en la forma indicada en la figura. ;Que fuerzas ejercen las
paredes sobre las barras? ;Qué desplazamiento experimenta la superficie
de separacion entre los cuerpos?

Solucién: Sean A, B e I las fuerzas se reacciéon que se generan sobre <7,
2% v la interface entre las barras'®, en la Figura 3.77 tenemos diagramas
de cuerpo libre de las dos barras por separado. El sentido de estas fuerzas

P
B

ol
e SO R S—

Figura 3.77: Barra bajo la accién de dos fuerzas. Diagramas de cuerpo libre.

todavia no se conoce, pero los resultados del problema nos indicara si estan
0 no correctos.

El cuerpo & debe estar en equilibrio de modo que
A+ F =1, (3.114)
y lo mismo sucede con el cuerpo 4 de donde se tiene que

I=2F—B. (3.115)

Vamos ahora a realizar algunos cortes imaginarios sobre las barras. En el
caso de &7 se hace un corte (por la izquierda) un poco antes del punto de
aplicacién de F', y un corte un poco después del punto de aplicacién de F,
como resultado el cuerpo .« se divide en dos cuerpos que llamamos 1y 2,
tal como aparecen en el lado izquierdo de la Figura 3.78. Como la parte 1

o

F. | - 1 9F |

] 2 3
O e S e P s PR

Figura 3.78: Diagramas de cuerpo libre.

tiene el corte antes de F', de la Figura 3.77 tenemos que este cuerpo solo

5 - - . .
15Para, simplificar el problema estas fuerzas de interaccién se asumen puntuales.
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estd sometido a la fuerza A de compresién. Respecto al cuerpo 2 como el
corte se hizo un poco después de F, de la Figura 3.77 este cuerpo estaria
sometido solo a una fuerza de compresion 1.

También hacemos cortes imaginarios en el cuerpo %, en particular con-
sideramos un corte un poco antes (por el lado izquierdo) del punto de
aplicaciéon de 2F' y otro corte un poco después del punto de aplicacién de
2F', como consecuencia el cuerpo % es divido en dos cuerpos llamados 3 y
4 como se puede apreciar en el lado derecho de la Figura 3.78. El cuerpo
3 estarfa solo sometido a una fuerza de compresion I (ver la Figura 3.77)
y el cuerpo 4 a una fuerza de traccién B.

De (3.114) y (3.115) tenemos
A=I1—-F B=2F-1. (3.116)

De (3.116) vemos que no tenemos suficientes ecuaciones para encontrar
las reacciones A, B, I, hace falta una ecuacién adicional, la que se puede
obtener de la siguiente observacion:

El largo o distancia total entre las paredes se mantiene constante pues las
paredes son rigidas.

La consecuencia de esta observacién es que la suma de todos los alargamien-
tos debe ser igual a la suma de todos los acortamientos, en este problema
las longitudes de 1 y 2 son a y de 3 y 4 son 2a (ver Figura 3.76) y si Aly,
Aly, Alg y Aly son los cambios en las longitudes de 1, 2, 3 y 4, como 1, 2
y 3 estan en compresién y 4 en traccién, tendriamos

Aly = Al + Als + Als. (3117)

Calculemos ahora los cambios en las longitudes Al;, i = 1,2, 3, 4, para ello
para cada seccion ¢ de la Figura 3.78 vamos a asumir que se aplica de
forma aproximada el principio de Saint Venant, luego de la ley de Hooke
(3.60) para 1 tenemos

All 01 Al
81l = R —= = —&—
a E d*FE’
donde se ha usado el hecho que el drea de la seccién transversal es d2. De
la ecuacion anterior tenemos

Aa

Al = —— 3.118
= BRPE’ ( )
y siguiendo un procedimiento similar para 2, 3 y 4 tenemos también
Ia 12a B2a
Aly = ——, Alz = —— = —. 3.119
T eE TP amE T P2E (8:119)

Reemplazando (3.118), (3.119) en (3.117) después de algunas simplifica-
ciones se llega a
A+2I = B, (3.120)
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que es la ecuacion extra (que se obtuvo con el uso de la relacién esfuerzo-
deformacién) que necesitabamos para solucionar de forma completa el
problema. Reemplazando (3.120) en (3.116) se llega a una ecuacién para
I de donde tenemos

3
I= ZF’ (3.121)
por lo que se tiene
A——E B—éF (3.122)
4 4 '

Vemos que A serfa negativo lo que contradice el sentido que se le habia
dado a esa fuerza en los diagramas de cuerpo libre de la Figura 3.77, de
modo que debemos solucionar todo de nuevo pero ahora vamos a asumir
que A tiene el sentido contrario al que aparece en la Figura 3.77. La tnica
implicancia de esto si se observa bien es que 1 se alargaria en vez de
acortarse y todos los calculos para Al; se mantiene, también la ecuacion
(3.116); se debe cambiar, en ese caso tendriamos

A=F—1, (3.123)

en tanto que la ecuacién (3.116)2 se mantendria.

Como ahora 1y 4 se alargan y 2, 3 se acortan, tenemos la condicién
Aly + Alp = Aly + Als, (3.124)
que usando (3.118) y (3.119) nos da la condicién
B+ A=2I, (3.125)

y con el uso de esta ecuaciéon y (3.123) y (3.116)5 se llega a

3 F 5
I=-F, A=—-—, B=-F 3.126
47"’ 4’ 477 ( )
y como ahora son positivos hemos solucionado la primera parte del prob-

lema.

Para ver el movimiento de la interface podemos analizar el alargamiento
o acortamiento del cuerpo 7. De los resultados anteriores, en particular
con Al; (alargamiento) y Als (acortamiento) tenemos que su movimiento
seria

Fa 5Fa  3al
42E 8d2E  8d2E’
3alF

de donde tenemos que la interface se moverfa hacia la izquierda en gz%.

Al — Al =

(3.127)

. La viga rigida AB de la Figura 3.79 estd soportada por una barra de
acero y otra de aluminio. Una carga P se aplica en A haciendo que AB
se deflecte hacia abajo. A continuacién el tornillo en B se ajusta de tal
forma que la viga quede de nuevo horizontal. ;Qué tanto debe descender
el tornillo desde su posicion inicial para lograrlo?
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Barra de aluminio

A = 2pulg?
L = 5pie
Barra de acero B 124106 1b
pulg? Tornillo
~/
A = 1pulg?
L = 3pie
E=30x100 1b Ei
pulg
D,
a b ¢
P \ \ ‘

Figura 3.79: Tres barras unidas a viga rigida.

Datos: P = 150001bf, a = 5pie, b = 5pie, ¢ = 8pie (1 pie=12 pulgadas)

Solucién: Vamos a sumir que hay pequenas deformaciones, que el tornillo
es rigido y por tanto al aplicar la fuerza P la viga AB rotaria rigidamente
respecto al punto B.

En la Figura 3.80 tenemos un diagrama de cuerpo libre de la viga AB
en donde podemos ver la fuerza P, la fuerza de interacciéon con la barra
de acero F,. y la fuerza de interaccion con la barra de aluminio Fy;.
No se ha incluido la fuerza de raccién en B (que en general tendria dos

Fac Fal

Figura 3.80: Tres barras unidas a viga rigida. Diagrama de cuerpo libre.

componentes) pues no es necesaria para el siguiente balance.

Si se hace balance de momentos respecto al punto B, es decir ) 5 M, =0
y si A¢ es pequeno tendriamos

(a+b4+c¢)P—(b+c)F,. —cF, = 0. (3.128)

Si la barra AB rota rigidamente respecto al punto B, de la Figura 3.80
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podemos ver que podemos definir un angulo de ‘rotacién’ que denom-
inaremos A¢. De la conocida relacién para un arco arco = angulo * radio
podemos calcular los alargamientos de las barras de acero Al,. y aluminio
Al,; como

Alge = (b4 c)A¢, Aly = cA¢. (3.129)

Silac, €acy Aae ¥ Fae son la longitud, la deformacién longitudinal, el area
de la seccién transversal y el médulo de elasticidad de la barra de acero, y
Silary €als Aal ¥ Eqy las respectivas cantidades para la barra de aluminio,

— Fac 1 _ Fa 1
de la 12}; de HookeA(l?).GO) tenemos €qc = F* 5V €al = L5 Como
=tac a

; 7 Ll , finalmente esto nos da las relaciones
ac a

Alac o Fac 1 Alal o Fal 1

lac B Aac Eac, lal Aal E_al,

€ac Y €al =

y con el uso de (3.129) se llega a

Ry = D200 uclhe -, 04 B, (3130)
ac al
Reemplazando (3.130) en (3.128) se obtiene la ecuacién
b+¢)?ApAwcEee  APALE,
(a+b+oyp = BHI A0 4 CA0AuEa (3.131)

lac lal

que es la ecuacién que nos permitiria encontrar, por ejemplo, A¢. Para
los datos de este problema de la ecuacién anterior se llega a

A¢ = 1,352 % 10 *rad. (3.132)

Respecto a cuanto deberia descender el tornillo en B, por la forma simpli-
ficada en que hemos resuelto el problema es facil ver que dicha distancia
serfa el desplazamiento vertical en A, que es simplemente (a + b + ¢)Ag,
que en este problema nos da 0,0292pulgadas.

124



3.8.2. Ejercicios

1. Una placa de espesor constante e estd empotrada en sus dos extremos a
paredes rigidas y esta sometida a una fuerza puntual P como la muestra la
Figura 3.81. Determine las reacciones causadas en las paredes. El modulo
de elasticidad del material de la barra es E.

_ e
A P*» / a
/ L
L2 L/2

Figura 3.81: Placa en traccion.

2. La barra rigida ABC'D de peso W de la Figura 3.82 estd suspendida por
tres alambres de acero de médulo de elasticidad E. Cada alambre tiene
un didmetro d. Determine los esfuerzos producidos en cada uno de los

alambres.
J S s LS il /
N e o Alambre
L Alambre
A B C D
| "] Bamra rigida

T |
b b 2b |

Figura 3.82: Barra sostenida por tres alambres.

Datos: W = 10000N, P = 5000N, d = 0,5cm, L = 1m, b = 50cm, E =
190GPa

3. Las barras BC, BD, BG y BH de la Figura 3.83 estdn unidas por un
pasador en B y sometidas a una fuerza F' = 20kN. Determine el desplaza-
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miento en B. Determine la maxima fuerza F' que se puede aplicar para
que ninguna de las barras alcanze el esfuerzo de fluencia trabajando con
un factor de seguridad F'S = 1,5. Asuma que la barra BH no muestra
pandeo.

@ 0
C 0 0 G
Ly
B\ - -~ L
F
Ly
g
NN X

Figura 3.83: Barras y pasador.

Datos:

Modulo de elasticidad para todas las barras £ = 210GPa,
Esfuerzo de fluencia para todas las barras o, = 200MPa,
L1 =2m, Ly = 1m, 6 = 60°,

Area de la seccién transversal para todas las barras A = Scm?.

. Las dos barras pegadas de la Figura 3.84, cuya seccién transversal es de
area A, estdan pegadas a dos muros rigidos. A la temperatura ambiente
inicial las barras estén libres de esfuerzos. La barra (1) tiene un coeficiente
de expansién térmica a; y un modulo de elasticidad F4, en tanto que la
barra (2) tiene un coeficiente de expansién térmica as con médulo Eo;
tanto o como E se asumen aproximadamente constantes en funcién de la
temperatura para las dos barras. Asuma ahora que ambas barras sufren
un aumento uniforme de temperatura AT. Determine la fuerza que las
paredes ejercen sobre las barras en este caso, asi como el desplazamiento
de la interface entre las barras.

. La barra de acero AD mostrada en la Figura 3.85 tiene un drea transversal
de 0.4[in?] y estd cargada por fuerzas P; = 2700[Ibf], P, = 1800[Ibf] y
P5 = 1300[1bf]. Las longitudes de los segmentos de la barra son a = 60[in],
b = 24[in] y ¢ = 36][in].
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Figura 3.84: Barras bajo el efecto de un aumento de la temperatura.

a) Suponga que el médulo de elasticidad es E = 30 * 105[Ibf/in?] y
calcule el cambio de longitud § de la barra. ;Se alarga o se acorta la
barra?

b) ;Qué cantidad P debe aumentarse la carga P3 para que el extremo
D de la barra no se mueva cuando se aplican las cargas?

P, Py
Py
| = — |~
A B C D
a ‘ b ‘ c ‘

Figura 3.85: Barra AD.
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Capitulo 4
Torsion

En este capitulo estudiaremos el primer tipo de deformacién particular que
corresponde a la torsién pura.

4.1. Torsion en eje de seccién circular

El primer caso y el méas simple a considerar corresponde a un eje de secciéon
circular, en donde en un extremo se aplica un momento puro y en el otro se
asume al eje empotrado en un muro rigido como el que se muestra en la Figura
4.1. En un problema de esta naturaleza al momento puro lo llamaremos torque

Figura 4.1: Torsién en eje de seccién circular.

y en general se denotard como 7.
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En la Figura 4.1 tenemos un sistema de coordenadas Cartesiano, imaginemos
que antes de ser deformado por T, se marca un punto A en el contorno. No
es dificil ver que cuando se aplica T y el cilindro se deforma, el punto A se
movera hacia arriba ‘girando’ pegado a la superficie del cilindro hasta el punto
A’, como se puede ver en la misma figura.

Imaginemos que se dibujan dos lineas rectas en el cilindro antes de ser defor-
mado. La primera linea va desde el centro del cilindro al punto A y la segunda
linea es horizontal, va desde el muro al punto A. Ahora vamos a discutir en
detalle las simplificaciones que haremos para modelar la deformacion de este
eje.

Primero que todo vamos a asumir que las lineas rectas mencionadas anteri-
ormente permanecen rectas cuando el cilindro se deforma. Esta es una aproxi-
macion razonable si la deformacion se asume ‘pequena’.

Como las lineas se asumen rectas cuando se deforma el eje, se pueden definir
dos angulos, 6 y o como aparecen en la Figura 4.1. Asumir que la deformacion
es pequena significara en particular que « es pequeno como lo demostraremos
después.

Imaginemos que se dibujan dos cortes imaginarios en el eje, tal como se
muestra en la Figura 4.2. Antes de ser deformado se dibujan dos puntos A y B

‘j*fsfosﬁ dos planos

permanecen paralelos

Figura 4.2: Torsién en eje de seccién circular. Dos secciones permanecen parale-
las.

en una linea horizontal. Vamos a asumir que al ser deformado el eje, estas dos
secciones circulares (y cualquier otra seccién) mantienen la forma circular y no
solo eso, vamos a asumir que el didmetro no cambia de forma significativa, y que
por tanto la deformacién se puede ver como dos discos rigidos (muy delgados en
la direccién z) rotando uno respecto al otro; luego la deformacién total del eje
se podria considerar como pequenos ‘giros’ relativos de una cantidad infinita de
discos rigidos de espesor muy pequeno.

De manera adicional se asumira ademas que los planos en donde se ubican
Ay B, que originalmente son paralelos, seguirdn siendo paralelos al momento
de producirse la deformacién.

Teniendo presente los supuesto anteriores considerémos ahora la Figura 4.3.
En esta figura dibujamos nuevamente las dos lineas que definen los dangulos 6
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Corte imaginario

/
Arco

Figura 4.3: Torsién en eje de seccion circular. Esfuerzos de corte por torsién.

y «, y procedemos ahora a dibujar en el manto del eje un cuadrado diferencial
muy pequeno (con lineas negras antes de ser deformado) como se muestra en la
misma figura.

Teniendo presente los supuestos respecto a la forma como se deforman dos
planos paralelos, no es dificil apreciar que la forma final del cuadrado diferencial
seria como se muestran en la Figura 4.3 con lineas cafe.

En la Figura 4.4 tenemos una vista frontal ampliada del cuadrado diferencial
antes de deformarse ABC'D y cuando se ha deformado A’B’C’'D’. Lo que vemos

Figura 4.4: Torsion en eje de seccion circular. Esfuerzos de corte por torsion en
un elemento diferencial en el manto del cilindro.

en esta figura y en la figura anterior es que los angulos interiores del cuadrado
cambian su magnitud, y por tanto lo que estamos presenciando es en particular
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una deformacién en corte para el cuadrado diferencial. Vamos a asumir que
no hay cambios de longitudes apreciables y por tanto no habran deformaciones
longitudinales en el cuadrado diferencial. De las Figuras 4.4 y de la ecuacion
(3.67) podemos identificar ¢ = «, luego de (3.68) tenfamos

7= Ga. (4.1)

De la Figura 4.1 vemos que el arco determinado con 6 seria rf, con r un radio
arbitrario 0 < r < D/2. Si « es pequeno el mismo arco se puede calcular
aproximadamente como La, de modo que

r0 = La,

y podemos ver que si r — 0 entonces a« — 0 y que si r / entonces o *, de
modo que la mayor deformacién en corte se produciria en el manto o la parte
exterior del eje para r = D/2. De la expresién anterior se tiene

r0

= — 4.2
a="? (42)
de modo que en (4.1) se llega a
Go
T = T’f‘. (43)

Se puede ver entonces que 7 varia linealmente con r, que tiene su valor maximo
enr = D/2ysif / esto implica que 7 7, lo que serfa correcto pues significa
que a mayor angulo de torsion mayores esfuerzos son requeridos para lograrlos.
Finalmente si L. /" luego 7\, o sea un eje de mayor largo requeriria menores
esfuerzos para ‘torserse’.

Del analisis que aparece en las Figuras 4.3 y 4.4 se tiene que sobre una
superficie de corte en el eje, la distribucion de esfuerzo de corte seria como se
muestra en la Figura 4.5. En toda la superficie de corte 7 estaria a 90° respecto

o T

i
/

N

Figura 4.5: Torsién en eje de seccién circular. Distribucién para los esfuerzos de
corte en una seccion obtenida por corte imaginario.

a una linea radial, y en todas partes su valor estd dado por (4.3).

Cuando se hace un corte imaginario, en un lado se tendria el torque total
T (ver Figura 4.3) y en el otro lado tendrfamos una distribucién de esfuerzo de

131



corte como se ve en la Figura 4.5. En la Figura 4.6 tenemos una nueva vista de
la superficie con distribucion de esfuerzo de corte, en particular hemos dibujado
uno de esos esfuerzos sobre un elemento diferencial de area. Para la parte del

Figura 4.6: Torsion en eje de seccion circular. Esfuerzos de corte por torsion en
un elemento diferencial.

cilindro extraida con el corte debe haber equilibrio de modo que si la fuerza por
T es 7 dA y el torque respecto al centro por tanto es 77 dA, entonces’

T = / r7 dA,
Are/a seccion
D/2 2
0
= / / G—r3 d¢ dr, (4.4)
0 o L

de donde finalmente se obtiene

GO nD*
L 32 (45)
Se define el momento polar de inercia J como
aD*4
J=— 4.6
s (1.6)
luego (4.5) queda como
T = %J (4.7)
=57 .
De (4.7) tenemos %2 = L luego en (4.3) se tiene?
Tr
= — 4'8
T J ? ( )

1En estas expresiones hay que tener mucho cuidado de no confundir el 4ngulo de torsién 6
con el dngulo del sistema polar £. Este tltimo se usa simplemente para realizar la integral de
superficie.

2En la solucién para el esfuerzo de corte (4.8) podemos ver que 7 al final no depende de la
deformacién ni del tipo de material, solo de T', D y la posicién radial r. Esto puede resultar
curioso, pues en los pasos anteriores se habia usado la deformacién en corte o para obtener
algunas relaciones entre las distintas variables del problema. En este problema el uso de la
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y el esfuerzo de corte maximo en r = D/2 serfa igual a

TD

maxr — 5 7 * 4.9
” 2. (4.9)

Hay dos subcasos especiales para el caso del eje de seccién circular que
tratamos ahora. En el primero consideramos el caso adicional en que se esta
trabajando con un tubo de didmetros D (interior) y Dy (exterior), tal como se
muestra en la Figura 4.7.

Figura 4.7: Torsion en eje tubular de seccién circular.

Es fécil ver que en este caso el andlisis anterior es casi el mismo, lo tinico que
cambiaria serfan los limites de la integral en la direccién radial en (4.4), donde

se tendria T' = [1))12//22 fOQW SOy3 d¢ dr, de donde se llegarfa a T = S2.J, donde en
este caso o
J= ﬁ(D;l - D}). (4.10)

Otro caso distinto corresponde a dos ejes concéntricos hechos de materi-
ales distintos, como se ilustra en la Figura 4.8. En esta figura se tiene un
eje 1 de seccién circular de material con constante G; y de diametro D;.
Perfectamente pegado a él tenemos un eje tubular de didmetro interior Dy y
didmetro exterior Do con constante Gs.

No es tan sencillo extender las expresiones anteriores para este problema,
pues al estar trabajando con dos materiales, se podria dar el caso de alguna
discontinuidad en los esfuerzos.

deformacién fue simplemente un paso itermedio para obtener finalmente (4.8).

En mecanica de sélidos hay algunos problemas especiales en donde las deformaciones no
aparecen de manera directa en las expresiones para los esfuerzos, siendo el problema de torsién
en un eje de seccién circular uno de dichos cases, sin embargo en general los esfuerzos (su
distribucién) si van depender fuertemente de las propiedades del material y la deformaciones.
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D, \

Figura 4.8: Torsién en eje tubo de seccion circular. Esfuerzos de corte.

Sin embargo de la Figura 4.8 y de la Figura 4.3 vemos que el tipo de es-
fuerzos T que se generan, si se dibujan sobre cubos diferenciales, al acercarnos
a la interface entre 1 y 2, pueden perfectamente mostrar discontinuidades, pues
aparecerian en los costados de los cubos, no en la posible cara en la interface.

La consecuencia de las observaciones anteriores es que en analogia con (4.4)
tendriamos T = fOD/ 2 02 " WW d¢€ dr donde ahora G dependeria del radio, en
particular G = Gy sir < D1/2y G = G2 si D1/2 <1 < Ds/2, luego

2 9 D1/2 D2/2
=" / Gyr® dr—i—/ Gorddr |,
0

L D1/2
270 Dil G2 4 4

4.2. Torsion en eje de seccién rectangular

En el caso de un eje de seccién rectangular de lados a, b con b < a, las
siguientes expresiones son validas?

0G T

T= J7 Tmax — PR
K1ab

T J = koab?®, (4.12)

donde k1 y ko son constantes que se pueden obtener de la Tabla 4.1

3QOriginalmente con secciones no circulares se intento seguir el mismo procedimiento que
para el caso de ejes circulares vistos en la Seccién 4.1. Sin embargo la evidencia experimental,
en particular respecto a los lugares o puntos en donde ocurria el méaximo esfuerzo, refutaban
las expresiones tedricas encontradas de esta manera.
Fue Saint Venant quién propuso el método correcto de andlisis para el caso de torsién en
secciones no circulares. No daremos detalles del método aqui, pues para ello es necesario usar
herramientas de la teoria de la elasticidad lineal, que escapan de los objetivos de este curso.
Las formulas (4.12) son aproximaciones numéricas de soluciones con series de Fourier de ese
problema (ver ref] ]).

134



a/b | 1 15 2 4 10 o
k1 | 0,208 0231 0246 0,282 0,312 1/3
ko | 0,141 0296 0,229 0281 0312 1/3

Cuadro 4.1: Valores para las constantes k1 y ko en (4.12).

En (4.12)2 tenemos el valor maximo para el esfuerzo de corte, el que se
produciria en la mitad de la superficie con menor espesor, tal como se muestra
en la Figura 4.8.

Localizacion del
- esfuerzo maximo

‘ a/?

‘/

Figura 4.9: Torsién en eje de seccion rectangular. Localizacién del maximo es-
fuerzo de corte.

4.3. Torsion en eje de seccion delgada abierta

Aqui veremos un problema en donde aplicaremos (4.12). Nos interesa estu-
diar el caso de vigas o ejes con secciones de pared delgada y ‘abierta’, en donde
en la Figura 4.10 tenemos algunos ejemplos de dichas secciones o perfiles.

Figura 4.10: Ejemplos de secciones delgadas abiertas.

Vamos a plantear la teoria para este tipo de problemas basados en un ejemplo
especifico que se muestra en la Figura 4.11. En dicha figura tenemos un perfil
cuya seccién la hemos dividido en tres partes. Cada una de estas partes es un
rectangulo, donde vamos a asumir que b; < a; y por tanto de la Tabla 4.1
tenemos k1 = 1/3 y ko = 1/3.

El siguiente supuesto es importante: vamos a asumir que el angulo 6 de
torsion es el mismo para 1, 2 y 3. La justificacion seria que al rotar por la
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Figura 4.11: Torsién en eje de seccién delgada abierta.

deformacion la secciéon completa, el dngulo de torsion deberia ser el mismo,
pues de otra forma la seccion se separaria.
Otra observacion importante:

El torque total T deberd ser igual a la suma de los torques causado en cada

uno de los rectangulos en los que hemos dividido la seccion®.

Para cada uno de los rectdangulos tenemos

Ji aib3

T; =GO, Ji=—gt, i=123 (4.13)

Luego de las observaciones anteriores
Go

De este ejemplo podemos inferir que en un caso general con n secciones
rectangulares tendriamos

GO &
T = T;Ji, (4.15)

y se puede definir un momento polar total Jr como Jr = > J;.

4La justificacién de este supuesto u observacién se puede buscar en (4.4), en donde en
términos mas generales se tendria que T deberia calcularse como algin tipo de integral de
superficie sobre la seccién. Pero la integral sobre las tres superficie seria simplemente la suma
de las integrales sobre cada una de esas superficies y cada una de esas integrales se podria
interpretar como un torque actuando solo en esa parte.
Puede parecer un poco extrafio separar T' en T1, T> y T3, pero del Capitulo 2 se vio (al menos
para cuerpos rigidos) que el vector momento puro (el torque) es un vector libre, luego podemos
tener perfectamente T;, i = 1,2, 3, y luego ‘mover’ estos 7T; a un punto comin para determinar
un 7" total.
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Respecto a los esfuerzos de corte maximo, vamos a tener distintos valores
para cada una de las partes rectangulares como

0.J; GOa;b?
Tmaz: = mfibf = ;sz = é = Gibi, i=1,2,3. (4.16)
Fero Go.Jr TL
T==7% = 0= (4.17)
luego en (4.16) tendriamos
_GTL, Th 5 (4.18)

Tmazx; — 7T ~7 0i =
L GJr Jr’
Luego el maximo entre entre estos 7,,q4, Sera aquel con b mayor, es decir
Tbmaw
Tmax = " ab3 (419)
2ie1 73

y aparece en el centro de la periferia de esa parte de la seccién.

4.4. Torsion en eje de seccion delgada cerrada

Ahora trataremos el ultimo caso especial que corresponde a un eje de pared
delgada cerrada. Antes de iniciar el analisis de este caso, es necesario hacer una
observacion respecto a los esfuerzos de corte en una viga o eje de pared delgada.
En un caso como este asumiremos que la direccion de los esfuerzos de corte sigue
el perfil de la pared delgada, tal como se muestra como en la Figura 4.12.

/\

—+

Figura 4.12: Distribucion aproximada de esfuerzos para una seccién delgada.

Considerémos el eje mostrado en la Figura 4.13 en donde tenemos una vista
tridimensional de un eje cerrado de pared delgada. Por simplicidad la parte exte-
rior del eje se asume totalmente plana, es decir tiene la forma de un rectangulo,
sin embargo la parte interior es irregular, es decir el espesor si bien pequeno, es
variable en el contorno.
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Vista tridimensinal Vista frontal Vista lateral

Figura 4.13: Torsién en eje de seccién delgada cerrada.

Extraigamos una parte de la pared del eje, que se dibuja en la figura tridi-
mensional con lineas de color cafe. Tenemos una vista frontal del eje y otra vista
lateral en la misma Figura 4.13. En estas vistas es posible apreciar la forma de
esta parte o elemento que se ha extraido de la pared del eje.

El elemento puede tener una longitud finita en la direccion del contorno de
la pared, pero en la direccién axial (que hemos denominado [) este elemento
tiene una longitud infinitesimal dl.

De la observacién concerniente a la Figura 4.12, tenemos que la distribucion
de esfuerzos de corte sigue la forma del contorno de la pared, como se ve en la
vista frontal en la Figura 4.13. En el punto 1 tenemos un esfuerzo de corte 7 y
un espesor de pared t1, en el punto 2 tenemos 75 y t2. Como en la direccién [ la
longitud del elemento es diferencial, por equilibrio a la rotacion en las caras en
la direccion del eje [ se deben generar componentes del esfuerzo de corte, como
se aprecia en la vista lateral.

El elemento debe estar en equilibrio, de modo que en particular esto implica
que > F; =0, luego de la Figura 4.13 tenemos que

Tltl dl — Tgtg dl = 0,

de donde se tiene que
Tit1 = Tats. (4.20)

Como la igualdad anterior es valida para cualquier par de puntos en el contorno
de la pared del eje, se cumple que

Tit1 = Tote = T3tz = ... = T;t; = Q = constante. (4.21)

El resultado anterior es vélido para cualquier forma de la pared de la viga,
luego considérese la Figura 4.14 en donde tenemos una vista frontal de un eje
de una pared de forma mucho maés arbitraria. En esta figura vemos el centro
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Figura 4.14: Torsién en eje de seccion delgada cerrada. Caso general.

respecto al cual el eje sufre la torsion y a partir de él tenemos el vector ¥ que nos
da la posicion de cualquier punto en el contorno de la pared, tenemos también
el vector tangente d§ y su longitud que llamamos simplemente ds.

Si se escoge un elemento de longitud infinitesimal en la direccién del con-
torno, la fuerza d f que aparece sobre el elemento diferencial seria igual a

df = 7t ds = Qds, (4.22)

donde ahora t = (s) es el espesor de la pared, que en general va a depender de
la posicion en el contorno. El diferencial de torque causado por df respecto al
centro del eje, si se usa (2.3), serfa

dT = 7 x df = 7 x Q d5, (4.23)

de modo que el torque total (como vector) serfa simplemente (hay que recordar
que @ es constante) la integral de contorno

T = Q%Fx ds. (4.24)

Pero en el esquema auxiliar del lado derecho de la Figura 4.14 podemos ver que
el médulo del vector ¥ x d§ estaria dado por

7% dilj=rds, = 2dA4, (4.25)

donde dA seria el area diferencial achurada en esa figura. Como resultado de los
calculos anteriores se tiene que

T = |Tl= Q%HFX ds]= QQfdA. (4.26)
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Se define
A= ]f dA, (4.27)
que es llamada el area promedio, pues es el area de la seccion calculada hasta

la mitad de la pared en todo su contorno.
Usando (4.27) en (4.26) se llega a

T =2QA, (4.28)
y de (4.21), (4.28) se obtiene una expresion para el esfuerzo de corte en cualquier

punto del contorno como
T

=, 4.29
YT (4.29)
de modo que el maximo esfuerzo de corte se obtendria como
T
maxr — S % . 4.30
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4.5.

Ejemplos y ejercicios de torsién

4.5.1. Ejemplos

1.

En la Figura 4.15 se muestra un eje macizo compuesto de dos barras que
se sueldan en A. Las barras son de materiales diferentes y por tanto sus

Ly/2 d
‘ A i B T
/ 1 | 2 |7<7
P

Figura 4.15: Ejemplo torsion.

modulos de corte son distintos. ;Qué valor tiene el angulo de torsién del
extremo B?

Datos: L1 —10pie, Ly —12pie, Ty =500lbfpie, Ty =1000Ibfpie, Gy = 10
1081bf/pulg?, G2 = 15 * 1051bf/pulg?, d = 3pulg

Solucién: El primer paso para solucionar el problema es hacer un dia-
grama de cuerpo libre de toda la barra compuesta, como se muestra en la
Figura 4.16. En esa figura T seria el torque de reaccién causado por la

L A B Ty

i —

Figura 4.16: Ejemplo torsion. Diagrama de cuerpo libre.

pared sobre el eje, como el cuerpo esta en equilibrio tenemos

TR = Tg — T1 = 5001bfpie. (431)

La formula (4.7) no se puede aplicar directamente en el problema mostrado
en la Figura 4.16, pues esa expresién fue formulada originalmente para un
eje con los torques aplicados en sus extremos y para un eje hecho de un
solo material. Para aplicar (4.7) necesitamos separar el eje en varias partes,
con cortes imaginarios convenientemente dispuestos. El primer corte se
hard en 1, poco antes del punto de aplicaciéon de T7, tal como se muestra
en la Figura 4.16.

En la Figura 4.17 tenemos la primera seccién del eje extraida con el corte
mencionado anteriormente, como el corte se hace antes de 71, esta porcién
de eje solo estaria sometida a T en sus extremos. Ahora podemos aplicar
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TR< CTR @

Fijo Rota
Figura 4.17: Ejemplo torsiéon. Diagrama de cuerpo libre de la primera seccion.

(4.7) y para 6 (el dngulo de torsién en este tramo) tendr{amos

| 32TRLy/2 L
0= G 4,527 x 10~ °rad. (4.32)

En la Figura 4.18 tenemos un diagrama de cuerpo libre del tramo restante
de eje después de hacer un corte un poco después del punto de aplicacién
de Ty (ver Figura 4.16). En este caso es posible ver que para este tramo

T2 A B T2

o |

Figura 4.18: Ejemplo torsion. Diagrama de cuerpo libre de la segunda seccion
completa.

de eje solo tendriamos T5 aplicado en sus extremos.

Como en la Figura 4.18 tendriamos un tramo de eje hecho con dos materi-
ales, para aplicar (4.7) debemos separarlo en dos partes. El primer tramo
se esta divisién adicional se puede ver en la Figura 4.19. Usando (4.7) para

Y @

Figura 4.19: Ejemplo torsién. Diagrama de cuerpo libre de la segunda seccién,
primera parte.

calcular el cambio de dngulo relativo 6 seria

32T, L, /2 i
0= =g = 905510 rad, (4.33)

En la Figura 4.20 tenemos una representacion del ultimo tramo con el
material 2. Usando (4.7) tenemos el cambio de dngulo relativo como
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T2 B T2

. e

Figura 4.20: Ejemplo torsién. Diagrama de cuerpo libre de la segunda seccién,
segunda parte.

g 3250
n 7TG2d4

Luego el angulo de torsién total en B seria simplemente la suma de (4.32),
(4.33) y (4.34) con lo que

O = 4,527 %1072 + 9,05 % 1072 + 0,0145 = 0,028rad, (4.35)

= 0,0145rad. (4.34)

y su sentido es el de T5.

2. El eje A de la Figura 4.21 transmite un torque 7' de 1000lbfpie con una
velocidad angular w4 de 50rpm. El didmetro del eje A es D4 = 6 pulgadas.

D,

@AF
DF':%

Figura 4.21: Ejemplo torsion. Ejes conectados por engranajes.

Si el valor del esfuerzo cortante maximo del eje A es igual para el eje B,
;qué didmetro debe tener este eje?

Datos: D1 = 2pies, Dy = 1pie.

Solucién: Este un problema un poco distinto a los tipicos problemas de
estatica que se han visto hasta ahora, pues aqui tenemos velocidades angu-
lares. Sin embargo, vamos a asumir que no hay ningun tipo de aceleracién,
y por tanto se puede tratar como un problema ‘cuasi-estatico’.

Vamos a asumir que la ‘potencia’ se transmite sin pérdidas desde A a B,
luego si Pot4 y Potp son las potencias en dichos ejes, tenemos

Poty = Potg = Tawa =Tpwsp. (4.36)

Pero para los engranajes tenemos la igualdad de velocidad tangencial en
el punto de contacto de modo que

DlwA = DQ’U)B, (437)

143



por lo que en (4.36) se llega a

Ty = Z2T. (4.38)

Por otro lado, si T es el torque que siente el eje A, de (4.9) su esfuerzo
de corte maximo seria
Ta Dy Ta Dgy 1674
mara — = T o T T 4.39
Tmaza = 70T DL 2 wDy (4.39)

en tanto que para el eje B tendriamos

16Tp
Tmarg = @ (440)
Como en el enunciado del problema se dice que el didmetro de B debe ser
tal que el esfuerzo de corte maximo sea el mismo que en A, de (4.39) se
obtiene
D
Tp = FTA’ (4.41)
A

luego junto con (4.38) esta ecuacién es satisfecha si

D
Dp=D4{f D—j = 7,56pulg. (4.42)

. Enla Figura 4.22 tenemos una vista en corte de un eje de acero de didmetro
D; = 6 pulgadas y un eje tubular de aluminio con un diametro interior
Dy = 12 pulgadas y espesor de pared ¢ = 2pulgadas. Estos ejes estan
fijos a placas rigidas y mediante ellas se aplica al sistema un torque T’
de 50001bfpie. ; Qué valor tienen los esfuerzos méximos producidos por la
torsién en cada material?

Datos: L = 10pies, Médulo de corte del acero Gu. = 15 * 10°1bf/pulg?,
Médulo de corte del aluminio G,; = 10 * 101bf/pulg?.

Solucién: En la Figura 4.22 podemos apreciar que si tanto el eje de acero
como el de aluminio estdn ambos pegados a las placas rigidas, entonces el
angulo de torsion para ambos ejes deberia ser el mismo.

El torque T se aplicaria en un lado de la placa rigida, en tanto en el otro
lado tendriamos los torques producto de la interaccién con el eje de acero
Tuc y con el eje de aluminio T,;. Luego para que la placa rigida esté en
equilibrio se necesitaria que

T =Type + Ta. (4.43)

Sea 6 el angulo de torsién comin a ambos ejes, de (??) y (4.10) se tiene

que
Gac Gal
Toe = —20J e, T = —210.1,1, 4.44
L R T (4.44)
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Figura 4.22: Ejemplo torsién. Ejes cilindrico y eje tubular conectados a placas
rigidas.

D4
donde Joe = S5ty Ju = (D2 + t)* — D3]. Luego como en (4.44) el
angulo 6 es el mismo podemos despejar y tenemos, por ejemplo

Gac D

Toe = TN 4 A
Gu [(Dg + t)4 — Dg]

Tt (4.45)

Reemplazando esta expresién en (4.43) se llega a una ecuacién que nos
permitiria encontrar, por ejemplo, T,; de

G D4
T=Tyull L. S 4.46
l{ T G (Ds v ) —D31} (4:48)

que usando los datos para este problema implica que

T = 4504,7lbfpie = T, = 495 3lbfpie. (4.47)

Con los resultados anteriores de (4.9) y (4.10) podemos obtener los méxi-
mos esfuezos de corte como

16T,
Tmaze, = = 140,11bf/pulg”, (4.48)
D

7 =
1
Tal Dy +t
Tmaxe — 7
o HlDe+ )t = D3] 2

= 218Ibf/pulg®.  (4.49)
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4.5.2. Ejercicios

1. Un tubo circular hueco A se ajusta sobre el extremo de una barra circular
sélida B como se muestra en la Figura 4.23 en la parte superior. En un
inicio, un agujero a través de la barra B forma un dngulo § con una linea
que pasa por dos agujeros en la barra A tal como se muestra en la Figura
1 en la parte inferior en donde tenemos una vista ampliada de la seccién
del tubo y el cilindro en el punto de conexion.

Se hace girar la barra B hasta alinear los agujeros y se pasa un pasador
por ellos. Cuando la barra B se libera y el sistema retoma el equilibrio:
;Cual es el méximo esfuerzo de corte en A y B?

l D
-] i) g
f m g
P A ‘ d B :
: S— - f
| |
L ,, J L

Figura 4.23: Tubo y cilindro.

2. En la Figura 4.24 tenemos un cilindro de acero que estd parcialmente
inserto en un tubo de aluminio. En esa zona de longitud [ el cilindro y el
tubo estdn perfectamente pegados. En los extremos del conjunto se aplican
torques iguales pero opuestos de magnitud 7.

a) Determine T para que el dngulo de torsién entre los extremos sea
igual a 7°.

b) Determine el maximo valor para T para que el esfuerzo de corte en
el tubo no sea mayor a 7 = 30MPa.

¢) Determine el méximo valor para T para que el esfuerzo de corte en
el cilindro no sea mayor a 7 = 60MPa.
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Datos [ = 20cm

Figura 4.24: Tubo y cilindro.

Acero: G, = 75GPa, L,. = 90cm, d,. = Tcm
Aluminio: G4 = 27GPa, L, = 70cm, dg; = 10cm.

3. En la Figura 4.25 se tiene un cilindro cénico de diametros D, d que esta pe-
gado a un cilindro recto de didmetro d. Ambos estdn empotrados a paredes
rigidas. Los cilindros estdn hechos de materiales distintos con médulos de
corte Gy, o, respectivamente. Determine las reacciones en las paredes y
el maximo esfuerzo de corte por torsién.

L/2
B T -
- e
1 T,
o ( 2 d
= e
L L
Figura 4.25: Cilindros pegados a paredes rigidas.
Datos:
D =10[cm]|, d=6[cm], L =40[cm], T, =>500[Nm], T, = 300[Nm],
Gl = 50[GP&], G2 = GO[GPa]

4. En la Figura 4.26 tenemos dos ejes de didmetros d; y ds, respectivamente,
los cuales estan conectados por medio de engranajes de didmetros Dj,
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Ds. El eje de aluminio estd bajo el efecto de un torque T'. El eje de
acero estd empotrado en la pared del lado izquierdo y el eje de aluminio
esta apoyado en dos soportes sin roce.

dy
/ l D1
/ ! [ aluminio
/ / d2 "//
P acero T 1 l 7f/ - .

Dy : i
| !
| NN\ NN\ \ \_\ N\
L 1 3 _ L2

Figura 4.26: Dos ejes unidos por engranajes.

Determine d; y d2 para que ninguno de los dos ejes falle. Use el criterio
de Tresca con F'S =2.

Calcule el angulo de torsién en el punto de aplicacién de T.

Datos: T'= 10kNm, D; = 30cm, Dy = 20cm, L; =1m, Lo =1.2m

Acero: E = 190GP1, G = 75GP1, 0, =300MPa

Aluminio: £ = 70GP1, G = 30GP1, o, =100MPa.

. El eje circular AB mostrado en la Figura 4.27 estd pegado en sus dos
extremos a paredes rigidas. El eje tiene una parte con un orifico en su
centro. El didmetro del eje es D en tanto que el didmetro del agujero es d

y su médulo de corte es G. jA que distancia = se debe aplicar T, de forma
tal que las reacciones en las paredes en A y B sean iguales?

. En la Figura 4.28 se tiene un eje de acero de didmetro d = 100mm. El eje
tiene un soporte rigido en B unido a dos barrras de acero DE y F'G, cuya
drea de seccién transversal es igual a 20mm?. En el extremo C se aplica
un torque 7" = 100Nm.

Determine:

Esfuerzo en las barras F'G y ED. Diagrama de momento torsor para AB.
Angulo de torsién de C respecto a A en grados.

En la figura las dimensiones estdn en metros. El eje ABC tiene E =
200GPa, G = 70GPa y las barras F'G y DE tienen E = 200GPa.
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Figura 4.27: Cilindro parcialmente hueco bajo la accién de un torque.

Figura 4.28: Barra en torsion.
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Capitulo 5

Flexion y deflexion en vigas

Este es un segundo tipo especial de problema que estudiaremos en donde
consideraremos en particular el problema de una viga sometida a algin tipo
de fuerza o densidad de fuerza que genere momento interno M. El tipo de
deformacion y en particular el tipo de esfuerzos que se generan aqui son esfuerzos
normales cuyas magnitudes pueden ser muy altas. Considerémos el problema
mostrado en la Figura 5.1. Aqui tenemos una viga en el plano = — y en cuyos

Acortamiento
Seccién ‘y /
M f
g M

s N
z )
7 ; )

4

S

-
Alargamiento

Figura 5.1: Viga bajo flexién.

extremos se estan aplicando momentos puros M que tienen orientacion en la
direccion del eje z. Es facil apreciar que para una viga bajo estas cargas en la
parte superior se va a producir un acortamiento en tanto que en la parte inferior
se produciria un alargamiento de la misma, dando lugar a la clasica forma curva
de una viga bajo este tipo de cargas.

En la siguiente seccion estudiaremos en particular como determinar de forma
aproximada los esfuerzos en un problema de este tipo, en tanto que en la Seccién
?? veremos métodos para determinar las deformaciones (deflexiones).
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5.1. Flexion en vigas

5.1.1. Eje neutro, segundo momento de inercia y esfuerzos

Vamos a obtener una aproximacién para los esfuerzos en un problema como
el mostrado en la Figura 5.1, para ellos primero vamos a asumir que

oy~0, 0.,~0, 7,.~0. (5.1)

El esfuerzo més importante serd o,, para comprender esto, es necesario ver la
Figura 5.1, en donde tenemos alargamiento y acortamiento en x.

Respecto a la forma que deberia tener esta funcién o, = 0,(y), hay varias
>0 si y<oO

<0 si y>0° la més simple de todas

posibilidades que cumplen con Um{
serfa una aproximacién lineal®

Oz = ColY, (5.2)
tal como se muestra en la Figura 5.2. En esta figura tenemos un vista lateral

Vista de la seccién Vista lateral

dA

—~—
—
R

Figura 5.2: Viga bajo flexion. Modelo para la distribucion de los esfuerzos.

de la viga con un corte imaginario en donde vemos la distribucién lineal de
esfuerzo (cargas internas) y otra vista frontal de la seccién donde se muestra un
diferencial de drea dA.

Para esa parte de la viga que queda después del corte imaginario, se debe
cumplir el equilibrio estdtico, en particular > F, = 0, luego como solo hay
momento puro M y fuerzas debido a o, como se muestra en la Figura 5.2,
tenemos que > F, = 0 es equivalente a?

/ o, dA =0, (5.3)
A

y de (5.2) con ¢, constante esto implica que ¢, [,y dA = 0, que se cumple si y
solo si

/Ay dA4 =0. (5.4)

LOtras posibilidades podrian ser por ejemplo o, = coy™ con n impar.

2Como o, = 0(y), este esfuerzo es constante en z, luego para obtener fuerzas a partir
de él, es solo necesario integrar en el area A de la seccién usando dA como se muestra en la
Figura 5.2.
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Ni en la ecuacion (5.2) ni en la Figura 5.2 habiamos indicado el origen del
eje para y. La ecuacion (5.4) nos dd dicha posicion de modo tal que se cumple
de forma automdtica Y F, = 0. Esta posicidn especial para el origen del eje
y es llamada ‘eje neutro’ (o centro de drea), y un correcto cdlculo del mismo
es fundamental para los pasos posteriores. Mostraremos ahora un método mds
prdctico basado en (5.4) para determinar la posicion de este eje’.

Sea 7 la posicion del eje neutro medida desde la base de la seccion, tal como
se muestra en la Figura 5.3. Considerémos el sistema de coordenadas auxiliar

Eje neutro (_Ty\\ Y

Figura 5.3: Viga bajo flexion. Método de calculo de eje neutro.

y' =+ y desde la base de la seccién también y calculemos la integral [, 5’ dA
de donde tenemos

/y’dA:/(ngy)dA:gj/dA+/ydA:gA,
A A A A

en donde hemos usado la propiedad (5.4). De la ecuacién anterior obtenemos

fAy’dA

j=als, (55)

que es una expresion practica para calcular la posicion del eje neutro desde la
base de la seccién que es conocida.

No solo necesitamos > F, = 0 para el equilibrio, ademds se necesita sea
satisfecha Y M, = 0. Respecto a los momentos, tenemos el momento puro M
(en un extremo de la seccién de viga) y el momento causado por la distribucién
0;. Vamos a hacer el equilibrio de momento respecto al eje neutro, luego de la

3Si bien en la Figura 5.2 el eje es en realidad un punto, en la vista frontal vemos que es
una linea en la direccién z.
El significado del eje neutro no solo corresponde a la posicién del origen para que Y. Fy =0,
sino también es el punto en donde o, = 0, y de la relacién lineal entre esfuerzos y defor-
maciones, ese punto también es en donde no hay ni alargamiento ni acortamiento. Vamos a
hablar en mas detalle de estas propiedades después.
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Figura 5.2 tenemos que Y M. =0 es equivalente a*

eje neutro

-M = / yo, dA = co/ y? dA. (5.6)
A A

Definamos el segundo momento de inercia® (no confundir con el segundo
momento polar de inercia) como

I = / y2 dA. (5.7)
A

De la definicién (5.7) y (5.6) tenemos que

M
Co = —I—, (58)
luego en (5.2) se llega®
M

La férmula (5.9) es en realidad ttil y general” no solo para el problema
mostrado en la Figura 5.1, sino para cualquier distribucién de momento interno
M = M(z), el cual se obtiene con los métodos vistos en la Seccién 3.2.

5.1.2. Deformacion y deflexion

Hemos determinado una distribucién aproximada para los esfuerzos y ahora
determinaremos expresiones para las deformaciones. Para esto veamos la Figura
5.4 en donde tenemos nuevamente la viga con momentos puntuales aplicados en
los extremos. La viga sufrira la deformacién descrita en la Figura 5.1. Asumamos
ahora que realizamos varios cortes imaginarios y que dibujamos cada uno de
estos trozos cuando se ha deformado la viga. Como solo se estd aplicando M en
la figura original, cada uno de los trozos imaginarios solo estaria sometido a M
en sus extremos como cargas internas.

Teniendo en mente las consideraciones anteriores, veamos ahora la Figura 5.5
en donde tenemos dos trozos adyacentes deformados. Ambos trozos pueden tener
la misma longitud inicial y debemos recordar que estan sometidos a las mismas
momentos M en los extremos. La pregunta es: ;Como deberian deformarse
las superficies de corte imaginario? Tenemos varias posibles alternativas. En la

4El signo (-) que aparece en esta ecuacién tiene como motivacién que en (5.2) necesitamos
una constante negativa.

5Es necesario hacer notar que en este definicién la integral se calcula teniendo como origen
ahora el eje neutro, determinado anteriormente en ((5.5).

6 Aquf al igual que en el problema de torsién (4.8) tenemos nuevamente un tipo de solucién
que no dependeria del tipo particular de material a considerar, pues en el cdlculo de M en
general (salvo en problemas hiperestdticos) no interviene el tipo de material, en tanto que I
es solo una propiedad de area.

"Esto no es dificil de demostrar a partir de un elemento diferencial, pero por brevedad no
lo haremos aqui.
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Figura 5.4: Viga bajo flexién. Deformaciones admisibles.

Figura 5.5: Viga bajo flexion. Deformaciones admisibles.

figura del lado derecho podriamos asumir que las superficies son convexas (linea
de color celeste). Sin embargo para que después de deformarse los trozos sean
compatibles, es necesario que el otro trozo tenga una superficie concava. Pero
esto no es posible, puesto que la deformacién de ambos trozos deberia ser similar,
debido a que el material es el mismo, la longitud es la misma (linea morada en la
figura del lado izquierdo), la seccién es la misma y las cargas externas son iguales.
Como conclusion, ni superficies convexas ni concavas permiten compatibilidad
de la forma final de la viga, y la tnica posibilidad es tener superficies rectas,
como se aprecia con las lineas de color café en la Figura 5.5.

Como conclusion de las observaciones anteriores, si se trazan lineas exten-
diendo las superficies rectas, esta lineas pueden intersectarse en un punto O,
llamado el centro de curvatura, como se aprecia en la Figura 5.6. En dicha figu-
ra podemos ver que a partir de dicho punto O es posible trazar los arcos que
describen la forma deformada del trozo, en cuya parte superior hay acortamien-
to, en el eje neutro no hay cambio de longitud, en tanto que en la parte inferior
habria alargamiento.

Con los resultados anteriores es posible ahora proceder a determinar la ‘de-
formacién’. Para ello veamos la Figura 5.7 en donde nuevamente tenemos el
trozo de longitud diferencial deformado. La longitud del trozo diferencial (me-
dido en la linea del eje neutro) es dz, luego el dngulo que se produce entre las
extensiones de las dos lineas que define el centro de curvatura sera muy pequeno
y lo denotaremos como df. Si se trazan dos lineas verticales es facil ver que los
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(0] . o .
j=—— Todas las lineas coindicen aqui

~_ Linea neutra

\ Alargamiento

Figura 5.6: Centro de curvatura.

\_ Superficie (linea) neutra

Figura 5.7: Célculo de deformacion.

angulos que se forma a cada lado son df/2 como se ve en la misma figura. Desde
el eje neutro hacia arriba y hacia abajo se define la distancia y.

De (5.9) se tenfa o, = —%, y si no se consideran o, ni o, de (3.72) se tiene
M
£ LY (5.10)

Pero por definicion la deformacién longitudinal se calcula como € = % y en
. . . A(d L
nuestro caso en la direccion x seria e,, = %, pues el largo inicial del trozo

diferencial es da. Respecto a A(dz), de la Figura 5.7 se tiene que hacia arriba, a
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una distancia y, hay una disminucién® de largo aproximado? igual a y4 a cada
lado del diferencial y como resultado
_Qy%
, 5.11
e (5.11)

~
Exx ~

luego de (5.10) y (5.11) se llega a
w_ Mo M
Yaw = ELY dz ~ EL’

(5.12)

Se define la deflexion § = §(x) como el desplazamiento wvertical que sufre la
viga cuando se deforma'®.

En la Figura 5.8 tenemos una vision muy esquematica de una viga al inicio
sin deformar (linea horizontal negra) y una vez que se ha deformado (linea
roja), en donde es posible apreciar el significado de §(x).

o/
/ o

Viga deformada

Viga con su forma inicial

<>

Figura 5.8: Célculo de deformacion. Relacion con la deflexién.

En la misma figura podemos ver que el angulo 6, originalmente medido desde
el centro de curvatura, se repite también como el angulo tangente a cada punto
de la viga, de modo que

dy
tanf = —. 5.13
an e (5.13)
Si el dngulo es muy pequenio (en radianes) tenemos la aproximacién
dy
0 ~tanf = —= 5.14
ant =0 (5.14)

luego % = %, de modo que de (5.12) se obtiene finalmente

d?y _ M(z)
de? ~ EIL

(5.15)

8Para y < 0 habria un aumento de longitud.

9Usando la relacién arco = radio * angulo.

10No se debe confundir 4 con y que es la posicién vertical de un punto; lamentablemente en
muchos textos conocidos no se hace esta distincién.
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que es la ecuacién diferencial a resolver para obtener §(x).

Como se habia indicado para (5.9), esta férmula es general y se puede usar
para cualquier tipo de problema en donde M = M (z) es conocido (después de
realizar los cortes como se vié en la Seccién 3.2). Si el material de la viga es
homogéneo entonces E es constante, de otro modo podria depender de . Si la
seccion de la viga es la misma en todas partes a lo largo del eje z, entonces I,
también es constante, en caso contrario podria ser una funcién de x.

5.1.3. Observaciones adicionales
Curvatura anticlastica y radio de curvatura

La curvatura en el plano z—vy que sufre la viga producto de la flexién produce
una curvatura adicional en el plano y — z como veremos ahora. Pare ver esto
consideremos primero la Figura 5.9 en donde nuevamente tenemos un trozo de
viga mostrando la forma tipica que adquiriria producto de la flexién, con una
superficie que se acorta y otra que se alarga.

~ Acortamiento

-

/

14

Linea neutra

\ Alargamiento

Figura 5.9: Centro de curvatura.

Veamos ahora el mismo trozo diferencial pero en tres dimensiones, tal como
se muestra en la Figura 5.10. Si denotamos €;ony como la deformacién longi-
tudinal y €;4; como la deformacién lateral, de (3.61) tenfamos €iqt = —Veiong,
luego si en la parte superior (en la direccién x) tenemos un ‘acortamiento’, como
resultado de (3.61) en la direccién z tendrfamos un alargamiento, en tanto que
en la parte inferior, como en z hay alargamiento en z habria acortamiento.

En la Figura 5.11 podemos ver de forma aproximada el trozo diferencial con
todas las posibles deformaciones en una vista tridimensional.

El radio de curvatura R se define como la distancia desde el centro de cur-
vatura O al eje (superficie) neutro(a) en el plano x — y.

En la misma Figura 5.11 podemos ver que el eje neutro en tres dimensiones
es en realidad una superficie neutra.

157



Elong < 0= €10t >0

~_ Alargamiento

g \ Acortamiento

e
Elong > 0= €10t <0

Figura 5.10: Curvatura anticlastica.

Figura 5.11: Curvatura anticlastica.

De las consideraciones anteriores podemos ver también que en el plano y — z
hay un radio de curvatura adicional y se puede demostrar que este es igual a
R/v.

Relacion entre el radio de curvatura y la deformacién

En la Figura 5.12 tenemos un trozo de viga de largo inicial pequenio Az (no
necesariamente infinitesimal) en el plano  — y. Podemos apreciar el radio de
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~__ Eje neutro

Figura 5.12: Radio de curvatura.

curvatura R, el dngulo A¢ que define dicho radio y una distancia y desde el
eje neutro. Por la definicién del eje neutro cuando y = 0 tenemos que el largo
Ax no cambia cuando se deforma el trozo de viga, en tanto que, por ejemplo,
cuando y > 0, como se muestra en la figura, tenemos el largo Az’ < Ax.

De la misma Figura 5.12 tenemos que

Ax Ax’

_ Az — Az = —LAq. 1
R Ry = x x A (5.16)

A¢

Por la definicién de la deformacién longitudinal en z (ver (3.39)) de (5.16)

tenemos
Az’ — Ax Y

Tx == - = ——, 5.17
c Ax R ( )
por otra parte de (5.10) tenfamos ., = —Eilzy, luego de (5.17) se llega a
EI,
R=—. 5.18

Como en general M = M(z), de la expresién anterior vemos que R = R(z), o

sea el radio de curvatura cambia con la posicién.

Se define la curvatura'! x como

K= = (5.19)

HDe la definicién de R podemos ver que si en un punto de la viga deformada la deformacién
es ‘grande’ entonces R deberfa ser pequeno, luego esto implica que || seria grande. Es la
curvatura la que se usa como indicador de cuanto se ha deformado localmente una viga, y en
este texto asumiremos que |k| es pequenio siempre.
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Luego con esta definicién de (5.17) y (3.60) tenemos

Eow = —KY, 0z=—FErKy. (5.20)

Flexion de viga de dos materiales

Obtendrémos ahora algunas expresiones para los esfuerzos para el caso que
considerémos una viga hecha de dos materiales. Vamos a asumir que las defor-
maciones son pequenas y que trabajamos en el rango de comportamiento eldstico
para estos dos materiales. De manera adicional vamos asumir que la superficie
de la interface entre los dos materiales es perfectamente plana (pertenece al
plano x — z) como se puede ver en la Figura 5.13, finalmente se estudiara el caso
en que las superficies estén perfectamente pegadas. En esta figura tenemos una

Vista lateral

y Vista de la seccién

L L SVANRN
¢ ; N v

<
\ Linea recta

Figura 5.13: Flexion en viga de dos materiales.

vista lateral de la viga compuesta y también una vista frontal de la seccién.

En la parte inferior de la figura tenemos un trozo diferencial para esta viga
compuesta. De la discusién concerniente a la Figura 5.5 sabemos que la superficie
de corte imaginario deben ser planas, la pregunta para la viga compuesta es: ; La
superficie plana del corte imaginario para 1 y 2 deben ser iguales o distintas?
Si son distintas, es decir si tienen un angulo de inclinacién diferente, y por
tanto distinto radio de curvatura para 1y 2, es facil ver que los distintos trozos
diferenciales no serian compatibles una vez deformados, luego es necesario que
el angulo sea el mismo, en otras palabras R debe ser el mismo, luego x es la
misma curvatura para 1 y 2.

De (5.20); tenemos que €,, = —ky serfa una expresiéon valida para la defor-
macién tanto para 1 como 2, pero debemos hacer notar eso si que todavia no
sabemos en donde estaria el eje neutro. De (5.20)2 para 1 y 2 tenemos entonces

0w, = —E1RY, 04, = —Eary. (5.21)

160



Una pregunta interesante respecto a las expresiones anteriores es: ;Es continuo
o, en la interface? si no lo es jcomo es posible que sea discontinuo?

Para un corte imaginario respecto a las cargas internas en un extremo ten-
driamos M y en el otro tendriamos o, dado por (5.21). Si la viga completa
estaba en equilibrio el trozo también deberia estarlo, de modo que > F, = 0
debe cumplirse y como resultado

/ Oy dA+/ Ogy dA = 0,
Al A2

= FEy dA+/ EyydA = 0,
Al A2
& El/ ydA+E2/ ydA = 0. (5.22)
A1 A2

La ecuacién (5.22) nos permite encontrar la posicién del eje neutro para la

seccién compuesta (ver (5.4) para la viga hecha de un material). Siguiendo

un método similar al mostrado para llegar a (5.5) de (5.22) se puede obtener

la forma alternativa para obtener la posicién del eje neutro y desde la parte

inferior de 2

ElfAly'dA+E2fA2y’dA
E1A1 + E2A2 '

Respecto al equilibrio al momentum angular de >~ M, = 0 y de (5.21) ten-
emos

j= (5.23)

M = —/ Oz y dA — O,y dA,
A1 A2

= H<E1/ > dA+E2/ > dA>. (5.24)
A1 A2

Si se define'? I = I, y2dAy I, = I, y? dA, de (5.24) se llega a

M = H(Elll + EQIQ), (525)
por lo que
M

= 5.26
" Ei + B>l (5.26)

luego en (5.21) finalmente se obtiene

E\M EoM

oy = — 11y gy = — 2V (5.27)

(B 4 ExIo)’ (Erlh + Balp)’

12Es necesario hacer notar aqui que los segundos momentos de drea I; y I2 estdn siendo
definidos o calculados respecto al eje neutro de la seccién completa calculado en (5.23).
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5.1.4. Ejemplo de problema con esfuerzos por flexién

Aqui aplicaremos algunas de las expresiones obtenidas en las secciones an-
teriores a un problema particular. Para la viga mostrada en el lado izquierdo
de la Figura 5.14 determine la ubicacién y el valor maximo (en traccién o com-
presién) del esfuerzo normal debido a flexién. En el lado derecho de la misma
figura tenemos una vista ampliada de la seccién de la viga.

F

‘

BERERRE
fL B@%L\ I b
L L 1 I |

Figura 5.14: Ejemplo de problema con flexion.

Solucién: Ahora a continuacion resolveremos el problema en detalle en var-
ios pasos

1. Célculo de reacciones: Primero es necesario determinar las reacciones
en los puntos de apoyo de la viga, para ello observemos el digrama de
cuerpo libre mostrado en la Figura 5.15. El efecto de la carga uniforme

F
weo L

Figura 5.15: Ejemplo de problema con flexién. Diagrama de cuerpo libre.

w, se reemplaza por una puntual igual a w,L en el centro de su zona de
accion.
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De la misma figura vemos que para efecto del cdlculo de las reacciones el
problema es estaticamente determinado.

De ZA M, = 0 tenemos que 2LB — LF — woL% = 0 de donde tenemos

1 5
B=3 (F + 5w0L> : (5.28)

La ecuacién Y F, = 0 se satisface simplemente si A, = 0. Respecto a
> F,=0esigual a A, + B =F + w,L, y usando (5.28) se tiene

A, = L (F— wTL> . (5.29)

. Determinacién de M: Para determinar o, por flexién es necesario deter-
minar la distribucién M = M (z), de la Figura 5.14 vemos que es necesario
considerar tres zonas de corte.

Para un corte hecho entre 0 < z < L tenemos la Figura 5.16.

Figura 5.16: Cargas internas. Primer corte.

De 3 o M. =0 se llega a
M= A,z (5.30)

El segundo corte se debe hacer en L < < 2L tenemos la Figura 5.17.

Figura 5.17: Cargas internas. Segundo corte.
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De ZQ M, = 0 después de algunas manipulaciones se obtiene

M = (A, — F)x + FL. (5.31)

Para el dltimo tramo se considera 2L < x < 3L y se tiene un diagrama de
cuerpo libre como el mostrado en la Figura 5.18.

i
QITéDM
: :

Figura 5.18: Cargas internas. Tercer corte.

La densidad de fuerza uniforme w, actuando en la zona de largo x — 2L
se puede reemplazar por una fuerza puntual igual a w,(x — 2L) tal como
se muestra en la Figura 5.19.

%*‘L
F wo(a — 2L)
Vv
OITSM
A B
E Ex—QLl
3 x—L‘ l
x |

Figura 5.19: Cargas internas. Tercer corte, fuerzas equivalentes.
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Haciendo >, M. = 0 se tiene que

M = Ayz — F(z — L) + B(z — 2L) — wo(x — 2L) (g - L) . (5.32)

De (5.28), (5.29) y (5.32) es facil ver que M (3L) = 0.

De (5.30), (5.31) y (5.32) se puede obtener la forma aproximada para la
funcién M(z) en 0 < 2 < 3L como se muestra en la Figura 5.20.

M

Figura 5.20: Grafico para el momento interno en la viga.

Calculo de las propiedades de area. Calculo de eje neutro: Para
la seccion mostrada en el lado derecho de la Figura 5.14 vamos a calcular
las propiedades de area de la siguiente forma.

Vamos a descomponer la seccién en formas simples, en este caso en tres
rectangulos como se muestra en la Figura 5.22. Primero calculemos el eje
neutro de una seccién rectangular como se muestra en la Figura 5.21. Para

/ |
b T dy’
v
\ v

Figura 5.21: Propiedades de area para seccién rectangular. Eje neutro.

esta figura tenemos dA = a dy’, luego usando (5.5) tenemos

b ab?
G Joyedy 5 b 5.33
vy= ab T oab 2 (5-33)
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o sea como esperabamos el eje neutro se ubica en la mitad de la seccion
medido desde la base.

Ahora respecto a la secciéon de nuestro problema mostrada en la Figura
5.22, la hemos separado en tres secciones o partes. Es posible mostrar que

Figura 5.22: Propiedades de area para secciéon completa. Eje neutro

en este caso el eje neutro de la seccion completa ¥y se puede calcular

como'? - - -
Y1 A1 + 92 As + Y3 A3

Ytot = A + Ay + As )
donde y;, @ = 1,2, 3 son los ejes neutros de cada una de las secciones desde

la base comun de la seccién completa y A; son las areas de cada una de
estas secciones.

(5.35)

De la Figura 5.14 es posible ver que

2

%(c—e)—i—%e—l—(b—%)e(a—e)
e(c—e)+eb+e(a—e) '

Yrot = (5.36)

13La demostracién no es dificil si primero se parte con una seccién dividida en dos partes.
Para ello se puede considerar (5.23) con E1 = E2 de donde se llega a

Ja, v/ dA+ [,y dA
AL+ Ao

Yy =

T1A; :/ y dA, gods :/ y dA,
A Ag

donde g1 y g2 son los ejes neutros calculados desde la base comin de la seccién completa.
Como resultado

j= 1AL + y2 A
Ay + Ay
En un caso general donde el drea de una seccién se dividiese en n partes tendriamos
no -
nEAL
g= Zm B (5.34)
i1 Ai
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4. Calculo de propiedades de area. Segundo momento de area: En
nuestro caso de la Figura 5.22 tenemos tres dreas A; con A3 UAsUA3 = A
donde A serfa el area total y A; N A; = O sii # j, luego usando la

propiedad
3
faa=3" [ jwaa
/141UA2UA3_A ( ) ; A, ( )

para el segundo momento de area de la seccién completa tendriamos

3
L, = / Faa=Y" / VP AA=L, + L, + I, (5.37)
A i=1 7 A

en donde y ahora se define con un origen en el punto g,; de (5.35), en
tanto que
I, = / y?dA, i=1,2,3 (5.38)
A.

7

serfan los segundos momentos de area de cada una de las secciones por
separado respecto al eje neutro.

Calculemos I, para una seccién rectangular respecto a tu propio eje neutro.
De (5.7) y (5.33) tenemos, usando como apoyo la Figura 5.23, que

b/2 ab3
I, = / y?dA = 2/ ylady = —. (5.39)
\L dy
b $ Y
Eje neutro I y

Figura 5.23: Propiedades de drea para seccién rectangular. Segundo momento
de Aarea.

Calculemos la misma integral respecto a un eje paralelo separado una

distancia 0 respecto al eje neutro, a esta integral lo denominaremos I,
luego tenemos

I_Z:/(y—i-&)?dA:/y2dA+25/ydA+62/dA,
A A A A
N—_—— N——

=0 =A
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en donde se ha usado la propiedad (5.4), luego como resultado final
I =1, +§%A. (5.40)

O sea el segundo momento de inercia respecto a un punto distinto al eje
neutro es el momento de inercia calculado respecto a su propio eje mas la
distancia al cuadrado por el drea de la seccién.

Para nuestro problema de las Figuras 5.22 y 5.14 y de (5.39) tenemos que

3 €b3 3

e e
IZ1 - (C - e)ﬁu Izz - ﬁa IZ3 - (a - e)ﬁ, (541)
pero de (5.40) y (5.35) tenemos que
_ en 2
L, =1, + 6(0— 6) (gtot - 5) s (542)
_ b 2
I, =1, +eb (5 - ytot> ) (5.43)
L, =1, +e(a—e) (b -5 gtat) : (5.44)
y de (5.37) tenemos que'*
Iztot - jzl + jzz + jZ3' (546)

5. Calculo del maximo para el esfuerzo normal por flexiéon: Con todos

los resultados anteriores ahora finalmente vamos a responder la pregunta
inicial.
Primero de la Figura (5.20) vamos a obtener el méximo (absoluto) para
M (z), a este maximo lo llamaremos M,,,, y se ubicaria en algin punto
ZTmaz- Bste valor puede ser positivo o negativo, luego de (5.9) y (5.46)
tenemos

Mmam
O%mae — — T Ymazx, (547)

Ztot

en donde de la Figura 5.14 tenemos también que determinar la maxima
distancia desde el eje neutro a los extremos de la seccion. Es posible ver
que si a < ¢ tenemos que Fior < b/2 de modo que Ypmar = b — Frot, 0 sea €l
méximo se produciria en la parte superior de la aleta 3.

14Es posible ver que en un caso general en donde la seccién se ha descompuesto en n partes
tendriamos

n
Lopor = Z I_Zi' (5.45)
i=1
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5.1.5. Ejercicios

1. En la Figura (lado derecho) tenemos la vista lateral de una viga hecha de
dos materiales bajo el efecto de una fuerza uniforme w, y una puntual F'.
En el lado izquierdo tenemos una vista de la seccién de la viga (ampliada
para ver mejor los detalles) en donde se puede apreciar los dos materiales,
los cuales estan perfectamente pegados.

— e T —
1 ie { i l l
>
o h
h/_m_’ # L | P
L

Figura 5.24: Viga doble en flexion.
Determine el maximo valor para el esfuerzo o, y su ubicacién.

Datos: 4 = 170GPa, Es = 100GPa, L = 2m, h = 10cm, ¢ = 3cm,
b = 10cm, w, = 10kN/m, F = 25kN.
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5.2.
5.2.1.

Deflexion en vigas

Resumen de ecuaciones

Para una viga bajo la accién de una carga distribuida w(z) de (3.15) y (3.16)
tenfamos las relaciones

v
de

aM

wia), o=V

en tanto de (5.14) y (5.12) tenfamos

g i do_ M

da’

luego de (5.48) y (5.49) esto implica que

dr ~ EI

d?M
, (5.49)
dy w(z

: es la carga aplicada (apuntando hacia abajo se considera positiva),

d?y M d3g Vv
A = 2 = =
dz?  EI, da3 EI
donde
V(z) : es la fuerza interna de corte,
M (z) : es el momento interno de corte,
O(x) : es el dngulo de deflexion,
J(z) : es la deflexién de la viga.
Es la ecuacién (5.50)3 la que resolveremos para obtener §(z) conociendo
w(x), EeI,.
5.2.2. Primer ejemplo

En esta seccién vamos a intentar resolver un primer ejemplo de forma directa
usando (5.50)3, para ello considerémos la viga mostrada en la Figura 5.25, la
cual esta sometida a una carga uniforme w, en solo una parte de su longitud.
Se asume que E e I, son constantes y conocidos. Determine la deflexién 3.

A B
~R8~

1 2
y wo
Py Yy vy i ity
Ab—z |
o -
L/2 ‘ L)2 |

Figura 5.25: Ejemplo de calculo de deflexiones sin el uso de distribuciones.
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Vamos a usar (5.50)3 para obtener la deflexién, luego debido a la forma de
la carga externa tendriamos que resolver

d'y 1 [0, 0<z<L/2
dz' ~ EL

- wo, L/2<xz<L’

Si definimos §~ (z) = g(z) si0 < ax < L/2y g7 (x) = g(x) si L/2 < x < L, el
problema anterior consiste en resolver dos ecuaciones
d*g~
dxt

d4y+ B w,
dz*  FL

=0 si O<xz<L/2,

si L/2<xz<L, (5.51)

con condiciones de borde y compatibilidad que discutiremos después.
Las soluciones de estas ecuaciones son

77 (2) = ag + a1z + anx® + aza®, (5.52)

. 1w,
g1 (z) = Bo+ Brx + foa® + Bza® — 2 EL z?,

donde «;, G;, i =0,1,2,3 son constantes.

Ahora discutiremos en mas detalle las condiciones de borde y compatibilidad.
Debido a la presencia de los apoyos en A y B de la Figura 5.25 podemos ver
que

97(0)=0, 9T (L)=0. (5.54)

Adémas estos apoyos no generan oposicion a la rotacién, luego el momento
interno en esos puntos es cero, de modo que
d?g~
dx?

d2ﬂ+
T da?

— 0. (5.55)

x=0 =1L

Para el punto C' de la Figura 5.25 vamos a asumir que las siguientes condiciones
de compatibilidad deben se cumplidas

L N dy~ d*gt

9 (L/2)=9"(L/2), —— = : (5.56)
da x=L/2 da? x=L/2

a2g- a2g+ a3 A3y

o =L . L ‘ =2 (5.57)

dx z=L/2 da z=L/2 dx z=L/2 da z=L/2

Ahora explicaremos el significado de estas condiciones de compatiblidad:

= La condicién (5.56); significaria simplemente que la viga al deformarse
seguiria siendo continua, es decir no se rompe.

= La condicién (5.56)y implicaria que el dngulo 6 serfa continuo, lo que
es correcto, puesto que si no lo es, estariamos en presencia de una viga
continua pero mostrando una ‘esquina’ aguda, lo que es contrario a los
supuestos usados aqui, en el sentido de que las deformaciones se asumieron
pequenas.
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= De un analisis directo por medio de cortes imaginarios es posible ver que
en este problema M (x) es una funcién continua, en particular en el punto
x = L/2, de modo que de (5.50); eso implicaria la condicién (5.57);.

= Finalmente, del mismo andlisis con los cortes imaginarios es también posi-
ble probar que V () es continua'®, luego de (5.50)3 eso implicarfa la condi-
cién (5.57)a.

Las 8 condiciones de borde y compatibilidad (5.54)-(5.57) servirfan para
encontrar las 8 constantes «;, G;, ¢ = 0,1,2,3, lo que requeriria resolver un
sistema de 8 ecuaciones algebraicas lineales, que en general no es muy practico.
El problema principal de esta forma de solucionar (5.50)2 es que debimos dividir
la ecuacion original en dos partes, surgiendo las 4 condiciones de compatibilidad
(5.56), (5.57). En la siguiente seccién estudiaremos de manera breve un tipo més
general de funcion, llamadas distribuciones o funciones generalizadas, que nos
permitira solucionar este tipo de problemas de una forma mas practica.

5.2.3. Distribuciones o funciones especiales

Considerémos la Figura 5.26 en donde tenemos la representacion grafica de
una funcién que llamaremos g(z) y que tiene una valor constante igual a 1/e en
una zona de largo e alrededor de un punto x = a. La integral de esta funcion

Figura 5.26: Aproximacién para la distribucién de Dirac.

en un intervalo que contiene a este punto es igual a

o ate/2 q 1 e e
/ g(a:)d:z::/ —dz=-e=1 si xoga—g, x12a+§. (5.58)

0 76/2 € €

Si F' es una constante, es facil demostrar que

/I1 Fg(z)dax = F. (5.59)

Zo

5 P .
15Veremos mas adelante que V(z) no es continua cuando aparecen fuerzas externas pun-
tuales.
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Tenemos que (5.58) y (5.59) se cumplen para cualquier e, en particular para
e — 0,. Para ese caso particular la funcién g(z) la denotamos como d(z — a)
donde'® § es llamada la ‘funcién’ delta de Dirac'7.

Es posible ver de la Figura 5.26 que Fd(z — a) vendria a representar una
fuerza F' actuando en una zona muy pequetia alrededor de a, y de (5.59), (2.17)
tenemos que f;}l Fo(x — a)dx = F, o sea la fuerza puntual equivalente seria
igual a F', o estaria actuando en el punto a en el limite e — 0.

Calculemos ahora la integral indefinida de d(z —a), de su definicién tenemos

e _J0, si z<a-§,
/5(x—a)dx—/0 (5(§—a)d§—{17 S c>ati
para e — 0. Si definimos la funcién escalén unitario r(z — a) como

0, si z<a,
r(x—a)—{l, s r>a (5.60)

tenemos que
/5(x —a)dz =r(z —a). (5.61)

En la Figura 5.27 tenemos una representacién grafica de esta funcion.

Figura 5.27: Distribucion escalén unitario.

Vamos ahora a mostrar otros resultados utiles

0, si z<a,

/r(x—a)dx_/Omr(é—a)df—{f;(g_a)dg si z>a’

B { (()56 —sciz), ' s<1 Y sy = @-are—a). (5.62)

16Hay varias otras formas alternativas para definir esta funcién delta de Dirac, por ejemplo,
a través del uso de una funcién Gausiana, pero no veremos esto en detalle en este texto.

17En realidad d(x —a) no es una funcién en el sentido usual de la palabra, pues en particular
no se puede evaluar de forma directa en & = a, pero la propiedad (5.58) es siempre vélida, y
por tanto se define en realidad como distribucién o funcién generalizada.
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Los siguientes resultados se pueden obtener de la misma forma

/(:v —a)r(z —a)dz = =(z —a)’r(z — a), (5.63)

/ %(x —a)’r(z —a)dz = =(z — a)®r(z — a). (5.64)

| =N =

5.2.4. Ejemplos con el uso de distribuciones

En esta seccién resolveremos (5.50)3 usando las distribuciones y resultados
definidos y mostrados en la seccion anterior.

1. Resolveremos primero el problema mostrado en la Seccién 5.2.2. De la
Figura 5.25 y de las definiciones anteriores de (5.50)3 usando la funcién
escalén unitario tenemos que resolver

d'y W,

i —EIZT(:E — L/2), (5.65)

luego integrando dos veces usando (5.62), (5.63) tenemos

d2ﬂ Wo 2
7 = g @ L/2Pr(e — L/2) + asz + a, (5.66)

e integrando dos veces mas se obtiene finalmente

N _ W _ 4 _ a3 3, Q2 o
J(x) = 24EIZ(£C L/2)*r(x—L/2)+ 5" + 5@+ oz +a. (5.67)

Ahora tenemos una sola solucién y 4 constantes, que se pueden encontrar
de las 4 condiciones de borde (5.54), (5.55)

= 0. (5.68)

Usando (5.68)3 se tiene que s = 0 y usando (5.68); se tiene que ay = 0.

Por otra parte de (5.68)4 tenemos que a3 = @2y finalmente con (5.68)s
y los resultados anteriores se tiene a3 = (l — L) wé’ILB

8§ 3%
tenemos la solucién completa del problema.

, de modo que

2. Para la viga mostrada en la Figura 5.28, la cual esta sometida a una fuerza
puntual y estd empotrada en su extremo izquierdo, determine la deflexion

g(x).
Solucidén: La fuerza puntual F' se puede representar como distribucién de
la forma F'é(x — a), luego de (5.50)3 tenemos que resolver

dy F

=J_ _ 5l —

&t - ELo@ T
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Figura 5.28: Ejemplo de calculo de deflexiones.

y con el uso de (5.61), (5.62) integrando dos veces tenemos

d?y F
d—xz =7 (z —a)r(r —a) + azx + as. (5.69)
Luego
dg - F 2 a3 o
4 = 9EL (x—a)*r(z—a)+ 5 Tt art+ o, (5.70)

de modo que finalmente se llega a

Al F 3 a3 3, ¥ o
§(2) = —gpp @ —a’rle —a)+ o’ + et Fanztao. (5.71)

Respecto a las condiciones de borde en este problema, en el apoyo del lado

derecho tenemos
G(L) =0 i =0 (5.72)
4 T da? I ’ '

en donde esta ultima condicién significa simplemente que el tipo de apoyo
de rodillo deja a la viga libre de rotar en ese punto, o sea que el momento
interno ahi serfa cero y de (5.50); se obtendria dicha condicién.

Respecto al extremo izquierdo, como este estd empotrado tenemos las
condiciones
dg

§0)=0, | =0, (5.73)

0

donde esta tltima condicién viene de (5.49)1, en donde para un punto
empotrado la viga se asume no podria sufrir rotacién, de modo que 6 = 0.
Notese que en este extremo izquierdo el momento interno en x = 0 no
es necesariamente cero y que en realidad tendria el valor (es necesario
estudiar en detalle el signo) del momento puro de reaccién de la pared
sobre la viga en ese punto.
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El uso de (5.70) en (5.73)2 implicaria que a3 = 0y de (5.71) en (5.73);
implicaria que ag = 0. Por otra parte de (5.70) y (5.71) en (5.72) tenemos
que

F
ET,

(L—a)®+ %LH %LQ —0,

L— L = —
( a)+a3 + a2 0, 6EIZ

de donde se puede facilmente despejar ag v as.

3. Para la viga mostrada en la Figura 5.29 use la deflexién para determinar
las reacciones de los soportes A, B y C sobre la viga.

aq as
| Fl ‘ F2
)
/ C
R LB &
Ll ‘ L2

Figura 5.29: Ejemplo de célculo de deflexiones.

Solucidén: Para entender la pregunta primero es necesario hacer un dia-
grama de cuerpo libre de toda la viga, tal como se muestra en la Figura
5.30.

F Fy

A C

Figura 5.30: Ejemplo de calculo de deflexiones. Diagrama de cuerpo libre.

Este es un problema plano en donde solo tenemos fuerzas en el sentido
vertical y, luego solo tenemos dos ecuaciones para encontrar las incégnitas

A ByC

Y F,=0 & A+B+C=F+Fh, (5.74)
ZMZ =0 < BLi+ C(Ll + Lg) = Fiay + FQ(Ll + ag). (575)
A
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Podemos ver entonces que este es un problema hiperestatico, en donde no
podemos encontrar de manera tnica las reacciones en los soportes solo con
el uso de las ecuaciones de equilibrio.

Es aqui en donde podemos hacer uso de la deflexién g(x), hay varias man-
eras equivalentes de resolver el problema con esta funcién, mostraremos
aqui uno de esos métodos. Primero, en lugar de resolver (5.50)3 usando
la Figura 5.30, vamos a resolver el problema con la Figura 5.31, en donde
tenemos una representacién ‘alternativa’ del problema. Aqui los soportes

Y A £
—= ]
9(0) =0 g(le +Ly)=0
# |,y =0 B 42 |14 Ly
9(L1) =0

Figura 5.31: Ejemplo de cdlculo de deflexiones. Diagrama de cuerpo libre con
condiciones de borde para el desplazamiento en los soportes.

Ay C han sido reemplazados por las condiciones de borde (en ¢ y sus
derivadas) que estos soportes generan. Por otra parte, la fuerza de reac-
cién (no conocida) en B se coloca como fuerza externa, y se pide como
condiciéon adicional que el desplazamiento o deflexién en ese punto sea
cero. Es esta condicién adicional sobre el desplazamiento la que nos da la
ecuacion faltante para encontrar en este caso la fuerza B. Una vez que se
conoce B, usando (5.74), (5.75) se pueden obtener A y C.

Con Fy, F5 y B como fuerzas externas, de (5.50)3 tenemos ahora que

resolver
d*g 1
' =~ EL [F16(x —ay) — Bé(x — L) + Fad(x — Ly — ag)).

Integrando dos veces tenemos

ey 1
oz = pr i@ —a)r(@ —a1) = B(z — Li)r(z — L)

+F2(I — L1 — ag)T(I — L1 — az)] + 3T + g, (576)
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e integrando dos veces mas se llega finalmente a

. 1
g(x) = _GEIZ [Fy(x — a1)3r(:17 —ay) — B(x — Ll)gr(x —Ly)
+Fy(x — Ly — a)’r(x — Ly — as)] + %:173 + %:172

+az 4+ ap, (5.77)

Usando las condiciones de borde mostradas en A y C en la Figura 5.31

con (5.76) y (5.77) tenemos que de 3(0) = 0, % =0y % =0
0 Li+Lo

se obtiene que

1

—  [F\(L1+Lo—ay)—BLy+Fy(Ly—
EIZ(Ll—i—Lg)[ 1(L1+Lo—aq) o+ F>(La—as)],

ap = O, Qg = 0, a3 =
en tanto que de §(L; + L2) = 0 obtendriamos otra ecuacién, en este caso

para a1, que al igual que as, también dependeria entre otras variables de
B.

Con estos valores de «;, i = 0,1,2,3 reemplazando en (5.77) y usan-
do 3(L1) = 0 tendriamos finalmente una ecuacién algebraica lineal para
obtener B.

. Para la viga empotrada en sus dos extremos mostrada en la Figura 5.32

use la deflexién para determinar las reacciones en A y B.

_ a | F

Y

A B,

NONON N
8

Figura 5.32: Ejemplo de célculo de deflexiones.

Solucién: Este problema es muy similar al anterior, en el sentido que es
un problema hiperestdtico que requiere el uso de la deflexién §(x) para
determinar de manera unica todas las reacciones. Para ver esto consid-
erémos el diagrama de cuerpo libre de toda la viga mostrado en la Figura
5.33.

En A y B debido al empotramiento y a que las cargas externas solo tienen
componente en el sentido vertical, tenemos dos reacciones: una fuerza y
un momento de reaccion. La viga debe estar en equilibrio luego

> F,=0 A+B=F, (5.78)
> M.=0 BL+Mp=Fa+Mj. (5.79)
A
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MAC MB

A

Figura 5.33: Ejemplo de célculo de deflexiones. Diagrama de cuerpo libre

Tenemos entonces 2 ecuaciones y 4 incégnitas A, Ma, By Mp.

La forma de solucionar este problema es mucho mas simple que el caso
anterior. Para ello vamos a obtener §(z) resolviendo (5.50)3 con condi-
ciones de borde adecuadas, para luego con la solucién y (5.50); obtener,
por ejemplo, M evaluado en z =0y = L, con lo que M4 y Mp serian
conocidos y por tanto de (5.78), (5.79) obtendriamos A y B.

En este problema, de la Figura 5.32 y de (5.50)3 tenemos que resolver
dy __F
dz*  EIL

5(z —a).

Integrando tres veces tenemos

dy F «
é =377 (x —a)?r(z —a) + 731'2 + asr + a, (5.80)
de donde se obtiene
F

(z —a)r(z —a) + B+ 202 gz + ag.  (5.81)

glz) = = 6EL 6 2

Respecto a las condiciones de borde, como en A y B la viga estd empotrada
de (5.49); esto implica que

N N dy dg
9(0)=0, g(L)=0, Tl = 0, 1l = 0, (5.82)
0 L
luego de (5.80) y (5.81) tenemos
F (L —-a)? L
apg = O, o = O, g = 2F] ( 2 ) 01357 (583)
y
Sy R LYy (5.84)
a3 = EL a BL a)”. .

2 A
De (5.50); tenemos que M (x) = EI, %. Para encontrar la relacién entre
el momento interno y los momentos de reaccién My y Mp veamos la
Figura 5.34.
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(a) o y (b)
A M B
= — g
Vv 4 1%
B

N

Figura 5.34: Ejemplo de céalculo de deflexiones. Condiciones de borde en los
extremos.

En esta figura tenemos en el lado izquierdo un corte imaginario hecho
muy cerca del punto x = 0. En dicho corte imaginario vemos en un lado el
momento interno M y en el otro el momento de reaccién M 4. Podemos ver

que cuando la distancia d es tal que d — 0 tenemos que M4 = E1I, % .
0

Por otro lado en la parte derecha de la figura tenemos otro corte imaginario
cerca del punto x = L. En un lado tenemos el resto de la viga y en el otro
tenemos el extremo cercano a x = L. Por accién y reaccién en el lado que
estd cercano a * = L el momento interno apunta en el sentido opuesto a
su definicién usual, de modo que por la orientacién que le habiamos dado

a Mp tenemos Mp = E1, %
L
De (5.81), (5.50); y de las observaciones anteriores tenemos que
Ma = axEL, Mp=—F(L—a)+ ELasL + ELas, (5.85)

donde ay y a3 ya se habian calculado en (5.83), (5.84), de modo que ahora
conocemos completamente My y Mp y de (5.78), (5.79) podemos despejar

1

B=—(Fa—Mp—M,), A=F—B. (5.86)

=~

5. La viga mostrada en la Figura 5.35 esta sometida a un momento puro C en
un punto a una distancia a del extremo izquierdo de la misma. Determine
la deflexién §(x) para este problema.

Solucidén: En este problema no podemos resolver (5.50)3 para toda la viga
como habiamos hecho para los problemas anteriores. Del diagrama para
el momento interno M (z) es posible ver que esta funcién en realidad es
discontinua, y por lo tanto la segunda y las derivadas de order mayor son
también funciones discontinuas en x = a, por lo que si queremos obtener la
deflexién usando (5.50)3, tenemos que resolver esta ecuacién por tramos,
tal como lo habiamos hecho en la Seccién 5.2.2.

180



Figura 5.35: Ejemplo de célculo de deflexiones.

Vamos a demostrar primero que M (x) es discontinuo, para ello calculare-
mos las reacciones en Ay B. De Y, M, =0y > F, =0 tenemos

C C
A==, B=-=. .
=, - (5.87)

Si hacemos un primer corte en el tramo 0 < x < a, como el mostrado en

la Figura 5.36, de Y. M, = 0 obtenemos

M= Az = % (5.88)

Figura 5.36: Ejemplo de calculo de deflexiones. Primer corte.

Si hacemos un segundo corte imaginario para el tramo a < x < L tenemos
un diagrama de cuerpo libre como el mostrado en la Figura 5.37 y de
> M, = 0 obtenemos

M:Ax—C:C(%—l). (5.89)

Con (5.88) y (5.89) es posible ver que el comportamiento de M(x) es
discontinuo en z = a tal como se muestra en la Figura 5.38.

En vez de usar (5.50)3 para obtener §(x), como ya conocemos M (z) pode-
mos en su lugar usar (5.50); para obtener la deflexién. La ventaja es que
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| — Y

AT ‘a:—a

Figura 5.37: Ejemplo de cédlculo de deflexiones. Segundo corte.

Ca

Figura 5.38: Diagrama para M(x).
son menos las constantes que se deben obtener con las condiciones de
borde y compatibilidad. De (5.50)1, (5.88) y (5.89) debemos solucionar
d’y 1 (S & 0<z<a
dz?2 ~ EIL \C(%£-1), si a<z<L’

Al igual que en la Seccién 5.2.2 podemos definir §~ (x) como §(x) para
0<z<ayy(x) como §(z) para a < z < L, luego debemos resolver

d?g~ 1 Cx d%g* 1 x
— = — = Cl—=-1).
da? EI, L’  da? El, (L )

Integrando una vez tenemos

dyg~ 1 2 dgt L
dy” _ Cz J O(

T 2
dz 28L L Y 4z __1) +6 (5.90)

dz  2EL \L

de donde obtenemos finalmente

1 Cz? L
_— ot =
+ a1z + g, G (2) 6EIZC(

P €T 3
] (x):()’EI T ——1) + 61z + Bo-

L
(5.91)
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Tenemos 4 constantes que buscar «ag, ai, By y (1. De la Figura 5.35 ten-
emos las condiciones de borde para los apoyos'® Ay B

y=(0)=0, y"(L)=0, (5.92)
y como condicién de compatibilidad en x = a tenemos

dy—
dx

N

gi(a) = ng(a)v T Az ) (5'93)

a

luego de (5.90) y (5.91) con (5.92) y (5.93) podemos obtener las 4 con-
stantes, lo que se deja como ejercicio para el lector.

18Nétense que no consideramos la condicién momento igual a cero en dichos puntos (rela-
cionados con la segunda derivada), puesto que esta condicién ya se cumple con M (z) de (5.88)
y (5.89). Esto ocurre porque en este problema como paso previo debimos calcular el momento
interno, no como en los problemas anteriores en donde M (z) es una cantidad que aparecia de
manera implicita en los calculos.

183



5.2.5. Ejercicios
1. La viga AC'B de la Figura 5.39 (lado izquierdo) cuelga de dos resortes.

Los resortes tienen rigideces ki, ko. La seccién de la viga se muestra en el
lado derecho de la figura en forma ampliada.

a) Determine las propiedades de area de la viga.

b) {Cual es el desplazamiento hacia abajo del punto C' cuando se aplica
P?

¢) {Cual es el maximo esfuerzo normal por flexién en la viga y donde
se ubica este esfuerzo?

(Se debe despreciar el peso de la viga)

oSS
///// //////

k1 ko T
¢ 7
‘ l 5 3 I
1 1 b
L/2 L/2
Figura 5.39: Viga sujeta a resortes.
Datos:

L =6m, k5 =300kN/m, #ko=170kN/m, F = 190GPa,
h =10cm, b= 15cm, 7 =>5cm, P = 5000N.

2. La viga de la Figura 5.40 se encuentra apoyada en tres soportes flexibles,
donde estos tres soportes se pueden modelar como resortes de constante
k = 1000[N/mm]. La viga estd bajo la accién de una fuerza uniforme
wp = 1000N/m y su seccién se muestra en el lado derecho de la figura (de
forma ampliada). Determine las reacciones en los soportes.

Datos:

L=1m], a=5[cm], d=3[cm], b=38[cm], h=9[cm], E = 190[GPal.

3. La Figura 5.41 muestra dos vigas de seccién circular y largo L las cuales
estan empotradas en sus extremos izquierdos. La viga inferior esta someti-
da a una fuerza puntual P y estd conectada a traves de un cable de
didmetro d. a una polea rigida, la que estd pegada a la viga superior.
Determine la fuerza que se transmitiria a traves del cable a la polea. Las
vigas y el cable tiene un médulo de Young de F, en tanto que las dos vigas
tiene ademas un médulo de corte G.
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Vista ampliada seccién
a

| i d

’ : W e |

Figura 5.41: Dos vigas cilindricas unidas por un cable.

Datos: L =3m, H =1.6m, D = 30cm, d = 10cm, £ = 210GPa, G =
70GPa, d. =0.8cm.
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Capitulo 6

Corte en vigas

En el capitulo anterior hemos estudiado en detalle el fenémeno de flexién y
deflexién en vigas, en donde en particular desarrollamos métodos aproximados
para obtener distribuciones de esfuerzos normales debido a la presencia de mo-
mentos internos M (x) en una viga unidimensional. En ese capitulo despreciamos
otras componentes del tensor de esfuerzos.

En este capitulo volveremos al problema de la viga bajo la accién de fuerzas
externas, tal como se muestra en el lado izquierdo de la Figura 6.1, pero ahora
nos interesaremos en un fenémeno adicional que ocurre en este tipo de proble-
mas, que es la presencia de esfuerzos de corte.

(a) (b)
F |4

) 0"

/ l

j

Provoca Provoca
distribucién de compresién
esfuerzo de corte y traccion

Figura 6.1: (a) Viga bajo el efecto de una fuerza externa. (b) Detalle que muestra
un corte imaginario con las cargas internas V' y M y los ‘efectos’ que estas cargas
generarian.

En la Figura 6.1 en el lado derecho tenemos un esquema que nos muestra
un corte imaginario con los dos tipos de cargas mds importantes a considerar!.

1En la Figura 6.1 en la vista del corte imaginario deberfamos agregar también la fuerza
horizontal H, sin embargo por simplicidad no la incluimos. Esta fuerza es importante al
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El momento interno M ya lo hemos asociado a los esfuerzos normales o, por
flexién (ver Ecuacién (5.9) y Figura 6.2), lo que exploraremos ahora en este
capitulo son los esfuerzos que la fuerza interna de corte V' podria generar.

o, Causado por M

Figura 6.2: Distribucion de esfuerzo normal causado por M.

6.1. Corte en vigas de seccion rectangular

Por simplicidad comenzaremos estudiando uno de los casos mas simples que
corresponde a una viga de secciéon rectangular, tal como se muestra en las Fig-
uras 6.3 y 6.4. En la Figura 6.3 tenemos una vista lateral de la viga completa

Figura 6.3: Viga bajo la acciéon de una fuerza externa.

bajo la accién de algiin tipo de carga arbitraria w(a). Debemos poner especial
atencion a la disposicion de los ejes coordenados x, y. En la Figura 6.4 tenemos

Y

Figura 6.4: Seccion rectangular.

momento de determinar esfuerzos normales uniformes por traccién/compresién pura. En el
Capitulo 9 veremos esquemas con vigas considerando todas las cargas internas.
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una vista ampliada de la seccién de la viga, la cual tiene lados b, h, en el plano

Yy — z.
Considerémos ahora las ecuaciones de equilibrio para el caso plano (3.31),
(3.32)

OTzz  OTay

=0
Ox oy ’
OTey | OTyy 0
Ox oy

las cuales si se usa la notacién o, = 744, 0y = Tyy quedan como

0oy OTyy

OTyy | Ooy
5t oy =0 (6.2)

Vamos a solucionar de forma aproximada (6.1) y (6.2). Lo primero que hare-
mos es asumir que o, ~ 0. Por otra parte de la teoria de flexién (ver (5.9))
teniamos que

M ()
xr — IZ )
por lo que
00, dM y
—r__-7 6.3
ox dz I, (6.3)
Reemplazando (6.3) en (6.1) tenemos que
OTzy dM y
2= — = 6.4
y dx I, (64)
Pero de (3.16) tenfamos 2 = —V(z), como resultado de la ecuacién anterior
obtenemos 9
Toy Y
=-V(z)= 6.5
= V)L (65)
por lo que si integramos en y se llega a?
_ V() ,
Tey = _fy + Co. (66)

Podemos ver que (6.6) solo seria solucion de (6.1), y que (6.2) en general no
es satisfecha, por ese motivo se indico previamente que aqui buscariamos solo
una solucion aproximada de (6.1) y (6.2).

Para encontrar ¢, haremos uso de la Figura 6.5. En dicha figura (lado izquierdo

. . - .. v . ;
2La Ecuacién (6.1) es en realidad una ecuacién en derivadas parciales, de modo que ¢, en
general no serfa una constante, sino més bien una funcién de z, es decir ¢, = co(x).
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Tay Se asume no hay
esfuerzos de

¢ Df Ty corte en la

- superficie de la viga

y R
> -

Figura 6.5: Distribucion de esfuerzos de corte para la viga de seccion rectangular
y condiciones de borde para el esfuerzo.

inferior) podemos ver la viga con un corte imaginario y en su centro la compo-
nente 7, tal como deberia ser dibujada en dicha superficie de corte. El tensor
de esfuerzos es simétrico, de modo que 7, = 7., ¥ por lo tanto para una vista
lateral (en el plano x — y) de un cubo diferencial tendriamos algo como los
mostrado en la misma figura en la parte superior izquierda. Si dibujamos ahora
el esfuerzo de corte justo en y = h/2 tendriamos algo como lo mostrado en la
figura de la derecha, en donde tenemos una representacién o vista lateral de la
viga en el plano x — y. Debemos recordar ahora que originalmente sobre la viga
solo se aplicaba w(x), que era una distribucién de fuerza normal en la direccién
y, 0 sea en la viga en la superficie y = h/2 no habia ningun tipo de carga externa
de corte, de modo para ese punto 7., = 0, o sea

Tay(h/2) =0, (6.7)
lo que de (6.6) implica que?
Vi(z),,
o — h 5 6.8
Co = g1 (6.8)

por lo que de (6.6) tenemos finalmente que?

SR CYCER o

3En este resultado podemos apreciar que efectivamente ¢, depende de = puesto que V =
V(x).

4En algunos textos esta formula puede aparecer con un signo menos, lo que proviene de la
convencién para el sentido de la carga interna V' (z).
En el Capitulo 9 veremos que en general en problemas con vigas bajo la accién de fuerzas
externas w(x) la magnitud de los esfuerzos de corte 74 debido a las fuerzas internas de corte
V(z) puede ser de uno o més ordenes de magnitud inferior a los esfuerzos normales por flexién
oz. Esto es en particular cierto para vigas ‘largas’ en comparacién a h y b.
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Podemos verificar que 7,,(—h/2) = 0, lo que es correcto puesto que en la
superficie inferior y = —h/2 tampoco hay carga externa de corte.

Finalmente debemos recordar de (5.39) que para este tipo de seccién I, =
%, por lo que ahora conocemos de manera completa la distribucion de esfuerzo
de corte debido a la carga interna de corte para la viga de seccién rectangular.

6.2. Corte en vigas de secciéon arbitraria
De la seccién anterior tenemos ahora mas menos una idea del tipo de esfuer-
zos que V(z) puede generar. En esta seccién estudiaremos el caso de una viga

bajo la accién de una fuerza w(z) y de seccién totalmente arbitraria, para ello
considerémos el esquema mostrado en la Figura 6.6 y las siguiente observaciones.

Vista lateral Vista frontal

dA
—M\\—> <~

ANHRANY

C o - 4\
¢ L
I 1 —
< N x /
M M +dM t \
Eje neutro
dx

Figura 6.6: Modelo para determinar de forma aproximada la distribucién de
esfuerzos de corte en una viga de seccién arbitraria.

= En el lado izquierdo de esta figura tenemos una vista lateral de la viga
(solo una parte de ella) en el plano z —y. En el lado derecho tenemos una
vista frontal de la viga, en donde vemos la seccién de la misma en el plano

y—z.

= En esta figura observemos el elemento diferencial de largo dz (en el eje
x) que se aprecia en la vista del lado izquierdo. Este elemento diferencial
estd limitado en su parte inferior (en el plano y — z) por la posicién y, en
tanto en su parte superior por la altura c.

= Es importante hacer notar que de calculos previos ya se ha determinado
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la posicion del eje neutro y que por tanto la distancia y ya esta siendo
medido desde dicho eje neutro.

= La variable ¢ es una coordenada auxiliar vertical que se mueve entre y <
¢E<e

= En la vista frontal (lado derecho) tenemos que para la posicién £ = y el
ancho de la seccién es t. Es facil ver que ¢ en general va a ser una funcion
de la posicién vertical.

= En la vista del lado izquierdo tenemos en un lado un momento interno M y
en el otro, debido a que nos hemos trasladado una distancia dz, tenemos un
momento de magnitud aproximada M + dM. Luego de (5.9) tenemos que

en el lado izquierdo del diferencial se produce una distribucién de esfuerzo
(M+dM) ¢

normal por flexién o, = %5 y en el lado derecho tenemos o, =

= Si en el elemento diferencial solo actuasen los esfuerzos normales men-
cionados en el punto anterior, no podria haber equilibrio para el elemento
en el sentido del eje x, luego es necesario que se agregue algtin tipo de
esfuerzo adicional en dicha direccién. Como el elemento diferencial se ob-
tiene también de un corte imaginario en la parte inferior (ver vista de
lado izquierdo), luego en dicha superficie es necesario agregar algin tipo
de esfuerzo o carga interna, y para lograr el equilibrio es facil ver que de-
berfamos tener una distribucién de esfuerzo de corte 7., tal como se puede
apreciar en la misma figura.

= En la vista del lado derecho vemos que por simetria la componente en
corte del tensor de esfuerzos 7., también aparece en la cara frontal del
elemento diferencial.

Con las observaciones anteriores ahora podemos pedir que el elemento difer-
encial esté en equilibrio en el sentido del eje x, luego

—Tyytda + / ox(x) dA — / ox(x+dx) dA =0,
M (Z\/IJIrdZ\/I)g

=

de donde se obtiene

1 € dM [€
wyde = ——dM dA & T =—-——— dA,
e /ﬁ Ty .rztclsc/y5
y como de (3.16) tenemos que % = —V de la ecuacién anterior se llega final-
mente a v .
Ty = (=) / £dA. (6.10)
Lt J,

En la expresion anterior en general la parte dificil de los cdlculos es deter-
minar dA como funcién de £ para una seccién dada.
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6.3. Corte en vigas de seccion delgada abierta

En esta seccién nos interesa aplicar (6.10) a un caso especial de viga en
donde tenemos una seccion ‘delgada abierta’. Para ilustrar esto considerémos
un ejemplo especifico tal como se muestra en la Figura 6.7. En dicha figura

| | Aleta

h Nervio | ¥
= = t2 ¢ t1

| I

Figura 6.7: Ejemplo de seccion delgada abierta.

tenemos la vista de la seccién de una viga doble T, también llamada perfil H.
Nos interesa ahora determinar 7., para esta seccién, lo que haremos en dos
partes:

= Asumamos V es conocido, por otra parte I, es facil de determinar de (5.7).
La parte clave es calcular fyc & dA, luego como el eje neutro en este caso
pasa por la mitad, en un primer paso, para la ‘aleta superior’ asumamos

que

h <yt
g 1=Y=5

Como ¢ = h/2, para ese rango para y, de la figura podemos apreciar que

dA = 1 d¢,

c B h/2 71 h2 )

Para % -1 <y< % se tiene que

por lo que

t=1,

y como resultado de (6.10) se llega a

= 2 (A7) (6:1)
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= En esta segunda parte para el ‘nervio’ vamos a asumir que

0<y< - —t.

| >

En este punto debemos recordar que en (6.10) ¢ siempre es el mismo, es
decir en este caso ¢ = h/2. 510 <y < % — t1 vamos a tener que dA va a
ser igual a

_ ftad¢ st 0<E< -
dA_{ldg sioh_<e<

luego

c h/2 h/2—t1 h/2
gdA:/ §dA:/ §dA+/ & dA
/y y y y hj2—t; T

to dg 1de
que después de algunas manipulaciones nos da

¢ ty | [ S h2  (h ?
dA=2 (-t ) - — (==t .
/y 3 5 [(2 1) y 1 5 —h
Para0 <y < %—tl de la figura se puede ver que t = to, luego del resultado

anterior y de (6.10) tenemos finalmente que
Viz) [ta | (h S K2 (h 2
wy = —ll=z=—t1] = ——|=—t . 12
T T {2 l(2 1> Y 1 \27 " (6.12)

= Es facil ver que para la ‘aleta inferior’ las expresiones para 7., son similares
a (6.11).

l

T3

L
2

De (6.11) y (6.12) tenemos entonces

L2 | (L 2 L[ h? h 2 . h
T 72{(5_“) —y2}+§[7—(§—t1)” si 0<y<g-—t
Ty — v 2 )
G2 (5 —v?) s bonsy<i
(6.13)

En el caso de un eje de seccion delgada tenemos que t1,to < [, h y un grafico
aproximado para 7,,(y) se muestra en la Figura 6.8. En dicha figura podemos
apreciar que la magnitud de los esfuerzos de corte en las aletas seria despreciable
respecto a lo que sucede en el nervio.

Si bien es cierto de los resultados anteriores podemos concluir que no es
importante calcular 7., en las aletas de la viga, mostraremos ahora que en
dichas aletas otro tipo de esfuerzo de corte asociado a V' puede aparecer.

En la Figura 6.9 (lado izquierdo) tenemos una vista tridimensional de la
viga doble T. Imaginemos que se extrae un trozo diferencial de la aleta superior,
cuya figura ampliada se muestra en el lado derecho. El trozo tiene una longitud
infinitesimal dz en la direccién z, pero en el sentido del eje z su longitud puede
ser variable y finita.
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h/2
hj2—t 0

Figura 6.8: Grafico aproximado para la distribucién del esfuerzo de corte en la
seccion de la viga doble T.

Trozo diferencial Jﬂf L

///
—Eje neutro

Figura 6.9: Esfuerzo de corte para viga doble T.

Para las caras del trozo diferencial en el plano y — z tendriamos el efecto
de los esfuerzos normales por flexién. En un lado tendriamos o, (x) asociado a
M (z) y en el otro tendriamos o, (z + dx) = o, + 86"; dz asociado a M + dMM.
Si se hace suma de fuerzas en el sentido del eje x se puede ver que el trozo
diferencial no estaria en equilibrio, de modo que se hace necesario considear
algin otro tipo de fuerza interna. En este punto es necesario notar que hay otra
superficie de corte imaginario para extraer el trozo diferencial. Esta superficie
se ubica en el plano z — y, en donde procedemos a dibujar un esfuerzo de corte

que denominamos® 7.

5En principio podrfamos denominar a este esfuerzo 7. por el plano y el sentido en el que
actia, pero considerando que estos resultados serdn generalizados en los parrafos siguientes,
vamos a usar una notacién més general 75, en donde s va a ser considerado algin tipo de
coordenada auxiliar.
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Haciendo ahora el equilibrio en z, si ¢ es el espesor de la aleta, tenemos

Zszo & —Tmtdx—l—/

amdA—/ oo+ 2% qraa =0,
A A 8

T

90w g = %(M + dM)y, de modo
que reemplazando en el balance de fuerzas anterior, despues de algunas manip-
ulaciones, considerando (3.16) obtenemos

Pero de (5.9) tenemos que o, = %y Y Oz +

1 dM

V(z)
s = — dA = dA. .14
E Izt dz Ay Izt /Ay (6 )

Los significados de A e y los veremos con méas precisién a continuacion.

En la Figura 6.10 tenemos una vista frontal de la viga doble T, en donde
podemos apreciar la aleta superior. La coordenada auxiliar s también se puede

| AN\ B

Figura 6.10: Calculo de esfuerzo de corte para viga doble T.

usar como largo variable para el trozo diferencial. Si la aleta es muy delgada, la
distancia y se mediria desde el eje neutro a la mitad de la seccién de la aleta.
El drea A que aparece en (6.14) serfa el drea achurada en este figura.

En este problema y es constante y en el caso que t < h estd dado por

ht _h
V=377 2
Como dA = t da tenemos que
h
dA ~ ts—
[waamid,
por lo que de (6.14) se llega a
V(z) h
Trs ~ Z 85.

(6.15)

Este es un tipo de esfuerzo de corte es distinto a (6.11), pero también es
causado por V(z). Podemos ver que si s = 0 tenemos que 7,5 = 0, lo que es
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correcto, pues en ese borde no hay esfuerzo de corte, debido a que no hay cargas
externas de corte aplicadas en ninguna de las superficies de la viga.

Podemos ver que (6.10) y (6.14) son muy similares en su forma, si es necesario
hacer notar que la naturaleza de los esfuerzos es distinta. En (6.14) se habia
usado la notacién 7., y en el siguiente ejemplo se justificard esa notacién.

En la Figura 6.11 (vista superior izquierda) tenemos una vista tridimensional
de una viga de seccion arbitraria abierta de pared delgada. En dicha figura con

Figura 6.11: Distribucién general de esfuerzos de corte para una viga de seccion
delgada abierta arbitraria.

lineas punteadas dibujamos un elemento diferencial de longitud dx en el eje x
y de longitud arbitraria en el contorno del perfil.

En la misma figura en la vista superior derecha tenemos una representacion
ampliada de dicho elemento diferencial, en donde podemos apreciar en ambos
lados los esfuerzos normales por flexién o, v o, + 68”; dz. Debido a que solo con
estos esfuerzos actuando en el diferencial no habria equilibrio en el sentido del
eje x, en la otra superficie del corte imaginario se debe incluir un esfuerzo de
corte que llamamos 7,s. Por la orientacién arbitraria del contorno de la pared
de la seccién, utilizamos la coordenada s para movernos a lo largo de este.
Debido a la simetria del tensor de esfuerzos en la cara frontal, también tenemos
una distribucién de esfuerzos de corte 7., los que son mostrados de manera
esquematica en la figura inferior central.

De )" F, = 0, siguiendo un procedimiento similar a los casos anteriores, se
puede llegar a

R AC)) / ydA, (6.16)
Tt J,

que es una expresion identica a (6.14). Sin embargo, en este caso mds general
hay algunas observaciones importantes:
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= Se establece una coordenada s que se mueve a lo largo de seccién de la
viga, en donde en el extremo s = 0, tal como se muestra en la Figura 6.12.

Eje neutro

Figura 6.12: Célculo de esfuerzos de corte para una viga de seccion delgada
abierta arbitraria.

En (6.16) y no es en general constante, y va a depender de s, es decir y = y(s)
como se puede apreciar en la misma Figura 6.12.

El espesor t se refiere al espesor de la pared en el punto exacto en donde interesa
calcular 7,4, es decir en el punto s como se ve en la figura.

Se asume que previamente se ha calculado ya el eje neutro y que desde alli se
mide y(s).

El drea A corresponde a toda la region achurada.

Finalmente podemos ver que 7., para paredes delgadas seguird de forma aprox-
imada la forma de la pared.

6.4. Centro de cortadura

Con los resultados mostrados en las Secciones 6.2, 6.3 ahora podemos explo-
rar un problema adicional que ocurre en vigas sometidas a flexién. Imaginemos
que tenemos una viga empotrada en un extremo y con una fuerza puntual en
el extremo libre, tal como se muestra en la Figura 6.13, en donde tenemos una
vista lateral (por ejemplo en el plano x — y) y una vista frontal de la seccién de
la viga (en el plano y — z), que podria ser un perfil C.

Este es el esquema tipico de problema que hemos visto y estudiado hasta
este momento. Hay una pregunta importante que no se ha hecho la cual es:
LEn qué posicién a lo largo del eje z deberia colocarse esta fuerza puntual? La
pregunta no es trivial, pues en la Figura 6.14 tenemos vistas tridimensionales
del problema en donde la fuerza F' se aplica en distintas posiciones en z. Si la
fuerza se aplicase muy hacia la derecha, intuitivamente vemos que no solo se
produciria una flexién, sino también una torsiéon como la mostrada en la figura
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Vista lateral

AN

Vista frontal

AN

Figura 6.13: Viga empotrada bajo el efecto de una fuerza puntual. Célculo de
centro de cortadura.

ﬁ
y
{
2)

( (b) ()

Figura 6.14: Viga empotrada bajo el efecto de una fuerza puntual. Efecto de
colocar esta fuerza en distintas posiciones en la seccién.

(a). Si la fuerza, por otro lado, se aplicase muy hacia la izquierda (quizds por
medio de una placa adicional pegada a la viga), la torsién se podria producir
hacia el otro lado, como se muestra en la figura (c). O sea, de manera intuitiva
podemos pensar que existe una posicion intermedia, para la cual se produciria
flexién sin torsién, como se muestra de manera esquemética en la figura (b). El
siguiente principio nos ayudard a encontrar dicho punto:

Para evitar flexion con torsion, la fuerza cortante aplicada debe tener una linea
de accion tal que produce un momento de torsion, con respecto a cualquier eje
paralelo al eje geométrico de la viga, igual pero opuesto al resultante, con re-
specto al mismo eje, de la distribucion del esfuerzo cortante calculado bajo el
supuesto de estar la viga sometida a flexion unicamente.

En los ejemplos mostrados en la siguiente seccién haremos uso de este prin-
cipio y veremos en mayor detalle su significado desde el punto de vista fisico.
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6.5. Ejemplos para calculo de centros de cor-
tadura
1. Para el perfil C mostrado en la Figura 6.15 determine el valor de la distan-

cia e requerida para que se induzca flexion sin torsién en todas las secciones
de la viga. En la Figura 6.18 tenemos las dimensiones de la seccién de la

viga.
F
Y
F
Y s
L .
! e

Figura 6.15: Viga empotrada bajo el efecto de una fuerza puntual y determi-
nacién del centro de cortadura.

Solucién: Como paso previo a la determinacion de e debemos calcular
V(x), para ello debemos notar que en el punto de empotramiento ten-
dremos una fuerza de reaccién de F' y un momento de reaccién igual a F'L.
Si se hace un corte imaginario a una distancia x del extremo izquierdo con
0 < x < L, tendremos un diagrama de cuerpo libre como el mostrado en
la Figura 6.16.

D

F z \

Figura 6.16: Viga empotrada bajo el efecto de una fuerza puntual y determi-
nacion del centro de cortadura. Corte imaginario para determinaciéon de mo-
mento interno y de fuerza interna de corte.

Es facil apreciar entonces que
V(z)=-F. (6.17)

De las secciones anteriores sabemos que los esfuerzos de corte asociados a
V en una viga de pared delgada siguen la direccién de la pared. Consid-
erémos la Figura 6.17, en donde tenemos una vista tridimensional de la
viga cerca de la zona de aplicacion de la fuerza F'.

Asumamos que hacemos un corte imaginario muy cerca del punto de apli-
cacion de la fuerza. Es facil apreciar que el sentido de los esfuerzos de corte
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Distribucién para
los esfuerzos

en la cara
opuesta

. . - .7’
Distribucién de
esfuerzos
por V

Figura 6.17: Seccién de la viga y calculo para la distribucién de esfuerzos de
corte. Distribucion de esfuerzos de corte y principio de accién y reacciéon para
un corte imaginario cerca del punto de aplicacién de la fuerza externa.

Tzs seria como el mostrado en la superficie de corte superior, en tanto que
por accién y reaccién en la cara opuesta el esfuezos de corte tendria el
sentido mostrado en ‘lonja’ restante en donde se ubica F.

Observemos ahora esa ‘lonja’ o porcion de viga. Por un lado F' generaria
un torque en el sentido positivo del eje z, en tanto que 7,5 generaria un
torque en el sentido opuesto. Luego lo que buscamos ahora es la distancia
e para que dichos torques se anulen y la viga solo sufra flexién sin torsion,
que es lo que nos decia el principio en la Seccién 6.4.

Y

%‘ d*% ) /ltl

= — — ]
¥ T |
T
z (@) h
e |
' 3
Be=— = ~ <]
b |

Figura 6.18: Seccién de la viga y calculo para la distribucién de esfuerzos de
corte.

Considerémos la Figura 6.18 en donde tenemos una vista frontal de la
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seccién en donde haremos el equilibrio de momentos. En un lado vemos
la accion de la fuerza F' y también podemos apreciar la distribucién de
esfuerzo 7,5 que genera un momento en el sentido contrario.

La seccién la hemos dividido en tres partes, numeradas de 1 a 3. El eje
z ya se ha ubicado en la posicién del eje neutro, que en este caso pasa
simplemente por h/2.

Para hacer el equilibrio de momento se puede escoger cualquier punto en el
espacio, pero si escogemos el punto B en la figura, podemos darnos cuenta
que ni la distribucién en 2 ni 3 generan momento en dicho punto, y como
consecuencia solo nos interesaria el momento generado por 7.

Para un diferencial de drea dA en 1, la fuerza causada por 7., seria igual
a Tys dA, y si el espesor de la pared de la seccién es ¢1 (muy pequeno)
tenemos que el momento causado por 7,5 dA respecto a B seria igual a

(h — tl)Tzs dA,

en donde dA = ¢ ds.

De las expresiones anteriores tenemos que Y Mp = 0 quedarfa como®

b
Fe~ —/ (h — t1)Tss t1ds. (6.18)
0

Ahora procedemos a calcular 7,5, para ello de (6.16) recordamos que 7,5 =
% J ydA. De la Figura 6.18 recordando el significado de y vemos que en

este caso si t1 es pequeno entonces
h—t
y= 5

en tanto que t = t1. De la Figura 6.19 tenemos que dA ~ t; ds. De las
consideraciones anteriores y (6.16) tenemos

1% S(h—t
s = t1 d s
i (S) Lt 0 ( 2 > ! 5

de donde obtenemos

Tos(8) = %(h —t1)s. (6.19)

6Es necesario explicar la prescencia del signo (-) en (6.18). La ecuacién (6.16) nos entrega
Tzs para la cara superior mostrada en la Figura 6.17, sin embargo en la Figura 6.18 y en las
expresiones mostradas aqui para el balance de momento necesitamos 7,5 para la cara opuesta
segun el corte, es decir necesitarfamos el ‘negativo’ de la expresién (6.16). El signo menos
puede incluirse antes o después de hacer los calculos para 7.
Respecto al simbolo de aproximacién = en (6.18), este simbolo aparece debido a que en estricto
rigor la integral deberia hacerse sobre la superficie 1 como integral de superficie, pero debido
a que t1 < h, se reemplaza (de forma aproximada) la integral de superficie por una integral
de linea.
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Figura 6.19: Seccién de la viga y calculo para la distribucién de esfuerzos de
corte. Zona de interés para el cdlculo de los esfuerzos de corte.

Es posible apreciar que para s = 0 tenemos que 7,5 = 0, lo que es correcto
para el borde de la aleta.

En este problema de (6.17) tenemos que V = —F por lo que
_—F
o 2L

Tes($) (h —t1)s. (6.20)

Reemplazando en (6.18) se tiene

b
la
Fe = h—t1)st; d
e /02IZ( 1)“sty ds,

de donde obtenemos finalmente

(h —t1)%t, b2
21, 2’

e =

(6.21)

en donde en particular podemos ver que e no depende de manera directa
de la fuerza externa F'.

Un paso adicional es determinar I, para esta seccién. Del método mostrado
en (5.37) se puede mostrar que

(b —t9)
6

t toh?
4 El(b —ta)(h—11)*+ 2— (6.22)

I, = .
12

2. Determine el punto de aplicacién de la fuerza para que solo se produzca
flexién sin torsién en la viga mostrada en la Figura 6.20. Se debe asumir
que t < h,b,r.

Solucién: En el lado izquierdo de la Figura 6.20 tenemos una vista de
costado de la viga, en tanto que en el lado derecho tenemos una vista
(ampliada) de la seccién de la misma.

El primer paso para solucionar este problema es obtener V(z), para ello
primero observamos que para la viga completa el diagrama de cuerpo libre
deberia ser como se muestra en la Figura 6.21.

Si se hace el cdlculo de V(z) siguiendo el método usual tenemos

[ =F/2 z<L/2
V(“’)_{F/z x> L/2
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Vista lateral Vista de la seccién
F t

’ 0 g
\A\\\< \\\\B< T
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Figura 6.20: Ejemplo para el cdlculo del centro de cortadura.

y lF

x |

W " F/2

Figura 6.21: Ejemplo para el cdlculo del centro de cortadura. Diagrama de cuer-
po libre.

Para determinar el punto de aplicaciéon de la fuerza necesitamos primero
calcular 7,5 usando (6.16). Ahora bien, en (6.16) necesitamos conocer que
V' debemos usar en nuestros céalculos, para responder a dicha pregunta
veamos el esquema mostrado en la Figura 6.22. En dicha figura tenemos
una vista tridimensional de la viga en donde se ha hecho dos cortes imagi-
narios. El primer corte se hizo un poco antes del punto de aplicacién de la
fuerza puntual F', en tanto que el segundo corte se hace un poco después
del punto de aplicaciéon. Por medio de estos tres cortes vemos que la viga
se puede separar en tres partes, tal como se muestra en la Figura 6.22.

De 7,5 = Vl(js) fA ydA vemos que para x < L/2 tenemos que V = —F'| por

tanto en la superficie de la parte de la viga que queda con el corte en x <
L /2 tenemos una distribucién” para 7., méas menos como se muestra en la
Figura 6.22. Por accién y reaccion en la cara opuesta tenemos entonces una
distribucién de esfuerzo de corte que va hacia ‘arriba’, como se muestra en
la cara oculta de la porcién delgada de viga alrededor del punto = L/2.

Para > L/2 tenemos que V = F de modo que en la cara visible de la

"No mostramos toda la distribucién, pues como veremos después no es necesario calcular
Tzs en todas las partes de la seccién.
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~-
Del diagrama V' (z)
original va en
este sentido

Figura 6.22: Ejemplo para el cdlculo del centro de cortadura. Distribucién de
esfuerzos de corte para un corte imaginario en una seccién muy delgada en torno
al punto de aplicacion de la fuerza puntual F'.

porsién delgada tendriamos una distribucién de esfuerzos de corte 7,5 en
el sentido positivo como se muestra en la Figura.

De la porcién delgada alrededor del punto # = L/2 podemos ver ahora
el tipo de equilibrio al momento que debemos hacer. Por una parte ten-
driamos un torque causado por F', que en el caso que no ubiese torsién,
deberia ser contrarrestado por el torque causado por las fuerzas internas
asociadas a las distribuciones de esfuerzos 7,5 a ambos lados de la porcién
delgada.

Con estas observaciones en mente veamos ahora la Figura 6.23, en donde
tenemos una vista frontal de la seccién (de la parte delgada en donde se
aplica la fuerza F'), en donde podemos apreciar la fuerza F'y una posible
distribucién para los esfuerzos de corte en ambos lados de la seccion. La
fuerza F se aplicaria a una distancia e hacia la izquierda de la seccién®.
Como la seccién de la viga es delgada los esfuerzos de corte 7,5 siguen la

forma de la pared.

8Se asume que hay algin tipo de placa pegada a la viga en la cual se puede aplicar la
fuerza puntual.
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Figura 6.23: Ejemplo para el cdlculo del centro de cortadura. Distribucién de
esfuerzos de corte en la seccién.

Ahora haremos equilibrio al momento por F' y por la fuerza asociada
a Tys, para ello debemos escoger un punto respecto al cual hacer este
equilibrio. Este punto es arbitrario y por simplicidad escogemos el punto
O mostrado en la Figura 6.23. En dicho punto ni la distribucién vertical ni
la distribucion horizontal hacen momento, luego solo es necesario calcular
Tzs €n la parte curva de la seccién.

En la Figura 6.24 tenemos una visa en detalle de la parte curva de la
seccién en donde seria importante determinar 7,s. Para obtener 7,5 de

(}A
A

L
T

Figura 6.24: Ejemplo para el calculo del centro de cortadura. Célculo del esfuerzo
de corte.

(6.16) necesitamos determinar en particular [ 4 Y dA. Por simetria el eje
neutro pasa justo por la mitad de la viga, desde donde tenemos que medir

y. Si r >t se tiene las aproximaciones

y~rsing, dA=1trd¢,
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luego?

/2
/ydA = / tr? sin € de,
A 9
= tr? cos ¥,
por lo que de (6.16) tenemos
Tws &3 Izrz cos 0. (6.23)

z

Esta es la distribucién aproximada para el esfuerzo de corte en uno de los
lados de la seccion.

Si denotamos T,.re como el torque causado por 7,5 en el lado en que
V = F/2 si buscamos e de manera tal que haya flexién sin torsion, de
>0 M, = 0 tenemos que

Fe =2T,rte, (6.24)

donde el factor 2 proviene del hecho que la distribucién 7,, aparece a
ambos lados de la cara de la seccion.

Necesitamos ahora calcular T,..¢, para ello considerémos la Figura 6.25,
en donde tenemos un esquema de la forma como actia 7., en la parte
curva de la seccion mas algunos diagramas que nos ayudaran en el calculo

del torque.
] Tps COS O
-
rsind, ‘
0 | |
\3\ 2 v :

Figura 6.25: Ejemplo para el calculo del centro de cortadura. Célculo del mo-
mento causado por distribucién de esfuerzo de corte.

La fuerza causada por 7,5 serfa (magnitud) 7,5 dA = 7,5tr df, en tanto
que sus componentes en x e y serian

Tes SINOtr dO,  T,s cosOtr do,

9En esta expresién el pardmetro para ;s no lo denotamos como s sino como 6.
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respectivamente, tal como se muestra en el esquema del lado derecho de
la figura.

De las observaciones anteriores, apoyandonos en el esquema mostrado en
la Figura 6.25, se puede probar que

/2 /2
Trorte = / 7 8in 07,5 sin Otr d6 + / Tps 08 O[b 4 7(1 — cos )]tr db,
—7/2 —7/2
/2 ™/2
— [ g s0doer [ cosdlb+r(1 - cos0)jas
—m/2 ~~ —m/2 ~~
%Tz cos 6 %,,2 cos
Virt2 Vi3 T 4
_ z b — . 6.25
73 + T [( +7) 5 31"} ( )

Usando (6.25) en (6.24) después de algunas manipulaciones se llega a
4
{(ZH— "~ —r} . (6.26)

Falta calcular I, de la Figura 6.25 tenemos que
Iz = Iz1 + Izz + Iz;:,u

donde I, i = 1,2, 3 son los segundos momentos de inercia de las partes 4
en las que se ha dividido la seccién. Es facil ver de (5.39) que

/ _th? _ut?
U PN

en tanto que I, = [ A y? dA, luego de forma aproximada se puede tomar
y =rsinf, dA = rt df por lo que

/2 T
I, ~ / r3tsin? 6 df = r3t§,

—7/2
por lo que
th®  bt?
I, ~ 17 + = + Tgtg. (6.27)
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6.6. Ejercicios

1. Determine la distribucién de esfuerzo de corte causado por la fuerza inter-
na de corte en la viga de la Figura 6.26. La seccion de la viga es mostrada
en el lado derecho.

L W,

Figura 6.26: Viga en corte.

2. En la Figura 6.27 (lado derecho) tenemos una vista lateral de una viga
bajo el efecto de una fuerza w(z), la cual genera una distribucién de fuerza
interna de corte V(z) que se puede asumir conocida. En la figura del lado
izquierdo tenemos una vista (ampliada) de la seccién de la viga.

Figura 6.27: Viga en corte.

Determine la distribucién de esfuerzo de corte 7.

3. La Figura 6.28 muestra una viga que esta sometida a una fuerza por unidad
de linea uniforme wy = 500N/m. La seccién se muestra en el lado derecho.
Determine la distribucién de esfuerzo 7, para este problema asi como su
valor méaximo.

Datos:

L=2[m], [=50[cm|, h=7cm], a=3[cm], b=8[cm],
t1 = 1fem], ¢ =2[cm], FE =200[GPa], G = 90[GPal.
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Vista ampliada seccién
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Figura 6.28: Viga bajo fuerza uniforme.
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Capitulo 7

Energia de deformacion

7.1. Motivacion. Energia especifica

Es un hecho conocido que cuando un resorte de constante k se somete a una
fuerza F' de compresion o traccion, tal como se muestra en la Figura 7.1, en
donde AL = kF, el resorte acumulara energia eldstica. Si el resorte se asume

k
—AVWWA—
L

NN

Figura 7.1: Resorte que se deforma y la energia elastica.

como perfectamente eldstico, dicha energia se puede recuperar de manera com-
pleta, como por ejemplo, por medio de trabajo mecédnico hecho por el resorte
hacia el medio ‘ambiente’.

La misma idea se puede extrapolar al caso de un cuerpo eldstico continuo,
que es la base de nuestro analisis en este texto. El cuerpo al deformarse también
acumulard energia eldstica, y si se asume que no hay disipacién (que es la base
de la definicién de un cuerpo eldstico), la energia se puede recuperar de forma
completa como trabajo mecdnico.

En el caso de un cuerpo continuo basta determinar la energia de deforma-
cién en un cubo diferencial como el mostrado en la Figura 7.2, bajo la acciéon
de las distintas componentes del tensor de esfuerzos. Una vez determinada la
energia acumulada en el cubo, se puede obtener la energia total para el cuerpo
por medio de una integral de volumen.
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k, Trz
T Txz
Oz

Figura 7.2: Cubo diferencial bajo el efecto de las componentes del tensor de
esfuezos.

En este capitulo nos interesaremos en determinar la energia eldstica acumulada
por un cuerpo bajo la accion de fuerzas externas, con dos propdsitos en mente.
Primero, en el capitulo siguiente usaremos estas expresiones para la enegia, para
desarrollar un método alternativo para determinar las deformaciones o desplaza-
miento en un cuerpo bajo la accion de fuerzas externas, dicho método se basa
en el teorema de Castigliano. Una sequnda aplicacion del concepto de energia
de deformacion proviene de la teoria del limite de comportamiento eldstico, en
particular de la teoria de Von Mises, la cual estd basada en una descomposicion
de la energia, y el uso de una parte de la energia eldstica para establecer un
limite de transicion entre el comportamiento eldstico y el pldstico para proble-
mas tridimensionales.

El cuerpo es elastico, de modo que la energia acumulada se asume igual al
trabajo hecho por las cargas externas en el cubo. Calcularemos pues el trabajo
mecanico debido a las distintas componentes del tensor de esfuerzos mostradas
en la Figura 7.2. Usaremos el principio de superposicion, en donde el traba-
jo total se asumira como la suma del trabajo hecho por cada componente del
tensor de esfuerzos por separado. Partiremos pues con el trabajo hecho por la
componente o,.

En la Figura 7.3 tenemos una representacion del cubo diferencial solo bajo
el efecto de o, con su forma inicial y su forma deformada. De la figura podemos
ver que la ‘fuerza’ y el ‘desplazamiento’ que sufre la cara en donde se aplica se
pueden calcular como

Fuerza = 0, dydz, Desplazamiento = ¢,, dx. (7.1)
~——
dA
Estamos trabajando en el rango de comportamiento elastico, y ademés asum-
imos que el comportamiento es lineal, de modo que la relacién entre o, y €,, es

una linea recta con origen en cero. Como consecuencia el grafico para o, dydz
en funcién de e,, dx serfa como se muestra en la Figura 7.4.
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Figura 7.3: Cubo diferencial bajo el efecto de la componente o, y la deformacion
que es causada por este esfuerzo.

oxdydz

Trabajo

€rpdr

Figura 7.4: Trabajo mecanico debido a la componente o, del tensor de esfuerzos.

El trabajo mecénico causado por una fuerza puntual F' se define como

/ﬁ-df
€

a lo largo de una curva %, en donde di serfa el vector tangente a esa curva. En
nuestro caso para el cubo mostrado en la Figura 7.3, la fuerza y el desplazamiento
tienen la misma direccién, de modo que la integral se transforma simplemente
en la integral de o, dydz entre 0 y €., dz, que es simplemente el area bajo la
recta mostrada en la Figura 7.4, por lo que

1
Trabajo realizado por o, = §amdxcrxdydz.
Si denotamos como dU la energia acumulada por el cubo, se tiene entonces que

1
dU = —e,0, dedydz, (7.2)
2 ———
dv

donde dV es el volumen del diferencial.
Definimos la energia especifica (por unidad de volumen) como
1

U = Seaa0. (7.3)
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De las expresiones anteriores es facil ver que si en lugar de determinar la
energia eldstica debido a o, se hace respecto a o 0 0., las expresiones tendrian
la misma forma que (7.3), intercambiando los indices por y o z, respectivamente.

Determinaremos ahora la energia acumulada por el mismo cubo, pero ahora
sometido solo a una componente de esfuerzo de corte, por ejemplo 7,,, tal como
se muestra en la Figura 7.5.

Figura 7.5: Cubo diferencial bajo el efecto de la componente 7., del tensor
esfuerzos y efecto sobre la deformacién.

De (3.68) hay una relacién directa y lineal entre 7., y U5y, de modo que ante
la aplicacién de solo 7y, el cubo diferencial solo sufrirfa una deformacién en
corte, como se muestra con lineas segmentadas en la Figura 7.5. Como se asume
pequenas deformaciones, el desplazamiento vertical seria aproximadamente el
arco descrito por el dngulo 9, tal como se muestra en la misma figura. Tenemos
pues

Fuerza = 7,,dydz, Desplazamiento = ¥,,dx. (7.4)

Estamos trabajando en el rango elastico con un modelo lineal, se sabe que
Tzy ¥ Uy Se relacionan a través de la constante G, luego siguiendo un argumento
similar al usado con la Figura 7.4, tenemos que

1
Trabajo realizado por 7,y = gﬁxydxrzydydz,

de forma tal que

1
dU = gﬁxymydxdydz, (7.5)
y la energia especifica es
1

Las expresiones para la energia especifica en el caso que se aplicase 7, 0 Ty
en lugar de 7,,, tiene una forma similar cambiando los subindices respectivos.

Vamos ahora a usar el principio de superposiciéon mencionado en un parrafo
anterior, asumiendo adema&s que en todo este proceso de deformacion y acumu-
lacion de energia no hay ‘efectos cruzados’ o ‘acoplados’, es decir la deformacion
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longitudinal no tendria efectos sobre la deformacién en corte y viceversa. Luego,
con estos supuestos la energia especifica total seria simplemente la suma de las
energias especificas debido a las distintas componentes del tensor de esfuerzos,
de forma tal que

1
u = §(EI$UI + Eyyo'y + €220 + ﬁzyTxy + ﬁzszz + ﬁszyz). (77)

La energia total acumulada por el cuerpo, si el volumen del mismo es ¥,
seria

Ur = [V U av. (7.8)

7.2. Forma alternativa

La expresion para la energia especifica (7.7) se puede reescribir de manera
alternativa solo en términos de las deformaciones o de los esfuerzos usando
(3.72)-(3.77) o (3.78)-(3.81). En el caso de que estuviesemos interesados en re-
escribirla solo en términos de las componentes del tensor de esfuerzos, de (3.72)-
(3.77) tenemos que usar

1

Exz = E[Uz —v(o. + Uy)]v
1

Syy = E[Uy —v(oz +02)],
1

€2z = E[Uz —v(oz + Uy)]v
Tx
TIZ

Exz = T
2G
Tyz

ve = .

Reemplazando en (7.7) después de algunas manipulaciones tendr{amos

1 1
U= ﬁ(ai + 05 +0%) - %(azay +0,0.+0y0;) + ﬁ(ﬁy +72, +7'5z). (7.9)

7.3. Ejemplos

En esta seccién mostraremos varios ejemplos simples en donde calcularemos
la energia eldstica total acumulada por un cuerpo:

1. Extension uniforme de una barra bajo traccién. En la Figura 7.6
tenemos una barra de seccién arbitraria de drea A sometida a una fuerza
de traccion P.

En un problema de esta naturaleza se asume que la tnica componente
del esfuerzo que es importante es o,, y por el principio de Saint Venant
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Figura 7.6: Energia acumulada por barra bajo el efecto de una fuerza de traccion.

tenemos que es igual a

P
Op = —.
A
De (7.9) tenemos entonces que

1P
T 2F A%’

por lo que de (7.8) se llega a

1 P2 Ly p?
Ur= [ Udv = | —-_ dadydz= | —— du. 7.10
T //” [,,2EA2IyZ /02EA * (7.10)

Si F'y A no dependen de x se obtiene

P2L

Ur =354

(7.11)

2. Viga bajo flexién. En este caso considerémos una viga como la mostrada
en la Figura 7.7 sometida a un par de momentos M en los extremos. En

A
M

.
J

L |

¥ oM 4
L |
]

Figura 7.7: Energia acumulada por barra bajo el efecto de un momento.

un caso mas general M se puede también pensar en el momento interno
causado por otras cargas sobre la viga. En las siguientes expresiones no
considerarémos el efecto de la deformacién por corte.

En un problema de este tipo entonces la iinica componente importante del
esfuerzo es (5.9)
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de modo que de (7.9) tenemos que

1 M(x)%y?

U= 12

y como resultado de (7.8)

1 M(x)Q 2 1 M(x)Q 2
A av = [ — dadyd
T [y 28 12 7 [y oE 12 Y s

pero M e I, solo podrian depender de x, en tanto que también se asume
que F no depende de y o z, luego la tltima integral anterior queda como

L 2
1 M(x) 9
Ur = / — dydz | | de,
dA

pero de (5.7) tenemos que por definicién I, = [, y* dA, de modo que

L 2
1 M(x)
Ur= | — da. 7.12
T /02E . (7.12)

. Eje de seccién circular bajo torsién: En este problema considerémos
la Figura 7.8, en donde tenemos un eje de seccién circular de area A bajo
el efecto de torques opuesto aplicados en sus extremos.

Figura 7.8: Energia acumulada por un eje bajo torsion.

Podemos usar un sistema de coordenadas cilindrico con x como eje axial,
r como distancia radial y £ coordenada angular.

En un problema de esta naturaleza el esfuerzo de corte estd dado por (4.8)

_Tr
==

T

En un sistema cilindrico este esfuerzo de corte seria la componente 7,¢, y
si asumimos que es la tinica componente importante para el problema, de
(7.9) tenemos
1 T%r?
S 2G J?
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luego en (7.8) se llega a

/ 1 T2r2 / / 1 T%2

Ur = —

v 2G J J? 2G J?

Como T no depende de la posicién en la seccién, y se asume que Gy J
tampoco dependen de dicha posicién, se llega a

o (o)

y como por definicién (4.4) tenemos que J = [, 7* dA, se llega finalmente

a
L 2
T
= [ — da 1
Ur /0 267 (7.13)

4. Viga de seccion rectangular en cortadura: Aqui calcularemos la en-
ergia acumulada por una viga considerando solo el fenémenos de esfuerzo
de corte por fuerza interna de corte, aplicado solo a una viga de seccién
rectangular tal como se muestra en la Figura 7.9.

Y44

/

V‘§ TV T h =z

~ o ~2= 7&‘ \ A

Figura 7.9: Energia acumulada por una viga de seccién rectangular bajo corte.

En una viga de seccién rectangular solo considerando el esfuerzo de corte
por fuerza interna de corte, de (6.9) la inica componente importante del

tensor de esfuerzos es
Viz) (B
Toy = 1, (Z )

por lo que de (7.9) tenemos

y de (7.8) obtenemos
1 V()2 (k2 L\’ L1 vi)? (n2 ?
- — = dv = — — - dAdzx.
Ur [y2G A2 <4 y') dv /O/Aw a2 \1 v .
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De la figura podemos ver que dA = bdy. Como ni V(z), I, ni G depen-

derfan de y tenemos
2 h/2 2 2
Lver () as
2G  AI? —n2 \ 4

L
ve = [
0

2 5
y como ff}/52 (h—2 — y2) dy = 22 usando I. = 22 finalmente se obtiene

4 307 127

3 [FV(x)?
Up ==
75 ), GgA

dz, (7.14)

donde A = bh.
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Capitulo 8

Teorema de Castigliano

En este capitulo usaremos las expresiones para la energia eldstica acumu-
lada por un cuerpo para desarrollar un método alternativo para determinar
deformaciones (desplazamientos) en un cuerpo debido a la aplicacién de fuerzas
externas.

Considérese la Figura 8.1, en donde tenemos una representacién esquematica
de un cuerpo en equilibrio estatico sometido a un conjunto de fuerzas puntuales.

F, P,

Figura 8.1: Cuerpo sometido a un conjunto de fuerzas puntuales.

Sea Ur la energia total acumulada por el cuerpo debido a todas las cargas
externas, del capitulo anterior podemos ver que

UT:UT(FlaFQa"'aﬂa"'aFn)v (81)

es decir Ur es funcion de todas estas fuerzas externas.
Asumamos ahora que la fuerza F; sufre un incremento muy pequeno en su
magnitud dF;, luego usando una aproximacién con series de Taylor tenemos

oUr

UT(Fl,FQ, o, B+ dF;, ,Fn) ~ UT(Fl,FQ, . Fy, ,Fn) + OF

dF;, (8.2)
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donde %% estd siendo evaluado con (Fy, Fa, ..., F;, ..., F},).

En unlcuerpo elastico la energia acumulada por el cuerpo es igual al trabajo
externo hecho sobre él, de modo que el trabajo inicial (antes de incrementar F;)
es igual a Up(Fy, Fa, ..., F;, ..., F},). Por otra parte, si F; se incrementa en dFj,
podemos calcular el incremento en el trabajo de la siguiente forma. En la Figura
8.2 tenemos el mismo cuerpo mostrado anteriormente, en donde en particular
podemos apreciar la fuerza Fj, la que en ese punto de aplicacién genera un

desplazamiento ;. Si la fuerza se incrementa en dF; el incremento en trabajo

Fy

Iy

F; F,

Figura 8.2: Cuerpo sometido a un conjunto de fuerzas puntuales. Deformacion
en el punto de aplicacién de F;.

! es aproximadamente igual a?

mecanico
0;dF;.

El trabajo final total al incrementar la fuerza es entonces igual a

Ur(Fy, Fy, ..., F}, ..., Fy) +6;dF;. (8.3)

Trabajo inicial

Como el trabajo final es igual a la energia Ur(Fy, Fs, ..., F; + dF;, ..., F,)
(debido a que el cuerpo es eldstico) de (8.2) y (8.3) tenemos
oUr

T AF, = 6,dF;,
OF;

de donde finalmente obtenemos
oUr

1Hay que recordar que por definicién el trabajo es igual a fuerza por distancia.

2En realidad al aplicar F; 4+ dF; el desplazamiento §; también deberfa aumentar, en este
caso en dd;, pero ahora si se calcula el incremento en el trabajo tendremos §;dF; mas dé;dF;
que es de segundo orden en el diferencial y por tanto se desprecia.
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Esta es la forma basica del teorema de Castigliano.
En el caso en que ademds se apliquen m momentos puros C; tenemos que la
energia total Ur deberia escribirse como

Up = Up(Fy, Fay ..., Fiy ooy F, C1, Gy ooy Gy ooy Cr). (8.5)

Si 6; es el dngulo de rotacién que se produce en j (en donde se aplica Cj;)
siguiendo un método similar al mostrado anteriormente se puede deducir que

oUr

0; = L.
7790,

(8.6)

8.1. Ejemplos

1. En la Figura 8.3 tenemos una viga con una fuerza puntual F' aplicada en
su centro. Determinaremos los desplazamientos que se producen en dicho
punto causados por flexién y corte (de forma separada).

|
]

Figura 8.3: Ejemplo del uso del teorema de Castigliano. Viga bajo la accién de
una carga puntual.

a) Flexién: En este primer caso solo consideramos la flexién en la acu-
mulacién de energfa eldstica Ur. De (7.12) tenfamos que

L
1
Ur :/ M (x)? du, (8.7)
T Jo 2EIL

en donde el subindice f significa energia por flexién.
De la Figura 8.3 es facil comprobar que

756 $<§,
e ={F TS (55)

El desplazamiento en F' debido solo a flexién lo denotaremos como
O flexion y de (8.4) se tiene que

s U,
flexion — OF .

(8.9)
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Usando (8.7) en (8.9) se llega a

L L
1 OM 1 oM
exion — 2M —dx = M —d s 1
51 /0 2FT, (@) 5F 4 EIZ/O (@) g5 do: (8.10)

en donde se ha asumido que F, I, no dependen de x.
De (8.8) tenemos que

x L
L €T >

L (8.11)
L,

Usando (8.8) y (8.11) en (8.10) se llega finalmente a

L L/2 L 3
oM F F FL
M(a:)—d:z::/ —xzdzzr—l—/ —(L —z)*de = —,

por lo que tenemos
1 FL3

0 flewion = —=—— ——- 8.12
flexion EIZ 48 ( )
Corte: En el caso que solo consideremos energia de deformacion
causada por fuerzas internas de corte (para una viga de seccién rect-

angular) de (7.14) tenemos

3 [FV(x)?
Up, =2
*75), GA

dz, (8.13)

donde el subindice c significa energia por fuerza de corte interna.

De (8.4) tenemos que
oUr,

OF ’
donde dc.prte seria el desplazamiento en el punto de aplicacién de la
fuerza puntual F' solo considerando corte.

L
U, _ 61 / V)Y da, (8.15)
0

6corte —

(8.14)

Tenemos que

OF ~ 5GA oF
donde se ha asumido que A, G no dependen de la posicién z a lo
largo de la viga.

En el problema mostrado en la Figura 8.3 es facil ver que
’ (8.16)

de modo que

’ (8.17)



Usando (8.16) y (8.17) tenemos que

L L/2 L
oV F F FL
V(a:)—d:z::/ —dx—i—/ —dr = —,
jé OF , 4 L2 4 4

de modo que en (8.14) tenemos

3FL

(Scorte = m (818)

¢) Desplazamiento total: Calcularemos ahora el desplazamiento total
Ototal €0 €l punto de aplicacion de F', para ello usaremos el principio
de superposicién. Para una viga de seccién rectangular se tiene I, =
% = Al—gz, de (8.12) y (8.18) obtenemos

1 FL3 3 FL

6total - 5j'lezion + 5corte = TARZ Aq + — . (819)
FAZ 48 T 10GA

Para la mayoria de los aceros tenemos que v = 0,25 luego como
G = ﬁ, se tiene que G ~ %E, por lo que en (8.19) se obtiene

1/L\* 75

e — . 8.20
()] o
En el caso en que L > h, del resultado anterior podemos apreciar
que dfiexion > Ocorte, POI lo que en vigas ‘largas’ el efecto del corte en

el desplazamiento se puede despreciar frente al desplazamiento por
la flexién.

1 FL3 75 FL FL

FARZ 4 T10EA_ EA

6total -

2. La viga de la Figura 8.4, que tiene seccion rectangular, estd empotrada en
su extremo izquierdo y bajo la accién de una fuerza uniforme por unidad
de largo w,. Usando el teorema de Castigliano estamos interesados en
determinar el desplazamiento vertical en el punto P.

Figura 8.4: Ejemplo del uso del teorema de Castigliano. Viga bajo la accién de
una distribucién uniforme de fuerza.

El teorema de Castigliano (8.4) solo es aplicable para determinar desplaza-
mientos en puntos en donde se esten aplicando fuerzas puntuales. Si bien
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es cierto que la viga de la figura acumula energia elastica, no podemos usar
el teorema de manera directa en ella para determinar el desplazamiento
en P. Para usar (8.4) primero vamos a asumir que en P se estd aplicando
una fuerza puntual . Determinaremos la energia eldstica total debido a
w, y @, y con esta energia calcularemos el desplazamiento en P, para
finalmente hacer Q = 0, con lo que se recuperara el problema original.

Considerémos un sistema de coordenadas x que parte desde el extremo
derecho y se mueve hacia la izquierda. Asumase que a una distancia x se
hace un corte imaginario, en este caso es facil demostrar que la fuerza de
corte y el momento interno son iguales a

wex?
V() =wer+Q, M(z) = -——— - Qx, (8.21)
por lo que
ov oM
20 L, 90 —x. (8.22)

Usando (8.21) y (8.22) por el principio de superposicién y (8.10), (8.15)
tenemos que el desplazamiento total en P considerando @ y w, es igual a

L 3 L
1 ° 6
Ototal = / (w v +Q:E2) de + —— wex + Q dx,
0

EL \ 2 5GA J,
1 [w,l* QL3 6 [ w,L?
_Elz< L, @ )+5GA( : +QL>. (.23)

En el problema original solo tenfamos w, aplicado sobre la viga de modo
que ahora hacemos Q = 0 y del resultado anterior llegamos a que

wel*  3w,L?

o Wl BwoL 24
dwotat =SB+ FaA (8.24)
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8.2. Ejercicios

1. En la Figura 8.5 se tiene una viga para la cual [ = 4% 107 %m?* y £ =
190GPa. La viga estd empotrada en A, en tanto que en B estd sobre un
soporte simple. En el extremo derecho de la viga se aplica un momento
My = 500Nm. La viga también estd sometida a una fuerza uniforme wy =
1000N/m. Usando el teorema de Castigliano determine las reacciones en

Ay B. Se tiene L = 2m.

My

ANANN

A ~<- B

;
|

Figura 8.5: Problema calculo de reacciones en viga.

2. La viga de seccion rectangular ABC' de la Figura 8.6 estd bajo el efecto de
una carga vertical P en C'y estd empotrada en A. La seccién se muestra

en la parte inferior de la figura.

AN
\\\\\

Figura 8.6: Viga doblada.

Usando Castigliano:

= Determine la deflexién vertical 6, en C'
= Determine la deflexiéon horizontal §, en C.

= Determine el angulo de rotacién en C
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3. En la Figura 8.7 tenemos dos vigas 1 y 2. La viga 1 esta sostenida por
apoyos simples en tanto que la viga 2 estd empotrada en un extremo y
bajo la acciéon de una fuerza uniforme w,. Ambas vigas estdn unidas por
un cable. Usando Castigliano determine la deflexion en el punto A.

Figura 8.7: Dos vigas unidas por un cable.

Datos:

Viga 1 a = 1m, E =200GPa, I; = 10~ 5m*

Viga 2 L = 3m, E =200GPa, Iy = 2 % 10~°m*, w, = 10kN/m
Cable diametro 1lcm, largo 50cm, E = 180GPa.

4. En la Figura 8.8 se tiene una viga para la cual I = y F =. La viga
estd empotrada en A, en tanto que en B estd sobre un soporte simple.
En el extremo derecho de la viga se aplica un momento My =. La viga

también estd sometida a una fuerza uniforme wgy =. Usando el teorema de
Castigliano determine las reacciones en A y B. Se tiene L = 2m.

Wo

4 .
g B
1A ~~ B

L I \ L 1

Figura 8.8: Viga bajo varias cargas.
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5. En la Figura 8.9 se tiene una viga de longitud L sometida a una fuerza
uniforme w, y una fuerza puntual P. Si se conoce el producto EI, usando
el teorema de Castigliano determine el valor de la fuerza P de modo que
en el punto B el desplazamiento vertical de la viga sea cero.

D 0 O 0
A - T C
TR Tp
L L/4 L2
'L

Figura 8.9: Viga sometida a fuerzas uniforme y puntual.

6. Una viga ABC como la mostrada en la Figura 8.10 estd empotrada en A
y en B estd sobre un resorte® de constante k. Una carga concentrada P
se aplica en C'. Determine el desplazamiento hacia abajo d. del punto C.
Resuelva el problema usando el teorema de Castigliano.

P .,
Seccién

o g
|

%k -

Figura 8.10: Viga apoyada en resorte.

AN
N

AN

S
Sy

N N\

Datos: P = 1kN, L = 2m, a = 60cm, F = 200GPa, b = 8cm, h = Tcm,
e = 5mm, k = 5kN/m.

3El resorte inicialmente no esta ni estirado ni comprimido.
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Capitulo 9

Esfuerzos combinados:
Esfuerzos normales y de
corte maximos

En todos los capitulos anteriores hemos estudiado métodos ‘simples’ para
el calculo de los esfuerzos y las deformaciones en situaciones sencillas, tales
como barras sometidas a traccién o compresion, ejes sometidos a torsion, vigas
sometidas a flexion y también considerando esfuerzos de corte. En cada uno
de estos capitulos hemos estudiado distintos tipos de esfuerzos por separado,
indicando en particular que las soluciones obtenidas aqui pueden considerarse
como soluciones de problemas unidimensionales.

En este capitulo veremos un método en el cual, con los resultados anteri-
ores, ahora estudiaremos problemas en donde tenemos varios tipos de esfuerzos
y deformaciones actuando en un cuerpo. La base de este método sera el princi-
pio de superposicién, mediante el cual un cuerpo sometido al mismo tiempo a
torsion, flexion y fuerzas axiales en distintos planos, puede ser tratado de forma
separada para cada fenémeno, para después calcular un tensor de esfuerzos to-
tal simplemente sumando cada uno de los esfuerzos calculados previamente de
forma separada. Esta es una forma aproximada de resolver problemas en 2 y 3
dimensiones.

Primero haremos un repaso de algunos puntos importantes de la teoria de
la elasticidad que hemos visto en secciones anteriores.

En la Figura 9.1 tenemos una representacién de un cuadrado diferencial
(problema plano) con las tres componentes independientes del tensor de esfuer-
zos. Dichas componentes tiene que satisfacer las ecuaciones de equilibrio (sin
fuerzas de cuerpo en el caso estatico)

0oy OTuy

= .1

oz T oy 0, (9.1)
OTzy  Ooy

L4+ 2 =0. 2

ox oy 0 (9:2)
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Txy

' oy
Figura 9.1: Cuadrado diferencial caso plano.

En problemas bidimensionales el campo de desplazamientos tiene dos com-
ponentes

W(z,y) = u(z,y)i + v(z,y)j. (9.3)

El tensor de deformaciones tiene tres componentes independientes, cuyas
relaciones con los desplazamientos son

ou v 1 (0u n v (9.4)
€x0 = =, Eyy=7 Exy==|m—+—=—]- .
T Ox Y oy W2 \0y Oz

Finalmente, para la relacién entre los esfuerzos y las deformaciones, en el
caso de esfuerzo plano, teniamos
Oy =

(€za +VeEY), o0y = (eyy +Verz), Tay = 2Gegy. (9.5)

E E
(1-v?) (1-2?)

9.1. Esfuerzos normales y de corte maximo

Antes de explorar a través de un ejemplo particular el método de superposi-
cién mencionado al inicio de este capitulo, tenemos que considerar la siguiente
pregunta: ;Si en el interior de un cuerpo para un punto tenemos un cuadrado
o cubo diferencial con varias componentes del esfuerzo actuando sobre él, como
podriamos desarrollar una teoria de falla?

La motivacién de la pregunta anterior es la siguiente. En la Seccién 3.5.1
habiamos estudiado el concepto del esfuerzo de fluencia o,. Uno de los mecan-
ismos de falla mas faciles de estudiar corresponde a la deformacién plastica.
El concepto del esfuerzo de fluencia lo habiamos visto solo en el contexto de
un problema unidimensional, mas precisamente en el caso de una barra someti-
da a traccién. Sin embargo, la pregunta es: ;Como podriamos extender dicho
concepto al caso bi- y tri-dimensional? No es tan simple establecer falla por
deformacion plastica cuando tenemos, por ejemplo, un cuerpo sometido tanto a
esfuerzos normales como de corte en distintas direcciones.
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Con esa motivacion en mente, y considerando que en este capitulo estudi-
aremos casos en donde tenemos varios tipos de esfuerzos actuando en un punto,
es que desarrollaremos una teoria que nos servira para dar respuesta a las pre-
guntas anteriores.

Considerémos el esquema mostrado en el lado izquierdo en la Figura 9.2, en
donde tenemos un cuerpo sometido a distintas cargas externas. En el interior

Corte 1 Corte 2

Corte 2

Corte 1

Figura 9.2: Fuerzas internas en un cuerpo y su distribucion para distintos cortes
imaginarios.

del cuerpo elijamos un punto arbitrario P, y realicemos dos cortes imaginarios
que pasan por dicho punto, pero con distinta orientacién.

En los esquemas mostrados en el centro y en el lado derecho de la figura
tenemos la porciéon que queda al hacer el corte imaginario. Es facil apreciar
que para los dos cortes la distribucion de fuerzas internas en general van a ser
distintas, en particular en el punto de interés P.

Imaginemos que el punto P se encuentra en realidad en el interior de un
cuadrado diferencial, y que dicho cuadrado (en realidad rectdngulo) también es
afectado por el corte imaginario, tal como se muestra en la Figura 9.3. En las
caras vertical y horizontal tenemos actuando sobre el cuadrado diferencial las
componetes 0, 0y, T,y del tensor de esfuerzos (caso plano), en tanto que en la
superficie oblicua (la superficie de corte imaginario) tenemos actuando el vector
de esfuerzos t. Como el cuadrado diferencial cortado y todas sus superficies se
asumen muy pequenas, solo se dibuja un vector esfuerzos en cada cara. En la
figura el vector 77 es el vector unitario normal a la superficie. Notese que en
general ¢ y 1 no necesariamente estdn alineados.

El vector t se puede descomponer de varias formas (ver Secci6n 3.3.4), aqui en
particular nos interesa determinar sus componentes normal a la superficie de
corte imaginario o, (componente normal), y su componente tangencial 7 (com-
ponente en corte).

Mostraremos ahora que para valores fijos de o, 0, y T4, las componentes o,
y T van a variar, o si se quiere, van a depender de 6. Una pregunta interesante
es: ;Cuales son los valores de # para los cuales o, y 7 son maximos? El motivo
de esta pregunta tiene que ver justamente con una ‘teoria de falla’ como la
enunciamos al inicio de esta seccion. En el caso bidimensional, un posible criterio
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Figura 9.3: Cuadrado diferencial con corte oblicuo.

de falla podria estar asociado a valores para o,, y/o T superiores a cierto limite.
Veremos en detalle esto en la Seccion 10.2.

Con la motivacién anterior observemos nuevamente la Figura 9.3 y realize-
mos el balance de fuerzas para el elemento diferencial en las direcciones normal
y tangencial, el esquema del lado derecho nos ayudard en el balance. Si hacemos
suma de fuerzas en el sentido normal n tendremos!

Z F,=0 = o0,ds—o0y,cosfdx— 7,y sinfdxr — o, sin 0dy — 7, cosdy = 0,
luego dividiendo por ds tenemos
d d d d
O — Oy COS Hd—i: — Tpy Sin Hd—i: — 0y sin@d—z — Tpy COS 9—y =0.
Pero por definicién de la figura vemos que

dx dy
3 — st o =sind, (9.6)
por lo que reemplazando en el balance de fuerzas, después de algunas manipu-
laciones, obtenemos
1 1 .

On = 5(01 +o,)+ 5(% — 0y) €08(20) + 74, sin(26). (9.7)
Podemos apreciar ahora que efectivamente o, = 0,(0). Lo que nos interesa
ahora es determinar para cuales 6 esta componente del vector de esfuerzos es

1Para obtener fuerzas a partir de las componentes del tensor y del vector de esfuerzos
debemos multiplicar por el drea en las que estas componentes actian (pues en las caras del
elemento diferencial se asumen constantes), que en este caso corresponde a las longitudes de
los lados multiplicados por la ‘profundidad’ del elemento, que por simplicidad se puede asumir
unitaria.
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méxima (minima), para ello buscamos las soluciones de ‘%9" = 0. De la expresién

anterior tenemos que resolver la ecuacién
—(oy — 04)sin(26) + 274, cos(20) = 0, (9.8)
cuya solucién, que llamaremos #,,, se puede obtener de

2Ty

tan(26,,) = (9.9)

Oy —Og

La ecuacion anterior tiene dos soluciones, y se puede probar que una de ellas nos
dard un maximo para o, y la otra nos dard un minimo para esa componente.

Para el balance de fuerzas en el sentido tangencial, nuevamente de la Figura
9.3 podemos ver que

Z Fion =0 = 7ds—oysinfdx+ 7,y cos fdx — 7,y sin 0dy + o, cos 8dy = 0,

y dividiendo por ds y usando (9.6), después de algunas manipulaciones se llega
a

T= 5(% — 0g)sin(26) — 7, cos(26). (9.10)

También nos interesa buscar § para que 7 = 7(6) sea maximo (minimo). De

g—g = 0, usando el resultado anterior, vemos que dichos valores se obtienen al

resolver

(oy — 0g) cos(20) + 27, sin(260) = 0, (9.11)
cuya solucién, que llamaremos 6, es

Oy — Oy

tan(20,) (9.12)

2Tyy

La ecuacién anterior tiene dos soluciones, para una de ellas obtendriamos un
valor maximo, y para la otra un valor igual en magnitud pero con signo negativo,
es decir un minimo.
De (9.9) y (9.12) podemos apreciar que
T
tan (29n + 5) — tan(20,), (9.13)
o sea 0, y 0, estan separados por /4.

Usando (9.9) en (9.7) y (9.12) en (9.10) se puede demostrar que los valores
méximos (minimos) para o, y 7, que llamaremos o, y 7., estdn dados por

Oz +0O Oy — O 2
On,, = %i (%> + Toy, (9.14)

2
Tm = :I:\/(io.y ; Uz) +sz- (915)

232




Imaginemos que o, y 7 son en realidad coordenadas en un ‘espacio de esfuer-
zos’, en donde o, seria la coordenada horizontal y 7 la vertical. En otras palabras
cualquier vector de esfuerzos t se podria representar en este espacio (caso bidi-
mensional) como un punto. Es facil comprobar que las soluciones (9.14)-(9.15)
vienen a ser cierto puntos especificos en la circunferencia dada por la siguiente
ecuacion paramétrica en dicho espacio

2 2
[on — (LE 5 Uy)} +72 = (Lj 5 01) +T12y. (9.16)

9.2. Circulo de Mohr

La ecuacién para la circunferencia descrita en (9.16) nos permitirfa encontrar
los esfuerzos normales y de corte maximos o minimos de manera grafica. Para
hacer esto considérese el cuadrado diferencial con los esfuerzos mostrados en la
Figura 9.4.

PP (L)
-
sz
S

Figura 9.4: Circulo de Mohr. Cuadrado diferencial con esfuerzos caso plano.

Ahora considerémos el espacio con ejes o, y T, es decir el espacio en donde
cada cara del cuadrado diferencial con sus dos componentes del esfuerzo se
puede representar en un punto en dicho espacio. Se pueden escoger dos caras
arbitrarias de dicho cuadrado que esten a noventa grados, llamaremos a la cara
superior el punto (L) con coordenadas oy, T,y v la cara lateral derecha (K)
con coordenadas o, 7,,. Vamos a asumir que los esfuerzos de corte que tienen
orientacion en el sentido de las manecillas del reloj son positivos.

En la Figura 9.5 tenemos el espacio o,, — 7, construiremos algo que llamare-
mos el ‘circulo de Mohr’ de la siguiente forma:

= Asumamos que para este ejemplo o, > o, > 0. Ubiquemos el punto (K)
en la figura, en donde como en este caso 7., < 0 tenemos que colocar
dicho punto en el sector negativo para 7.

s Ubiquemos el punto (L) el cual podemos apreciar se ubica en el eje positivo
para T.
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Txy

On

_Twy

Figura 9.5: Circulo de Mohr.

Trazemos una linea recta desde (L) a (K). Dicha linea corta al eje o, en
el punto O, ademas se puede ver que el punto O corta a la linea justo en
la mitad.

En el punto O ubicaremos la punta de un compds, y la punta del lapiz se
ubica en el punto (L) o en el punto (K).

Se traza ahora un circulo con centro en O. Se pueden distinguir cuatro
puntos importantes: a, b, ¢y d.

Notemos que este circulo no es mas que la representacién grafica de (9.16).
Cualquier par de punto o, 7 a lo largo de la circunferencia viene a repre-
sentar el mismo estado de esfuerzos en el punto, pero visto en un sistema
de coordenadas rotada respecto al sistema original. La rotacién del sis-
tema de coordenadas es equivalente a realizar un corte imaginario oblicuo
con angulo # como se habia mostrado en la secciéon anterior.

El punto a viene a representar el valor maximo del esfuerzo normal o, ,
que se puede obtener de forma grafica y cuyo valor es aproximadamente
el entregado por (9.14). El punto b serfa el valor minimo (con signo) del
esfuerzo normal. Los puntos d y e vendrian a entregar los valores maximos
y minimos para el esfuerzo de corte 7, (ver Ecuacién 9.15).

El dngulo real entre el punto (K) y el punto (L) es de 90°, luego en el

234



plano o, — 7 podemos apreciar que el dngulo entre dicho planos es 180°,
o sea todo angulo real en el plano de los esfuezos es multiplicado por dos.

= De la observacion anterior tenemos que el angulo que debe ‘rotar’ el sis-
tema de coordenadas desde K — L, para obtener el maximo esfuerzo nor-
mal, es de 20 como aparece en la figura. Se aprecia también que el angulo
entre el punto de esfuerzo normal méximo y de corte maximo es 45°, tal
como se habia discutido en la seccién anterior.

Hay varios casos interesantes que se pueden estudiar con el uso del circulo
de Mohr, por ejemplo, los casos: 0, =0y =0y Toy =0,y 0y = =0, =0y
Tzy = 0.

9.3. Problema con esfuerzos combinados

En esta seccion usaremos los resultados mostrados en todos los capitulos
anteriores, en donde estudiamos el fenémeno de esfuerzo axial, esfuerzo de corte
en torsién, esfuerzo normal y de corte en flexion, para estudiar problemas bidi-
mensionales y tridimensionales para los esfuerzos en un cuerpo. Tal como se
indico en la introduccion, la base del método es el principio de superposicion,
en donde cada fenémeno se estudia por separado, para después al final obtener
un ‘estado de esfuerzos total’ mediante una simple suma.

Para determinar los esfuerzos, como paso previo serd necesario calcular las
cargas internas, en general tendremos que:

= Fuerza interna H generard o; de traccién o compresion.

= El momento interno M generara o; de traccién o compresion.
= El torque T' generard 7;; de corte.

= La fuerza de corte V' generard un esfuerzo 7;; de corte.

En un problema general, las cargas internas H, M, T y V deben ser cal-
culadas con el método de los cortes, en donde, por ejemplo, para una viga, se
hace un corte imaginario a una cierta distancia, para luego hacer el equilibrio
de fuerzas y momentos en las distintas direcciones que pueden ser de interés
para un problema completamente tridimensional.

En la siguiente seccién veremos un caso muy particular simplificado.

9.3.1. Fuerzas internas para el caso de una viga o barra
empotrada en un extremo y libre en el otro
El método a presentar en esta seccién solo es valido para barras o vigas
empotradas en un extremo, y no se puede usar en otro tipo de problemas.

Considerémos el esquema mostrado en la Figura 9.6, en donde tenemos una
viga sometida a una fuerza puntual F' en el punto P. La fuerza F puede ser
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Figura 9.6: Cargas internas para una viga empotrada con un extremo libre.

completamente tridimensional, es decir ahora no estamos trabajando solamente
con fuerzas en el plano.

Imaginemos que estamos interesados en determinar las cargas internas en
los puntos A y B debido a la aplicacion de F. Es fdcil notar que para que la
viga o barra esté en equilibrio es necesario que en B exista una fuerza -F y un
momento de reacciéon debido a la pared

M:—ﬁBpXF_:.

Esto se puede demostrar por medio de las ecuaciones de equilibrio Y ﬁl =0 y
STM; =0.

Si se hace un corte imaginario muy cerca de B, tendremos entonces como
cargas internas a F v a M = oBp X F si es que se estudia la porcion pequena
de viga que queda en el lado izquierdo?.

Si estamos interesados en estudiar las cargas internas en el punto A, podemos
considerar un corte imaginario en este punto, y luego hacer equilibrio de fuerzas
y momentos para la parte de la viga que queda en el lado derecho Si se hace
eso, en A deberifamos tener una fuerza de ‘reaccién’ igual a ~F y un momento
de reaccién M = —paAp X F. Luego, las cargas internas en A, si se mira la
superficie de corte que queda en el lado izquierdo, por accién y reaccién serian
simplemente igual a FyM= pAp X F.

Como conclusién de las observaciones anteriores, para la barra mostrada en
la Figura 9.6, para un punto A cualquiera a lo largo de esta, las cargas internas
en A consistiran en una fuerza puntual ﬁ, la que pueder tener componentes
en corte y normales, mas un momento M = PAP X F que puede consistir en
momentos que causen flexién y momentos (torques) que causen torsion.

En el caso general mostrado en el lado izquierdo de la Figura 9.7 para un
punto A cualquiera, para un corte imaginario en dicho punto tendremos una

2Si se estudia la cara opuesta del corte en el lado derecho, por acaon y reacaon tendriamos
que considerar una fuerza interna -F y un momento interno M = —pBp X F que son las
mismas reacciones que se calculaban con el equilibrio del cuerpo completo.

236



fuerza total puntual Fr y un momento interno total MT, que se pueden calcular
como

F_:T = F_:l —I—ﬁg +ﬁ3 + .. MT = ﬁAl X ﬁl +ﬁA2 X ﬁQ +ﬁA3 X F_:g + ... (917)

Para el momento interno también podemos agregar momento puros si es nece-
sario.

AN
e
ANANANAN
z

Figura 9.7: Cargas internas para una viga empotrada con un extremo libre
sometida a varias fuerzas externas.

Es necesario volver a recalcar que (9.17) solo puede ser usado en problemas en
donde tenemos una viga empotrada en un extremo y libre en el otro. Este método
no puede ser usado en otros problemas mas generales, en donde podriamos tener
una viga sostenida por varios apoyos.

9.3.2. Ejemplo para un problema en donde se tiene flexion,
torsion, corte y cargas axiales combinadas

En esta seccion nos interesa el problema mostrado en la Figura 9.8. En dicha
figura tenemos una barra maciza de seccién circular empotrada en la base y con
un extremo libre. En dicho extremo se estd aplicando una fuerza de 13kN con
una direccién que se puede obtener de la geometria. El didmetro de la barra es
de 60mm.

Nos interesa determinar el ‘estado de esfuerzos’ para el punto H. Resolver-
emos este problema en varios pasos a continuacion:

1. No usaremos directamente (9.17) en este caso, sino un método mds largo
pero mas pedagdgico. De la Figura 9.8 podemos encontrar las componentes
de la fuerza 13kN, en particular vemos que F= Fji+ F.k = —125— 5/A€kN,
tal como se muestra en la Figura 9.9

2. Comenzaremos con la componente de 12kN en la direccion del eje y.
‘Moveremos’ esta componente de su punto inicial de aplicaciéon al centro
de la seccion en donde estd H. Para ello primero movemos esa componente
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300mm

Empotrado

Figura 9.8: Esfuerzos combinados. Ejemplo.

al punto B. Al moverla se genera un momento puro de 1.8kNm tal como
se muestra en la Figura 9.10.

. A continuacién trasladaremos la fuerza de 12kN de B a la seccién en
donde estd H. Como en este caso se traslada en su propia linea de accién
no se genera ningin momento puro en esta traslaciéon. El momento puro
de 1.8kNm se puede trasladar a H sin necesidad de hacer nada adicional.
En la seccion en donde esta H tenemos algo como lo mostrado en la Figura
9.11.

. En la Figura 9.12 tenemos un corte imaginario que pasa por H, y de los
calculo anteriores podemos ver como actian las fuerzas internas en dicha
seccion, que consiste de una fuerza de -12kN en la direccion del eje y, més
un momento puro de -1.8kNm en la direccién del eje z.

Ahora haremos una lista de los tipos de esfuerzos que pueden aparece en
el punto H debido a la presencia de estas cargas internas:

= En el punto H tenemos un esfuerzo normal aproximadamente uni-
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125mm

Figura 9.10: Esfuerzos combinados. Traslacién de la componente F},.

forme de compresién en el sentido del eje y debido a la fuerza interna
de -12kN.

= En este punto tendriamos también un esfuerzo normal de compresién
causado por flexion asociada al momento puro en = de magnitud

1.8kNm.

= En el punto H no habria esfuerzo de corte ‘asociado’ a flexion, esto no
solo porque no hay fuerza interna de corte, pero ademaés para dicho
punto el eje z seria el eje neutro, tal como se muestra en la Figura
9.13 en donde tenemos una vista superior del corte imaginario.

5. Ahora procedemos a determinar los distintos esfuerzos mencionados ante-
riormente.

= Kl esfuerzo de compresién uniforme debido a 12kN en la direccion del
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Figura 9.11: Esfuerzos combinados. Traslacién de la componente Fy,.

Figura 9.12: Esfuerzos combinados. Cargas internas para un corte imaginario
en la zona de interés.

_ Eje neutro

~

X

Figura 9.13: Esfuerzos combinados. Seccién de la barra y propiedades de édrea.

eje y simplemente se calcula como
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donde A es el drea de la seccién y es igual a A = 2,827 x 10~ 3m?, por
lo que
0, = —4,2448MPa. (9.18)

= Para el caso del esfuerzo de compresién por flexion usariamos la ex-
presién (5.9), o sea o, = —MI—’:I, en donde el signo negativo (compre-
sién) ya se ha incorporado.
Para una seccion circular, como la mostrada en la Figura 9.13, ten-

emos que
I, =2 / z? dA,

en donde el factor 2 proviene de la simetria que posee esta seccion y

dA =2zdx con z = 4/ dff — 22, donde d es el didmetro de la seccidn.

Por lo tanto

/2 [ [q2 7 (d\*
I,=14 — 2| 22de==(=) . 1
/0 < 1 a:)x x 4<2) (9.19)

En nuestro caso con d =60mm tenemos
I, =6,3617 « 10~ "m?, (9.20)
por lo que si z = d/2

oy = —1,8%10%%0,03/(6,3617% 10~7) = —84,88MPa.  (9.21)

6. Ahora procederemos a desplazar la componente de fuerza de -5kN que
actiia en la direccién del eje z. Para ello observemos la Figura 9.14, en
donde vemos esta componente que se traslada de su punto original al
punto B. En la traslacion se genera un torque puro igual a 0.75kNm en la
direccion del eje y.

7. A continuacién llevamos la fuerza de -5kN de B a la seccién en donde se
encuentra el punto H. En la Figura 9.15 podemos ver la traslacién y como
esta genera un nuevo momento puro igual a -1kNm en la direccién del eje
x.

8. En la Figura 9.16 tenemos un corte imaginario que contiene al punto H
mostrando las distintas cargas internas actuando en esa seccion.
Ahora discutimos los tipos de esfuerzos que estas cargas internas pueden
generar:
= En el punto H tendrémos esfuerzo de corte debido a la torsién por
0.75kNm.

= En este mismo punto habria esfuerzo de corte debido a la fuerza de
corte de 5kN. Debido a la posicion de H este esfuerzo de corte en
efecto seria maximo para este fenémeno.
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5kN

5kN
0.75kNm

Figura 9.14: Esfuerzos combinados. Traslacion de la componente F,.

5kN

Figura 9.15: Esfuerzos combinados. Traslacion de la componente F,.

= En H no habria esfuerzo de compresién o traccion por flexion debido
a el momento de 1kNm en la direccién del eje x, pues el punto H
se encuentra en el eje z, que en este caso seria el eje neutro para la
flexion causada por 1kNm.

9. Ahora calcularemos los esfuerzos mencionados en el punto anterior:

s El esfuerzo de corte por torsién se debe calcular usando (4.8), pero
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5kN
0.75kN

H

Figura 9.16: Esfuerzos combinados. Cargas internas para un corte imaginario
en la zona de interés.

primero debemos identificar este esfuerzo de corte para el sistema de
coordenadas de la figura. Por el tipo de deformacién que causaria el
torque en la seccién (plano atravesado por y, esfuerzo de corte en la
direccién z) tenemos que este esfuerzo serfa 7,, y serfa ademdas neg-
ativo, luego en magnitud tenemos (el signo lo incorporamos depués)

_Ir

Tyz 7 .

En este caso usamos r = d/2 = 0,03m y de (4.6) tenemos J = Zd* =
1,2723 % 10~ %m*. Luego

0,75  10% % 0,03
BeE e — MPa. 9
172723 * 10—6 776839 a. (9 )

Tyz = —
= Respecto al esfuerzo de corte debido al corte puro, debemos usar la
expresién (6.10) para vigas de secciones arbitrarias. Primero, por el
sentido que tiene la fuerza de corte es facil ver que el esfuerzo de
corte que se genera aqui es 7, igual que en el caso anterior (ademds
con signo negativo). Luego de (6.10) tenemos que calcular (el signo

lo agregamos después)
Ty: =7 EdA. (9.23)

Nétese que en (9.23) hemos usado I, por la orientacién que tienen
los ejes en este problema.

De la Figura 9.17 podemos ver el significado de las distintas variables
y expresiones que aparecen en (9.23) para este problema. En partic-

ular podemos ver que dA = 2z d€, que = = 1/%2 — &2,y que para el
punto H tenemos t = d, z = 0. La fuerza de corte seria V = —5kN.
Considerémos la integral

d/2 d/2 (2 9 /d\?
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Figura 9.17: Esfuerzos combinados. Seccién de la barra y propiedades de drea
para el célculo de los esfuerzos de corte por fuerza de corte interna.

2 (d\3 _ 3
y en nuestro caso tenemos 3 (5) = 0,000018m".

Usando los resultados y observaciones anteriores en (9.23) se llega a
(incluyendo ahora el signo)

5% 10°%0,000018
6,3617 % 10~7 % 0,06

Tyz =

—2,3579MPa. (9.25)

10. De (9.18), (9.21), (9.22) v (9.25) vemos que todos los esfuerzos estan (o si
se quiere actian) en el plano y — z. Podemos apreciar también como los
esfuerzos normales debido a flexion son mucho mayores en magnitud a los
esfuerzos normales debido a cargas normales, y que lo mismo sucede con los
esfuerzos de corte debido a torsion si se comparan con los esfuerzos de corte
debido a corte puro. En general en problemas de esfuerzos combinados
tendremos este tipo de resultados.

Ahora usaremos el principio de superposicién, en donde bédsicamente para
un cuadrado diferencial como el mostrado en la Figura 9.18, tenemos que
sumar los esfuerzos normales en las distintas direcciones, y lo mismo hace-
mos con los de corte. En el caso de los esfuerzos normales solo tenemos o,
y de (9.18), (9.21) tenemos

Oy = —4,2448 — 84,88 = —89,1248MPa. (9.26)

En el caso de los esfuerzos de corte solo tenemos 7. y de (9.22), (9.25) se
llega a
Tyziorer = — 17,6839 — 2,357T9MPa. (9.27)

Luego el ‘estado de esfuerzos’ total para el cuadrado diferencial seria algo
como lo mostrado en la Figura 9.18. En la figura no aparece el signo
negativo para los esfuerzos debido a que este ya ha sido incorporado con
el sentido dado a las flechas.
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Y
oy = 89,12MPa
| Ty. = 20,04MPa

I Ty> = 20,04MPa

| |

Figura 9.18: Esfuerzos combinados. Representacion para los esfuerzos en el punto
de interés en un cuadrado diferencial.

11. Un dltimo paso que podemos hacer es calcular los esfuerzos normales y de
corte méximo. Se puede usar para ello (9.14), (9.15) o el circulo de Mohr.
Aqui usaremos® (9.14) y (9.15), de donde tenemos que

4,2995MPa,
T = { —03,4243MPa, (9.28)
y
o = 48 8619MPa, (9.29)

3El uso de (9.14) y (9.15) esté restringido solo a problema planos como es el caso del
ejemplo mostrado aqui. En nuestro ejemplo debemos cambiar algunos subindices, en este caso
T por z.
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Capitulo 10

Teoria de falla: Criterios
para la deformacién plastica

10.1. Introduccion

;Cuando se dird que una componente o pieza de un mecanismo falla? Son
muchos los posibles fenémenos que un sélido puede sufrir que podrian consid-
erarse como causal de falla, como por ejemplo:

= Formacién de deformacion plastica: Esto debido a que cuando un cuer-
po se deforma plasticamente su forma cambia de manera permanente, y
ese cambio permanente podria, en algunos casos, causar problemas en el
funcionamiento de un mecanismo.

s Exceso de deformacién eldstica: En algunas ocasiones un cuerpo (en par-
ticular cuerpos de gran tamano) pueden sufrir grandes ‘desplazamientos’
elasticos debido a las cargas externas. No necesariamente se producirian
deformaciones plasticas, pero este exceso de ‘deformacion’ eldstica puede
en algunas ocasiones también provocar problemas en el funcionamiento de
un mecanismo.

= Rotura: Es el caso clédsico de falla que viene a la mente cuando se piensa
en falla de una componente. La rotura de una pieza esta ligada al compor-
tamiento de las grietas que esta pueda tener. Las grietas tienen dos fases
de comportamiento

e Fase estable: en donde la grieta puede crecer con una velocidad ‘baja’
medible.

e Fase inestable: que ocurre cuando las grietas superan un cierto tamano
minimo y que se caracteriza por un crecimiento de la grieta a una
velocidad muy alta, que casi no se puede medir. La falla aqui ocurre
de forma catastrofica.
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= Cambio en las propiedades del material: En algunas ocasiones, produc-
to de la temperatura, del ataque de agentes quimicos u otras causas, las
propiedades del material pueden cambiar (y pueden en realidad ‘debili-
tarse’). Fendmenos tipicos que se pueden mencionar son

e Corrosién.

e Endurecimiento (por deformacién o cambios bruscos en la temper-
atura).

e Cambios debido a radiacién nuclear.

e Difusién de hidrogeno: que ocurre en estanques que almacenan este el-
emento, el cual puede atravesar las paredes por pequenos intersticios,
para combinarse en algunas ocasiones con los atomos del material de
las paredes, en general causando un material de peores propiedades
mecanicas.

De la lista anterior podemos apreciar que el concepto de ‘falla’ es bastante
amplio.

Respecto a las ‘causas’ de los fenémenos de falla mencionados anteriormente,
podemos considerar la siguiente lista:

s Cargas (fuerza externas) altas: Es quizds la causa més ficil de estudiar y
la que se puede incorporar de forma méas simple en el diseno para evitarla.

= Cargas ciclicas: Las cargas ciclicas, cuya magnitud y signo pueden cambiar
en funcién del tiempo, si se aplican por periodos largos de tiempo, aun
cuando las magnitudes sean pequenas, pueden causar falla, en particular
asociadas a grietas y rotura. Esto se estudiard en el Capitulo 12.

= Cargas que se mantienen por periodos muy largos de tiempo: En algunas
estructuras metdlicas, que puede estas sometidas a temperaturas moder-
adamente altas, bajo la aplicacién de fuerzas externas que no necesari-
amente son altas, pero aplicadas en periodos muy largos de tiempo, se
puede observar un fenémeno llamada ‘creep’ en donde se puede apreciar
un lento ‘fluir’ del sélido (deformacién ineldstica), que en esas escalas de
tiempo se comporta como un fluido.

= Cambio brusco de temperatura: Un cambio brusco de la temperatura, en
particular si no es uniforme en el cuerpo, puede causar altos ‘esfuerzos
térmicos’, los que en ciertas ocasiones provocan rotura por grietas o de-
formacién plastica. Los cambios bruscos de temperatura también pueden
causar cambios en la microestructura del material.

= Aplicacién de una temperatura muy baja: Una temperatura muy baja
puede causar problemas en algunos materiales. El acero, por ejemplo, a
temperatura normal puede ‘absorber’ una cierta cantidad de energia por
impacto antes de romperse, la cual en el caso de la aplicaciéon de una
temperatura muy baja, puede disminuir de manera apreciable. Es decir
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bajo una cierta temperatura el acero puede comportarse de una forma
fragil, lo que daria lugar a fallas por rotura si el material recibe un impacto.

O sea no solo hay muchos tipos de ‘fallas’ distintos a la rotura, sino también
puede haber un sinimero de causas para dichas fallas. Debe quedar claro ahora
que este es un tema muy profundo que por brevedad no se estudiard de forma
completa en este texto.

En este capitulo nos concentraremos en la falla por deformacién plastica, y
en particular causada por cargas altas.

10.2. Criterios de falla para deformacién plasti-
ca

En la Seccién 3.5.1 vimos en detalle la curva que relaciona los esfuerzos y las
deformaciones para el caso de un cilindro sometido a una tensién uniaxial. Para
una acero de bajo o mediano carbono la curva tiene una forma como la presen-
tada en la Figura 10.1. El cambio o la transicién del comportamiento elastico al

g

O F---

E

Elastica Pléstica

Figura 10.1: Curva esfuerzo-deformacién para un acero bajo carbono.

pléastico ocurriria cuando el esfuerzo o supera el valor limite o, llamado esfuerzo
de fluencia.

La gran pregunta ahora es: ;Qué debemos hacer en el caso en el que un
cuerpo esté sometido a un estado general de esfuerzos, es decir cuando en un
punto en un cuerpo tengamos distintos tipos de esfuerzos axiales y de corte
actuando al mismo tiempo?

La respuesta a esta pregunta no es sencilla, pues trasladar un resultado que
se obtuvo en un problema esencialmente unidimensional a aplicaciones en 2 o
3 dimensiones no es directo o sencillo. Por ese motivo se han propuesto varias
teorias diferentes, tres de las cuales mostramos aqui.

248



10.2.1. Criterio del esfuerzo normal maximo

El material fallard cuando el mdximo esfuerzo principal normal' (en 2D o
3D) sea igual al mdzimo esfuerzo normal en el instante de falla de un ensayo
de tension uniazial.

Ahora traduciremos el estamento anterior. Para una barra bajo una carga uni-

axial como la que se muestra en la Figura 10.2 tenemos que el esfuerzo en el
instante de falla es 0 = o,. Por otra parte si o,,, 0n, ¥ 0n, son los esfuerzos

P

P

Figura 10.2: Barra bajo tensién uniaxial.

principales para un cuerpo hecho del mismo material, del enunciado de la teoria

1En la Seccién 9.1 vimos en detalle el significado y el método de célculo de los esfuerzos
normales maximos y minimos. En este texto no se estudiara en detalle el caso 3D. Para el
caso 3D, en donde el tensor de esfuerzos tendria la forma

Oxr Txy Tzrz
T=| Twy oy Tyz |,
Trz Tyz Oz

se puede desarrollar un método de cédlculo de los esfuerzos normales méximos y minimos para
este caso, basados en la solucién de

det(I - U”ll,) = 07

en donde [ es la matriz de identidad en 3D. La solucién del problema del valor propio an-
terior nos da tres valores opn,, On, Yy Ong, uno de los cuales es el maximo esfuerzo normal
(considerando signo), uno es un valor intermedio y uno es el minimo esfuerzo normal.
Cada uno de estos valores tiene asociado un vector propio, y se puede demostrar que si el
sistema de coordenadas original se rota para quedar alienado con estos tres vectories unitarios
ortogonales, entonces el tensor T' (sus componentes) se transforman para quedar como

ony, 0 0
T= 0 ony, O
0 0 ong

En el caso 2D por medio de las expresiones (9.14) o del circulo de Mohr estabamos hacien-
do bésicamente lo mismo, es decir estabamos ‘rotando’ el sistema de coordenadas para que

Ox Tz on 0
de Yy ny

> se pueda obtener , en donde vemos los dos valores (méximo y

Tzy Oy Ony
minimo) para o, que se obtienen de (9.14).
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tenemos que el material no falla cuando?
01 <0y, 02<0, 03<0,. (10.1)

En un espacio en donde las coordenadas fuesen los esfuerzos principales, la
regién delimitada por (10.1) serfa o tendrfa la forma de un cubo, tal como se
puede apreciar en la Figura 10.3. Es decir si para un punto en un cuerpo 7' es

Oo g2

(‘7/’0—0

Figura 10.3: Limite de la zona de comportamiento elastico en la teoria del es-
fuerzo normal méximo.

tal que sus esfuerzos principales (como punto) se encuentran dentro del cubo,
entonces el material no fallard (zona de no falla) en ese punto por deformacién
plastica.

En los resultados anteriores hemos asumido que el material puede fallar de la
misma forma en traccién y compresion, pero hay muchos ejemplos de materiales
que fallan con distintos limites para esos dos fenémenos. En dicho caso para
0; < 0 tendriamos que delimitar la zona de no falla con valores para el esfuerzo
0, differentes cuando son en compresion.

En el caso bidimensional, como solo tenemos o1 y o9, la regién anterior se
transforma simplemente en un cuadrado, tal como el que se muestra en la Figura
10.4.

En general queremos evitar trabajar muy cerca del limite de falla, y por ese
motivo la zona segura se define por medio de un esfuerzo admisible 044, que se

define como
Oo

FS’
en donde F'S es conocido como el factor de seguridad y es tal que F'S > 1.
Este factor en problemas normales de diseno puede tomar los valores 1.5, 2 o
mayores, dependiendo de cuan critico sea evitar la falla en una aplicacion.

El criterio del esfuerzo normal maximo se aplica y funciona bien para ma-
teriales ‘fragiles’ tales como: roca, vidrio, fierro fundido, ceramica, ladrillos re-
fractarios, etc. En estos materiales cuando fallan se puede apreciar superficies
de falla con normales orientadas en la direccién del maximo esfuerzo normal.

(10.2)

Oadm =

2Eliminaremos el subindice n de la notacién para los esfuerzos principales por simplicidad.
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g2

Limite

Oadm
| Limite practico
=
—0Oo [ g1
—¥ ad
| —|— Zona segura
—Oadm
—a,

Figura 10.4: Limite de la zona de comportamiento elastico en la teoria del es-
fuerzo normal méximo caso bidimensional.

10.2.2. Criterio del esfuerzo de corte maximo

El material fallard cuando el mdximo esfuerzo de corte® en 2D o 8D sea
igual al mdzimo esfuerzo de corte en el instante de falla para un ensayo uniaz-
ial sobre una probeta del mismo material.

Para una probeta como la mostrada en la Figura 10.2, en un elemento difer-
encial en su interior tendriamos un estado de esfuerzos como el mostrado en
la Figura 10.5 en el lado izquierdo. Es decir tendriamos solamente un esfuerzo
normal y de (9.15) se llega a que para ese ensayo uniaxial en el instante de falla
7, = %. La misma conclusién se obtiene de la aplicacién del circulo de Mohr a
este problema, como se muestra en el lado derecho de la Figura 10.5.

De las observaciones anteriores tenemos que no hay falla si

g — Omyg (o
T < T, & —mAE_Tmin o 2o (10.3)

2 2"

3En (9.15) hemos visto como determinar este esfuerzo de corte méximo en 2D, se tenfa

2
Oqy—0, . . . . .
T = (%) + T:%y. Si se trabaja con los esfuerzos principales o1, o2, como en dicho

sistema de coordenadas no hay corte, tenemos

= (Ll _0”2>2 =i<70’” _0”2>.
2 2

En el caso 3D, cuyos detalles no mostraremos aqui, se tienen tres valores para los esfuerzos
s In;—9n;
maximos de corte, que se calculan como 7 = —5—*

escoge el maximo, de donde tendriamos

con i # j. Entre estos tres valores se

Omaxz — Omin

2

Tm =
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Figura 10.5: Esfuerzo de corte maximo en un ensayo uniaxial. Circulo de Mohr.

Veamos ahora la forma que tendria la zona en la que el material no falla
para el caso bidimensional. En dicho problema tenemos solo dos esfuerzos prin-
cipales 01, 02. Considerémos el plano con ejes dados por los esfuerzos principales
mostrado en la Figura 10.6. Dividamos el espacio de acuerdo a los posibles signos

a2
I I

—

Oo {

Limite

—0,

Oo o1

Zona segura

—0,

111 v

Figura 10.6: Limite de la zona de comportamiento elastico en la teoria del es-
fuerzo de corte maximo.

de 01 y 09 en cuatro partes, que denominamos I, IT, IIT y IV.
En la zona IT tenemos que o1 < 0y o2 > 0 por lo que (10.3) implica que
justo en el limite de falla tenemos que se debe cumplir que
09— 0 o
72 1 :—O = 02:0'0+0'1, (104)
2 2
Es decir, si expresamos, por ejemplo, o2 como funcién de oy, la relaciéon entre
estos esfuerzos en el limite de falla es una linea recta, tal como se ve para II en
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la Figura 10.6. Lo mismo se puede obtener para la zona IV. Respecto a las zonas
I y IIT el criterio anterior nos da una zona sin limites, lo que no es razonable,
y una manera de complementar esto es asumiendo de forma adicional que para
las zonas I y III el criterio del esfuerzo normal maximo deberia ser valido, con
lo que tenemos limites como los mostrados en la misma Figura 10.6.

Podemos apreciar de las Figuras 10.4 y 10.6 que la zona de no falla para
el caso del criterio del esfuerzo normal maximo, es mas grande que la que se
obtendria con el criterio del esfuerzo de corte maximo. Debemos recordar eso si
que el rango de aplicacién o el tipo de materiales en las que estas dos teorias se
aplica es distinto.

Aqui también se puede usar el concepto del esfuerzo admisible o4, =
0,/FS, con el cial se puede establecer la zona ‘segura’ en la que no se pro-
duciria falla, tal como se muestra en la Figura 10.7.

02
T
O gdm
—0o dm | 0o 01
——— Zona segura
—0,

Figura 10.7: Limite de la zona de comportamiento elastico en la teoria del es-
fuerzo de corte maximo con zona admisible.

Los materiales para los cuales este criterio da buenas predicciones son ma-
teriales ‘ductiles’, tales como el acero de bajo carbono y el cobre.

Debido a que el dangulo para el cual tenemos el maximo esfuerzo de corte
tiene una diferencia de 45° con la direccion del maximo esfuerzo normal, para
un cilindro o placa sometida a traccién que sean hechos de materiales ductiles,
las superficies de falla presentan una inclinacién angular respecto a la direccion
de la carga axial externa.

10.2.3. Criterio de Von Mises

El material fallard en 2D o 3D si su ‘energia de distorsion’ por unidad de
volumen en el instante de falla es igual a la energia en ese instante en un ensayo
uniaxial usando una probeta del mismo material.
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La aplicacién de este criterio (que es muy popular en diseno mecédnico) es sobre
todo para materiales ductiles.

La energia de distorsion la definiremos a partir de la expresion para la energia
especifica (7.9) en donde tenfamos

1 v 1
U= ﬁ(oi + 05 + Uf) — E(omoy + 0,0, + 0y0,) + ﬁ(sz + T:fz + ng).
En lugar de trabajar con el tensor de esfuerzos en el sistema de coordenadas
original, trabajaremos con el tensor de esfuerzos rotado, de forma tal de tener

los esfuerzos principales o;, i = 1,2, 3. En este caso para U tendriamos

v
u 0} + 03+ 03) — = (0102 + 0103 + 0203). (10.5)

=35( E

Esta energia especifica (su valor) es exactamente la misma que (7.9), pues debe-
mos recordar que al calcular los esfuerzos principales (normales méximos y mini-
mos) tenemos el mismo estado de esfuerzos visto en un sistema de coordenadas
rotado respecto al original. La energia deberia ser invariante respecto a cambios
en las coordenadas (por ser una funcién escalar).

Considerémos el cuadrado o cubo diferencial mostrado en la Figura 10.8, en
donde tenemos que se aplica solo un esfuerzo uniforme (de traccién o compre-
sién) igual en todas las caras. Distintas observaciones experimentales indicar{an

Figura 10.8: Cubo bajo el efecto de esfuerzos ‘hidrostaticos’.

que cambios volumétricos, como los que se observan de forma esquematica en
este figura, no producirian deformaciones plasticas, independiente de la magni-
tud de &.

Vamos a descomponer la energia de deformacion en dos partes, una de ellas
asociada a la parte ‘uniforme’ de los esfuerzos y la otra asociada a la parte
restante de los esfuerzos. Para ello considerémos la siguiente descomposicion de
los esfuerzos principales

o1 = 7+ 51, (10.6)
0y = 7+ Sy, (10.7)
03 = 7 + S, (10.8)
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donde definimos el ‘esfuerzo hidrostéatico’ ¢ como

g1 —|— g9 —|— g3
3 3

que como podemos ver es una especie de promedio de los esfuerzos principales.

Respecto a S;, i = 1,2, 3, estos son llamados las componentes del ‘esfuerzo
deviatérico’ y de (10.6)-(10.9) se tiene que

o =

(10.9)

201 — 092 — 03

S = 3 , (10.10)
g, = 2020 ‘;1 % (10.11)
Sy = 203;;_02 (10.12)
La energia total se descompondra como
U =Uyg +Up, (10.13)

donde Up seria la parte de la energia acumulada debido a & y Up seria la energia
de distorsion.

Calcularemos Uy evaluando U con 7 en (10.5), que después de algunas ma-
nipulaciones nos da

(1-2v)
6F

De (10.13) tenemos Up = U — Uy y de (10.5) y (10.14) después de varias
manipulaciones se obtiene

Uy = (02 + 02 + og + 20109 + 20103 + 20203). (10.14)

1
Up = ( 3‘;”) (O’% + 0,5 + Ug — 0109 — 0103 — 0'20'3), (1015)

Se define el ‘esfuerzo de Von Mises™® oy s como

ovm = \/0% + 03 + 03 — 0102 — 0103 — 0203, (10.16)

de modo que de (10.15) tenemos

1+v
Up = <W) Y- (10.17)

Volviendo al péarrafo inicial de esta seccién para un ensayo uniaxial la falla
se produce cuando o = 0,, en cuyo caso de (10.16) y (10.17) tenemos que la
energia de distorsién en el instante de falla serd igual a

1+v
UD joiray,, = ( 5 >a§. (10.18)

4Podemos ver en esta seccién que el ‘esfuerzo de Von Mises’ en realidad es una simple
definicién, que se obtuvo de expresiones asociadas a la energia de deformacién. Si bien es
cierto este ‘esfuerzo’ tiene unidades de fuerza por unidad de area, no es un esfuerzo real, en
el sentido visto en la Seccién 3.3.3, y por tanto no se puede asociar a él, por ejemplo, una
direccién como vector.
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Luego el criterio nos dice que Up,,;,,,, .., = UDsaia,,» POT lo que de (10.18),
(10.16) y (10.17) tenemos que

1 1
< 3—;V> 0'(2) = <%) (0’% —I—O’%—l—o’% — 0109 — 0103 —0’20’3),

de donde se obtiene el criterio para el limite de falla
0? 403 + 05 — 0109 — 0103 — 0203 = 0-. (10.19)
O sea el material falla si
oL =02 (10.20)

Veamos la forma que tiene el limite de la zona segura para el caso 2D, de
(10.19) tenemos
0} + 03 — o109 = 02, (10.21)

que desde el punto de vista geométrico es o representa una elipse rotada, como la
mostrada en la Figura 10.9, en donde tenemos ademas la representacién grafica
del criterio del esfuerzo de corte maximo.

g2

Von Mises

Tresca o corte maximo

01

—— Zona de no falla

Figura 10.9: Limite de zonas de comportamiento elastico con los criterios de
corte maximo y de Von Mises.

En la Figura 10.10 tenemos una representaciéon gréafica de los tres criterios
vistos en este capitulo.
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g2
Von Mises
To
Tresca o corte maximo ] \7* Esfuerzo normal méaximo
T o
—0o Oo g1
—0,

Figura 10.10: Limite de zonas de comportamiento elastico con los criterios del
esfuerzo normal méximo (linea verde), corte maximo (Tresca) (linea azul) y de
Von Mises (linea negra).
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10.3. Ejercicios de esfuerzos combinados y teoria
de falla

1. Enla Figura 10.11 se tiene un poste hecho de un tubo de acero, el cual tiene
un didmetro exterior de D, y un espesor de pared e. El tubo esta pegado

i Lo Loa
7 777 |
7 ////:O b
7 7 AT
£ 7 7 —1

Y P . Placa

Figura 10.11: Poste bajo el efecto del viento.

a una placa rigida, la cual recibe el impacto del viento, el que genera una
presion uniforme P sobre esa superficie de la placa (en la direccién z). El
tubo estda empotrado al piso.

a) ;Por que el ‘estado de esfuerzos’ seria mayor en la zona de empo-
tramiento?

b) Para esa zona, para los puntos A y B, determine dicho estado de
esfuerzos (dibuje los cuadrados diferenciales).

c) Para A y B calcule los esfuerzos normales maximos/minimo, y el
esfuerzo de corte maximo.

d) Usando el criterio del esfuerzo de corte maximo, con F.S = 2, deter-
mine si falla o no el tubo en A y/o B.

Datos:
Ly =4m, L;=2m, a=40cm, b=060cm, D¢y =12cm, e = lcm,
P =7%10°Pa, FE =200GPa, o, = 200MPa.

Obs: El efecto de P se puede reemplazar por una fuerza puntual equiva-
lente como primera aproximacion.

2. La viga de secciéon T mostrada en la Figura 10.12 estd empotrada en un
extremo y en el otro bajo el efecto de una fuerza puntual F'. La seccion se
muestra en el lado derecho.
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Figura 10.12: Viga T empotrada.

Para esta viga determine los estados de esfuerzos en los puntos A, By
C' y también los esfuerzos principales. ;Cual es la carga maxima F' que
se puede aplicar para que no falle en cualquiera de estos tres puntos si la
viga estd hecha de un acero de bajo carbono con ¢, = 340MPa usando el
criterio de Von Mises y un factor de seguridad F'S = 2,57

Datos: L = 2m, h = 20cm, b = 15cm, e = lcm, 8 = 50°.

El tubo de la Figura 10.13 esta empotrado a la pared y bajo el efecto de
una fuerza puntual F' en el otro extremo.

Figura 10.13: Tubo empotrado.

El tubo tiene un didmetro exterior d y un espesor e = d/10. Para los
puntos A y B determine los estados de esfuerzos. Determine d de forma
tal que el tubo no falle en dichos puntos considerando la teoria de Von
Mises y con un factor de seguridad F'S = 2,5.

Datos: FF = 15kN, a = 50cm, b = 70cm, ¢ = 1m, E = 190GPa, G =
70GPa, o, =250MPa.

En la Figura 10.14 se tiene un eje que impulsa dos poleas. El eje recibe un
torque 1" de un motor que no se muestra en esta figura. El eje estd sobre
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dos soportes con rodamientos en los que podemos asumir no hay roce apre-
ciable. En la posicién mostrada en la figura para simplificar los calculos
se puede asumir que todo el sistema esta en equilibrio.

y _ - 450N Polea y
Apoyo con rodamiento didmetro 1)

motor transmite 1’

Figura 10.14: Eje con poleas.

= Idique los tipos de esfuerzos que generan cada una de las fuerzas o
momentos internos en (1), (2) que se muestran en vista frontal en la
figura superior derecha para la seccién B — B del eje. Si el didmetro
del eje es D = 3cm, determine y grafique en cuadrados diferenciales
los estados de esfuerzos para los puntos (1), (2).

= Si se trabaja con un acero de bajo carbono para el eje con o, =
100MPa, usando el criterio de Von Mises, determine los factores de
seguridad para los puntos (1) y (2), respectivamente.

5. La viga de la Figura 10.15 tiene una seccién rectangular de lados a, b. En
el plano z — y la viga estd sometida a una fuerza distribuida lineal (con
valor méximo de 2000N/m), en tanto en el plano x — z estd sometida a
una fuerza distribuida uniforme de 2500N/m més una puntual de 3000N.
La figura superior izquierda muestra la viga en una vista en el plano z —y
en tanto en la figura inferior izquierda tenemos una vista de la viga en el
plano =z — z.

Para un corte imaginario hecho a una distancia de 1.5m desde el extremo
izquierdo determine los estados de esfuerzos para los puntos (1) y (2). Los
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Figura 10.15: Viga.

puntos (1) y (2) se muestran en la vista tridimensional del lado derecho de
la figura para la zona de corte imaginario. Dibuje en un cubo diferencial
las componentes de los esfuerzos determinadas en dichos puntos.

Datos:

a=5cm, b=12cm, FE =100GPa, G =40GPa.

6. La barra de seccion cuadrada de lado d = 20cm de la Figura 10.16 se

levanta por medio de una fuerza F. La barra tiene un peso especifico
wo = 7,83 * 103[Kgf/m?].

a) Calcule las fuerzas internas y momento interno H(x), V(x) y M(z)
para la barra.

b) Determine los esfuerzos en B (en el centro de la barra y en la super-
ficie inferior, respectivamente)

El punto A estd fijo. Datos: L = 5[m], § = 40grados

7. La prensa C mostrada en la Figura 10.17 estd hecha de acero. Determine
la fuerza de sujecién permisible P que la prensa puede ejercer si se desea
un factor de seguridad de 4.

Considére dimensiones en cm y o, = 300MPa
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Figura 10.16: Barra bajo su peso.

LI

Figura 10.17: Prensa C.
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Capitulo 11

Inestabilidad elastica:
Pandeo en vigas y columnas

11.1. Introduccion a la inestabilidad elastica

El concepto de estabilidad o inestabilidad aparece en tantos contextos dis-
tintos que es necesario dar una introduccién a como seria aqui en mecénica,
para ello considérese la Figura 11.1 (lado izquierdo). Ahi tenemos la repre-

P

I

NN N NN NN NN NN

Figura 11.1: Estabilidad en barra rigida bajo la accién de una fuerza de traccion.

sentacion esquematica de una barra (que por el momento podemos asumir es
rigida) sometida a una fuerza P vertical y con el otro extremo sujeto por medio
de un pasador al piso.

Imaginemos ahora que la barra no esta perfectamente vertical sino que su
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posicién superior estda desplazada en una distancia d de la linea vertical, tal
como se muestra en el lado derecho de la figura. Debido a la nueva posicién se
puede apreciar que se produciria un momento puro M = dP respecto al punto A
actuando sobre la barra. Este momento haria que la barra volviese a su posicion
inicial totalmente vertical.

En el caso anterior, la posicién de ‘equilibrio’ original de la viga (el esque-
ma del lado izquierdo) se puede considerar como ‘estable’, debido a que un
desplazamiento a partir de esa posicién lo que hace es generar un momento que
restituiria a la viga a su posicion inicial.

Veamos un caso opuesto como el mostrado en la Figura 11.2. En el lado

P

!

NANNNANN

Figura 11.2: Inestabilidad en barra rigida bajo la accién de una fuerza de com-
presion.

izquierdo tenemos la misma barra pero ahora con una fuerza de compresion P
actuando sobre ella.

Si se desplaza el punto de aplicacion de la fuerza en una distancia d, tenemos
que nuevamente se generard un momento M = dP, como se muestra en el
lado derecho de la figura, pero en este caso el momento haria que la barra
de desplazase mas desde la posicién inicial, es decir aumentaria d con lo que
aumentaria M, con lo que finalmente se tendria un ‘colapso’ de la barra.

En la situacién anterior tendriamos que la posicién original vertical seria un
equilibrio ‘inestable’.

En la Figura 11.3 tenemos tres esquemas que nos permiten ver los conceptos
de estabilidad e inestabilidad en otro contexto. En la figura del lado izquierdo
tenemos un cilindro puesto en una superficie concava. La posiciéon de equilibrio
estaria justo en el centro de dicha superficie, y es facil apreciar que si el cilindro
es sacado de dicha posicion, debido a la fuerza de gravedad y a la forma de
la superficie, el cilindro volvera a su posicién original'. Un equilibrio que tiene
estas caracteristicas se denomina equilibrio estable.

1En realidad empezara a oscilar alrededor de dicha posicién.

264



) iy
) /
> y
T T

T

(a) (b)

Figura 11.3: Cilindro rigido en tres superficies distintas: (a) En equilibrio estable.
(b) En equilibrio neutro. (¢) En equilibrio inestable.

En la figura del lado derecho tenemos el mismo cilindro pero en este caso
sobre una superficie convexa. Si el cilindro es sacado de su posicién de equilibrio
(que se encuentra nuevamente en la mitad), la fuerza de gravedad y la forma de
la superficie haran que en cada instante el cilindro se aleje més de la posicion
de equilibrio original. Un equilibrio de esta naturaleza es llamado equilibrio
inestable.

En la figura del centro tenemos una situacion diferente, aqui si el cilindro es
sacado de su posiciéon de equilibrio, quedara en la nueva posiciéon sin moverse
mas, luego un problema de este tipo es llamado de equilibrio neutro.

Ya hemos visto dos situationes diferentes en las que el concepto de equilibrio
se asociaria con la posibilidad que tiene un cuerpo de volver a su posicién inicial
o no. En principio las propiedades de estos estados de equilibrio dependerian de
la geometria y/o del entorno en donde se ubica el cuerpo. Ahora veremos que el
concepto de equilibrio para la barra mostrada en la Figura 11.2 puede ser mas
complejo y depender entre otras cosas de la magnitud de la ‘fuerza’ externa.

En la Figura 11.4 tenemos la misma barra mostrada en la Figura 11.2 pero

ahora en el extremo superior se colocan dos resortes horizontales de constante
k.

lP
A
e
L
AA \
\1\\\\ \\\\\\

Figura 11.4: Inestabilidad y estabilidad en barra rigida bajo la acciéon de una
fuerza de compresion y conectada a resortes laterales.
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Si el extremo superior se desvia de la posicién de equilibrio en una distancia
d, se creard una fuerza debido al resorte Fj.s. Si aumenta d eso implicaria
que aumentaria F,..s también. La condicién de equilibrio basada en el balance
de momentos respecto al punto A equivaldria a decir que el momento por P
deberia ser igual al momento causado por Fj.s en ambos lados de la barra. El
momento causado por P es igual a dP, en tanto que el momento causado por
F.cs seria aproximadamente igual a 2F,.;L = 2kdL, la aproximacién viene del
hecho de que al desplazarse d en la parte superior tenemos primero una rotacién
de Fjes v segundo un cambio de la distancia vertical al punto A, pero si d se
asume pequeno ambos efectos se pueden despreciar. Luego para el equilibrio
tenemos

dP ~ 2kdL,

de donde se tiene
P.,. = 2kL. (11.1)

A la fuerza P resultante del equilibrio la hemos llamado P.,. por las siguientes
razones. Si P < P,. el momento causado por el resorte seria mayor que el
momento causado por P, por lo que la barra volveria a su posicién de equilibrio
original vertical. Por otra parte si P > P., el momento causado por P venceria
la resistencia causada por el resorte, con lo que la barra se alejaria cada vez mas
del equilibrio. O sea P, es un valor ‘critico’ para la fuerza externa, en el sentido
que si se supera ese valor, estarifamos en una situacién de equilibrio inestable, de
modo que P, seria el limite que separaria el rango de comportamiento estable
del inestable.

El concepto de la carga critica P.. puede surgir en otro contexto, para ello
observemos la Figura 11.5 en donde tenemos nuevamente la barra con los re-
sortes mostrada en la Figura 11.4, pero ahora se agrega una fuerza horizontal F'
en el extremo superior en B. Debido a F' la posicion vertical ya no es la posicion
de equilibrio (a partir de la cual deberfamos agregar alguna perturbacién), esta
posicién debemos determinarla como paso previo por medio de un balance de
momentos respecto, por ejemplo, al punto A. El momento causado por F seria
aproximadamente F'L, el momento causado por P seria x,P, donde x, seria
la nueva posicién de equilibrio, y el momento causado por los resortes seria
aproximadamente igual a 2kx, L, luego para el balance tenemos

FL+x,P =~ 2kx,L,

de donde obtenemos

FL F 1

T%L-P 2% (1-2)

(11.2)

Lo

Aqui vemos que si P = 2kL entonces x, — 00, en tanto que si P < 2kL se
estaria con un x, estable. ; Qué se puede decir respecto a la situacion P > 2kL.

En el problema anterior el concepto de carga critica P., = 2kL surgié en un
contexto totalmente distinto al estudiado para la Figura 11.4.
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Figura 11.5: Inestabilidad y estabilidad en barra rigida bajo la acciéon de una
fuerza de compresién conectada a resortes laterales y bajo una fuerza horizontal.

Tipos de inestabilidades en cuerpos elasticos

En el andlisis de los problemas anteriores vimos los conceptos de estabili-
dad y de inestabilidad en varios casos relacionados con cuerpos rigidos. Para
cuerpos eldsticos se pueden generar también varios tipos de inestabilidades, las
que dependeran, entre otros factores, de la geometria del cuerpo, de las cargas
externas, de las propiedades mecanicas del material y de las restricciones al
desplazamiento que se puedan imponer. Deberia ser claro que en cuerpos elésti-
cos puede ser mucho mas dificil establecer estos limites entre comportamiento
estable e inestable.

A continuacién se muestra una lista breve y simple de los tipos de inestabil-
idades elasticas que se pueden producir en un cuerpo:

1. Pandeo por compresion de una columna. En la Figura 11.6 tenemos una
columna elastica bajo el efecto de una fuerza de compresion. Si dejamos
de lado la posible rotacion rigida que podria sufrir la columna en este
problema, podemos apreciar un posible comportamiento inestable en el
lado derecho, que es denominado pandeo.

2. Vuelco lateral de una viga alta y delgada. Como se muestra en la Figura
11.7, aqui tenemos una viga de seccién rectangular muy alta en relacion
a su espesor, la cual estd empotrada en un extremo y libre en el otro, en
donde se aplica una fuerza vertical P. Un problema de esta naturaleza
se podria estudiar considerando solo flexién (si la fuerza se aplica en la
mitad de la seccién), sin embargo debido a la geometria de la viga, una
desviacion pequena del punto de aplicacion de la fuerza causaria un mo-
mento (asociado a los esfuerzos de corte) que harfa a la viga rotar en ese
punto y producir una inestabilidad como se muestra en la figura.
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Figura 11.6: Pandeo por compresiéon de columna.

Figura 11.7: Vuelco lateral de viga alta y delgada.

3. Pandeo de un tubo cilindrico sometido a torsién. En la Figura 11.8 ten-

Figura 11.8: Pandeo de tubo cilindrico de pared delgada sometido a torsion.
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emos un tubo cilindrico de pared delgada sometido a un torque externo
(mostrado con flechas rojas). Es bien sabido que en una geometria de es-
ta naturaleza bajo torques superiores a un cierto valor critico se puede
producir la formacién de irregularidades (o depresiones) en la pared, las
cuales pueden causar eventualmente un colapso o inestabilidad en el tubo.

4. Inestabilidad por compresiéon en un tubo. En la Figura 11.9 tenemos un

P

P

Figura 11.9: Pandeo por compresion de tubo de pared delgada.

tubo de pared delagada. Puede ser cilindrico o tener otra seccién. Es bi-
en sabido que tubos de esta naturaleza pueden soportar altas cargas de
compresion, pero que sobre ciertos limites para estas cargas se producen,
de forma repentina, deformaciones irregulares en la pared, que generan un
colapso inmediato de la estructura.

De todos los casos anteriores en este texto estudiaremos solo el pandeo de
columnas.

11.2. Pandeo en columnas

Estudiaremos en esta seccién en detalle el caso de una columna que en un
momento dado puede desarrollar o mostrar una inestabilidad por pandeo.

En la Figura 11.10 tenemos una columna o viga sometida a una fuerza de
compresién P en B, a una fuerza uniforme actuando a lo largo w(z) y finalmente
con un apoyo tipo pasador en el punto A. Podemos apreciar que a diferencia del
problema de flexion, aqui se asume que w(x) es positivo si apunta en la direccién
de y > 0.

Extraigamos un elemento diferencial de la viga de longitud dz. En la Figura
11.11 tenemos una vista ampliada del diferencial. En el soporte tipo pasador
del lado izquierdo se producira una reaccién en x de magnitud P, luego para
cualquier corte imaginario, como las superficies laterales del diferencial de la
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dx

Figura 11.11: Elemento diferencial de viga.

figura, tenemos como carga interna horizontal H = P. En el lado izquierdo del
diferencial tenemos las cargas internas M y V', en tanto que en el lado derecho
usando una aproximacién con series de Taylor hasta el primer término tenemos
M + %dx y V+ %—de. Observamos también la aplicacién de w(z) en esa
pequena zona.

El elemento diferencial mostrado en la Figura 11.11 esta deformado, en par-
ticular se muestra su desplazamiento vertical (la diferencia de desplazamiento
entre las caras laterales) dj. También podriamos tener un desplazamiento hori-
zontal pero no lo considerarémos aqui.

Haremos equilibrio para el diferencial, partiendo con las fuerzas tenemos

Y F,=0 = i—‘; = —w(x). (11.3)
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Si hacemos equilibrio de momentos respecto al punto O tenemos?

dM d v\ d
D M.=0 = Mi—de-M+V x+(v+ d—dx) L4 Pdjtwda(kdr) =

y simplificando algunas expresiones se obtiene

dm d d
M e+ vdr + Yar 2 4 pag + wde(kdz) = o.
dz dx 2
Despreciando los términos de orden (dx)? en relacién a los de orden dx y pos-
teriormente dividiendo toda la ecuacion por dz se llega a

dm dy

—+V+P==0. 114

o TV Py, (11.4)
De (5.15) tenfamos que M = Elz%, que en el presente problema también se
considerd valida3, luego en (11.4) tenemos

d3y dy
EI, V+P—=
“da? TV dx

Vamos a derivar la ecuacién anterior (para por medio del uso de (11.3) reem-
plazar V' por w) luego tenemos

dg aAv d2g

EI, —+P— =0.

“dat + dx + da?

Usando (11.3) y dividiendo toda la ecuacién por ETI, se llega a
dg P &%  wx)

dz* ' EI d22 EIL

(11.5)

(11.6)

2El punto O se encuentra a media distancia (en la direccién z) en el diferencial, y de
alli proviene las expresiones para los momentos causados por las fuerzas de corte en el diferen-
cial. En relacién al momento causado por w(z), como es una distribucién de forma arbitraria
y general, podemos asumir que la fuerza puntual equivalente seria aproximadamente igual a
wdz, en tanto que su punto de aplicacién podria estar a una distancia kdz (con 0 < k < 1/2)
del punto O, y de alli proviene la expresién para el momento causado por esta densidad de
fuerza por unidad de largo.

3La expresién M = EIZ% se obtuvo en la Seccién 5.1.2 en el contexto del calculo de
deformacién en una viga en flexién. De las figuras anteriores, asi como de las figuras mostradas
en la Seccién 5.1.2, podemos apreciar que el tipo de deformacién en los elementos diferenciales
son casi exactamente iguales. La tnica diferencia en nuestro caso es que ademas debido a la
fuerza P podriamos tener una compresién del diferencial, sin embargo, ya se ha mencionado
que no se tomara en cuenta esa deformacién en esta seccién.

Hay otra considerancién adicional, la expresién M = EI, d22 se obtuvo también por medio
del uso de (5.9) y (3.60), es decir, asumiendo una distribucién de esfuezo normal por flexién y
de la ecuacién constitutiva. En nuestro caso actual, para el diferencial mostrado en la Figura
11.11, tendriamos también una componente uniforme en y de compresién para el esfuerzo
normal en la direccién z, que deberfa agregarse en (3.60), pero tampoco se considerard esta
componente adicional para el esfuerzo. Hay dos motivos para esto, primero el fenémeno que
nos interesa estudiar aqui no es tanto la deformacion, sino mas bien la posible existencia de
un tipo de inestabilidad, y segundo, ya en la Seccién 9.3 se ha visto que en general los esfuezos
normales por flexién son muy superiores en magnitud a los esfuerzos normales por carga axial,
de manera tal que estas cargas axiales (sus esfuerzos) se puede despreciar.
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Esta es la ecuacién cuya solucién usaremos para establecer algin tipo de criterio
para predecir el pandeo. Se puede comparar esta ecuacién con (5.50)s.

11.2.1. Solucién para un caso particular

Aqui nos interesa estudiar el caso en que w(z) = 0, es decir cuando la viga
solo estd sometida a una fuerza de compresién. En este caso de (11.6) tenemos
que resolver

d*g P d%y

dzt  EI, da?
Un esquema del problema que nos interesaria estudiar se muestra en la Figura
11.12.

=0. (11.7)

| 0

A B

Figura 11.12: Viga (columna) bajo la accién solo de una fuerza de compresién
axial.

La solucién general de (11.7) es

j(z) = c1 si ,/P + ,/P + c3r + (11.8)
y(x) = c1 811 EIZ:C Co COS EIZ:C C3T + C4, .

donde ¢;, 1 =1, 2, 3,4 con constantes.
En este problema usaremos también la expresién para la segunda derivada
de la solucién y de (11.8) tenemos

@__ P . P _ P | P (11.9)
2 = 01EIZSIH Elzx C2EIZCOS EIZx . .

Una soluciéon completa del problema requiere de 4 condiciones de borde para
9. De la Figura 11.12 podemos ver que

§(0) =0, (L) =0. (11.10)

Dos condiciones adicionales se pueden obtener recordando que tenemos que

M =FEI, % v que por los tipos de soportes que tenemos en A y B se tiene que
M(0)=0y M(L) =0, por lo que

—0. (11.11)
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Usemos primero (11.11)1, de (11.9) tenemos que

— =0 =
=0

De (11.10); y (11.8) con (11.12) se llega a

_EIZ Cy = O = Co = 0 (1112)

90)=0 = ca+eca=0 = ¢4=0. (11.13)

Por otra parte de (11.10)2 y (11.8) usando los resultados anteriores tenemos

que
X , P
gy(L)=0 = cisin <1 / HL) +e3L =0. (11.14)

En tanto que de (11.11)3 se tiene que

P P
o= =0 = - Il sin ( ol L) =0, (11.15)
=L z z

lo que implica que de (11.14) se debe cumplir

3 =0. (11.16)

Tenemos pues que co = 0, c3 = 0y ¢4 = 0 en tanto que se debe cumplir
(11.15). La ecuacién (11.15) se puede satisfacer de varias formas diferentes,
podria ser satisfecha si P =0 o ¢; = 0, pero ambos casos nos daria la soluciéon

trivial §(z) = 0. Una solucién no trivial es buscar aquellos |/ 2L para los

P
i L|=0. 11.17
sm< 7L ) ( )

Una solucién no trivial de la ecuacion anterior es

P
ET,

cuales

L=nr neN. (11.18)

Nos interesa en particular situaciones en las que la carga externa es tal que la
relacién anterior es valida, luego de (11.18) podemos definir una carga ‘critica’
(para cada n) que denotaremos como P, como

n?m2El,

Pcrn = 12

(11.19)

JPor qué si P = P, se podria tener una situacién de inestabilidad? La
respuesta se puede ver de la siguiente forma. Si P = P, tenemos que (11.15)
es satisfecha, luego una solucién no trivial para (11.7) serfa

PCT
§(z) = c1 sin < EIn x) , (11.20)
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la cual seria valida independiente de ¢, es decir ¢; podria ser abitrariamente
alto, luego puede ser tan grande como se quiera, por lo que se podria tener un
gran desplazamiento, independiente ahora ya de P.,, , es decir en cierta forma
estarfamos frente a un fenémeno de inestabilidad.

Qué sucederia si P < P, la primera carga critica? En dicho caso la elas-
ticidad de la barra o viga seria suficiente para restituir la viga a su forma recta
horizontal inicial, o sea tendriamos la solucién trivial g(z) = 0.

En la Figura 11.13 tenemos las formas particulares que tendria la viga al
deformarse de manera inestable si P fuese igual sucesivamente a las tres primeras
cargas criticas.

N, s

\nzl

Figura 11.13: Modos de falla en pandeo para la viga (columna).
La primera carga critica P, = ”ZLE212 la denotarémos simplemente como
P, y es conocida como la carga de pandeo o de Euler. Esta serd la carga que
considerarémos en la mayor parte de los problemas de pandeo, y no los ‘modos’
superiores para los cuales n > 2. Esto es debido a que para alcanzar dichos
modos superiores con una carga creciente P, es necesario pasar primero por la
carga P, , es decir se produciria falla por el modo 1 antes de alcanzar el modo
2 o superiores. Un modo superior se podria alcanzar si a la viga se le agregdse
un apoyo adicional convenientemente ubicado, tal como se muestra en la Figura

11.14.

- LS - =

NG P
A

e
<

s B R 5 s U s s o

Figura 11.14: Forma préctica de producir el segundo modo de falla.

11.2.2. Columna con deflexion inicial

Aqui trataremos un problema diferente, en donde tenemos una viga como la
mostrada en la Figura 11.15 con una deflexién inicial. Lo que se muestra ahi es
una viga cuya forma inicial no es recta, sino méas bien con una forma curva dada
por la funcién g, (x).

Si se aplica P, se tendria una deflexién adicional g, por lo que la deflexién
total g (z) seria

gr(x) = §(x) + Jo()- (11.21)
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Figura 11.15: Columna con deflexién inicial g, ().

No podemos usar directamente (11.6) aqui. Debemos deducir o encontrar
otra ecuacion. Si se extrae un diferencial de la viga mostrada en la Figura 11.15
y se siguen los mismo pasos con los que se obtuvo (11.6) se llegaria a*

M dir

—+V+P— =0. 11.22
dx Y dx ( )
Reemplazando (11.21) en (11.22) y reordenando se llega a
dM dy dg,
—+V4+P—==-P
dx TV dx dz’
y derivando una vez se tiene
d*M AV d?y d?g,
—+ —+P——=-P . 11.23
da? + dz + d?z d?z ( )
Pero de (11.3) (que también se puede probar es valida en el presente caso) como

en nuestro problema w(xz) = 0 tenemos que ‘é—‘; = 0. Por otra parte de (5.15)

tenemos que® M = EI, %, luego de (11.23) después de algunas manipulaciones
finalmente se obtiene

dy P d%y P d?j,
-7, - ZJ__ - ) 11.24
dat + EI, dz? EI, da? ( )
Un ejemplo para la deflexién inicial
Considerémos una deflexion inicial de la forma
Jo(x) = 6, sin (”—5) , (11.25)

4En el caso de (11.22) la diferencia estd en P%, en donde aparece la derivada de la
deflexién total. Si se observa bien, este término provenia del momento respecto a O (en la
Figura 11.11), en donde el momento causado por P ahora serfa Pdgr.

5Para (11.23) tenemos que M = E‘Iz%7 lo que proviene del mismo tipo de anélisis para
la deformacién que se habia visto en la Seccién 5.1.2 en flexién, y que se habia mencionado
en (11.4) para el problema de pandeo en la viga recta. En nuestro caso en (11.23), hemos
asumido que M solo dependeria de la segunda derivada de g(z) y no en la segunda derivada
de g7, debido a que es solo g(z) la parte de la deflexién que estaria relacionada directamente
con la deformacién por flexion, es decir solo §(z) estd relacionado con los esfuerzos normales
por flexién, mediante los cuales se encontré (5.15).
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reemplazando en (11.24) tenemos que resolver

2t T ELaz BLIZ

g P %  Pé,n
J J % 1 sin(”). (11.26)

L
La solucién de esta ecuacion tiene dos partes, una solucién homogénea g, (z) y

una particular g,(z). Para la solucién particular podemos asumir que es de la
forma

jp(x) = C'sin (%) , (11.27)
la que si se reemplaza en (11.26) nos da que
Pé
C=—rmp>—. (11.28)
E%;r2 i

Respecto a la solucién homogénea, esta estd dada por (11.8), o sea

gn(x) = in 4/ P + \/ P + +
yr(x) = c18in EIZx Co COS EIZx 3T + ¢y,

por lo que la solucién total de (11.26) g(z) = gyn(x) + ¥p(z) es igual a

i(x) = . P n P n et Pé, . (ﬂ'a:)
7(x) = ¢1 sin Elzx Cy COS ”EIZ:C 3% +C4 EILZ2”2—PSH1 )

(11.29)

De (11.29) podemos ver que si P = P, = EILZJZ tendriamos que C' — oo
lo que se puede considerar como pandeo, pero que en este problema aparece de
una condicion diferente.

Queda como ejercicio determinar las constantes ¢;, i = 1,2, 3,4 usando las
condiciones de borde adecuadas para una viga como la mostrada en la Figura
11.15. Es de interés en particular ver si hay alguna ‘otra fuente’ de inestabilidad
que se puede estudiar con la soluciéon completa al conocer c;.

11.2.3. Columna cargada de forma excéntrica

En este ultimo caso especial nos interesa estudiar el problema de una colum-
na o barra en la cual la fuerza de compresiéon P esta colocada de forma excéntrica
respecto a la linea que define la columna, tal como se puede apreciar en la Figura
11.16.

No usaremos aqui (11.7) o la metodologia usada en las secciones anteriores
para encontrar la ecuaciéon del problema. El método a presentar a continuacion
es diferente, y para ello considerémos un corte imaginario hecho sobre un punto
2 en la columna mostrada en la Figura 11.16, de modo que en la Figura 11.17
tenemos la porcién que queda en el lado izquierdo, que se muestra rotada en
90°. En esta parte de la columna, que se ha mostrado deformada, podemos ver
en el lado izquierdo la carga externa P, y en la superficie de corte el momento
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Figura 11.16: Columna cargada de forma excéntrica.

M
—. P

j(a)) -

Figura 11.17: Columna cargada de forma excéntrica. Corte imaginario.

interno M y la fuerza interna horizontal H = P (no se muestra la fuerza de
corte que en este problema no interesa).

A partir de la linea horizontal que define a la viga en la situacién inicial al
punto de aplicacién de la fuerza externa P en el extremo izquierdo, tenemos que
P estd separado por una distancia g(z) + e de la linea horizontal. Si hacemos
equilibrio de momentos para esta porcién de viga tenemos que

M(x) = —P(e+ g(x)). (11.30)

Aqui nuevamente (5.15) es vdlida, por lo que M (z) = EIZ%, luego para
(11.30) después de algunas manipulaciones tenemos

d%y P .
q2 ~ gLt i@)
de donde se obtiene &2 . .
Yy N
— = — . 11.31
w2 TELYT TELC (11.31)
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La solucién de (11.31) consta de dos partes, una homogénea y una particular,
y la solucion total tiene la forma

o | P P
g(x) = 1 8in ( BL x) + g cos < BL x) —e, (11.32)

donde ¢q, ¢o son constantes.
Solo se necesitan dos condiciones de borde aqui y que son

§(0) =0, §(L)=0. (11.33)
Usando (11.32), (11.33) obtenemos finalmente
e [1 — COoS ( EL}ZL)}
sin (\/#-L)

En (11.34); vemos que si ,/%L = nm, n € N estarfamos en una situacién
en la cual ¢; — o0, lo que se puede clasificar como un tipo de inestabilidad.

= , Cc2=e. (11.34)
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11.3. Ejercicios

1. Encuentra las cargas criticas para los dos problemas mostrados en la Figu-
ra 11.18.

Figura 11.18: Columnas bajo compresion.

2. En la Figura 11.19 se tiene una columna bajo la accién de una fuerza Py
un momento Mp. La seccién de la viga es mostrada en el lado derecho de

Yy M
:; L | :*
} 77777777777777777777777777 z i_\j\ﬁBp z by
“a B |
——1
e

Figura 11.19: Columna.

la Figura 11.19 (en forma ampliada). La seccién tiene un espesor uniforme
e. Si la viga tiene un médulo de elasticidad E, determine la carga critica
P,...

3. Una barra maciza de acero como la que se muestra en la Figura 11.20 tiene
un didmetro de 30mm y actia como separador en el sistema mostrado en
dicha figura. Asuma que los cables son inextensibles. Considerando un
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factor de seguridad 1.7 determine la fuerza maxima que puede soportar el
sistema. Se tiene £ = 190GPa.

Cable

- I

" Barra sepadadera

| 450mm 900mm

Figura 11.20: Separador con cables.

4. La columna rectangular de la Figura 11.21 con dimensiones transversales
by h esta soportada por pasadores en los extremos A y C. A mitad de
la altura, la columna esta restringida en el plano de la figura pero puede
deflexionarse perpendicularmente en el plano de la figura. Determine la
razén h/b tal que la carga critica sea la misma para pandeo en los dos
planos principales de la columna.

JP
o E B
Secciéon X — X
b
XX e

B%O OE — J‘—

L2

Figura 11.21: Viga bajo pandeo.
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5. Una armadura articulada en sus puntos A, B y C estd compuesta por
dos barras del mismo material y con idénticas secciones transversales. El
angulo de la carga P puede variar entre 0 y 90°. La barra AB mide L, las
barras tiene el mismo valor para I,.

F g
9,

Figura 11.22: Dos barras bajo el efecto de pandeo.

Determine P para evitar pandeo con un F'S = 2. ;Cual es 6§ para que P
sea maximo?

6. La Figura 3(a) es la vista isométrica de una estructura de un molino edlico
de gran tamano. Al disenar surge la duda de cémo disponer la veleta (que
sirve para que la estructura ‘siga’ al viento). Se desea tener la mdxima
area de la veleta, siempre y cuando no ocurra pandeo. Si la estructura
se modela como lo muestra la Figura 3(b), con d la distancia horizontal
constante entre el eje de la estructura y la veleta, y a la altura de la
veleta por determinar, encuentre el maximo valor de a para que no ocurra
pandeo.

Considere que solo la veleta compuesta de acero con p = 7900 kg/m? y
espesor de 2 mm contribuye peso. La seccién transversal del eje vertical
es un tubo con didmetro exterior ¢, e interior ¢;.

Datos: h=30 m, d=50 cm, L=1m, ¢;=34mm, ¢.=38mm, F = 210GPa.
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Veleta

o d
B C
L
h
A
N
(a) Vista isométrica. (b) Vista 2D.

Figura 11.23: Veleta.
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Capitulo 12
Fatiga

Es bien sabido de distintas observaciones experimentales que si un cuerpo
como la barra mostrada en la Figura 12.1, es sometido a una fuerza variable en
el tiempo F'(t), aun si la magnitud de esta fuerza es pequena, si se aplica por
un periodo largo de tiempo se puede observar falla por fractura o rotura en el
cuerpo.

F F

F MY
N

Figura 12.1: Barra bajo el efecto de una fuerza variable en el tiempo. Figura
central muestra una fuerza arménica. Figura derecha muestra una fuerza de
magnitud estocastica.

Este fendmeno se llama fatiga y en este capitulo estudiaremos de manera
breve algunos conceptos y expresiones simples que nos permitan determinar
cuando un cuerpo puede fallar o no por fatiga.

Primero es necesario clasificar los tipos de fuerzas variables en el tiempo que
pueden actuar en un cuerpo. De la Figura 12.1 se pueden definir dos tipos de
fuerzas variables en el tiempo: las fuerzas armonicas y las fuerzas estocasticas.

Para las fuerzas arménicas F(t) siempre se puede descomponer en una suma
finita de funciones senoidales y/o cosenoidales, en donde podemos identificar
frecuencias para F(t). En este capitulo asumiremos fuerzas que se puede rep-
resentar como una sola funcién senoidal o cosenoidal, de modo que se puede
trabajar con una sola frecuencia.

Las fuerzas estocasticas son tales que su representacién por series de Fourier
tiene infinitos términos.
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En la Figura 12.2 tenemos un esquema que nos muestra una vista lateral de
una maquina para hacer ensayos de fatiga. La probeta del material que se desea

/S L LS / /
- O O
| A
1:h f | iorem

Q¢ O
T T T 77 77 Y

Probeta
Movimiento de m
causa fuerza de
tracciéon compresiéon

Figura 12.2: Esquema de maquina para ensayo de fatiga.

ensayar se muestra con lineas rojas y esta conectada en el extremo izquierdo a
una base fija, en tanto en el extremo derecho estd conectada a un carro movil. El
carro oscila debido a una masa m que se hace girar con una velocidad angular w
a una distancia r del punto A. El giro de la masa genera una fuerza centrifuga, la
cual, debido a las restricciones que tiene el carrito al movimiento, se transmite
a la probeta como una fuerza horizontal de magnitud variable que se puede
representar, por ejemplo, como una funcién senoidal. La magnitud de la fuerza
se puede ajustar con r y/o m, en tanto que la frecuencia se puede ajustar con
w.

Ensayos hechos en esta méquina pueden tomar de varias horas a varios dias
para producir falla por fatiga en la probeta. Se tendrd como informacién la
magnitud de la fuerza (asociada al esfuerzo de traccién/compresién) y el ndmero
de ciclos.

Ahora daremos algunas ideas muy generales del porqué para un cuerpo
sometido a una fuerza variable F'(t), se podria generar falla por rotura, ain
en problemas en los que la magnitud de los esfuerzos es muy baja en relacién,
por ejemplo, al esfuerzo de fluencia.

Primero que todo, en todos los materiales de uso normal en ingenieria
siempre hay defectos, como por ejemplo

= Rayas superficiales.

= Distorsion de la estructura cristalina.

= Inhomogeneidad de las propiedades mecanicas.
= Defectos de disenio o fabricacion.

Ahora bien, el comportamiento de estos defectos frente a las cargas variables
en el tiempo es lo que puede causar falla por fatiga. Como ejemplo tomemos la
placa con un grieta mostrada en la Figura 12.3. En la realidad la grieta puede
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Comportamiento elastico

| = Comportamiento plastico

Grieta
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Figura 12.3: Placa con grieta sometida a carga externa mostrando la zona de
comportamiento plastico cerca de las puntas de la misma.

ser muy pequena, tan pequena en relaciéon al tamano de la placa que podria no
ser detectable por medio de instrumentos normales.

Imaginemos que la placa es sometida a un esfuerzo normal uniforme o
lejos, v que 0 estd muy por debajo del limite de fluencia.

Para una placa con una grieta con la orientacion que se muestra en la figura,
cerca de la punta de la grieta, y debido al cambio brusco de geometria cerca de
esa zona, siempre se producird una ‘concentracién’ de esfuerzos independiente
de la magnitud de 0.

La zona de concentracién de esfuerzos puede ser muy pequena pero siempre
estard ahi. Como los esfuerzos son muy altos, se producird una zona de com-
portamiento plastico cerca de la punta de la grieta. Imaginemos que el esfuerzo
lejos es variable en el tiempo, tal como se ilustra en la Figura 12.4.

Figura 12.4: Carga externa armonica.
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Cuando un esfuerzo es variable en el tiempo y es tal que supera el limite de
fluencia, para el grafico de comportamiento unidimensional tendriamos curvas'
como las mostradas en la Figura 12.5. Aqui podemos ver que si se supera el

g

Limite elastico

Figura 12.5: Efecto de una carga ciclica sobre el comportamiento en la zona
pléastica para el frente de una grieta.

esfuerzo de fluencia en el primer ciclo, una vez que o disminuye de valor, queda
una deformacién residual a partir de la cual se parte en el siguiente ciclo. Asi en
cada ciclo vemos se acumula cada vez mas deformacién residual hasta llegar al
limite de ruptura, en donde la punta de la grieta sufre un crecimiento a partir
del cual se repite el proceso anterior.

De las consideraciones anteriores podemos ver que la fatiga puede producir
un crecimiento de las grietas u otros defectos similares, que creceran hasta al-
canzar un tamano detectable. Si las grietas alcanzan un cierto tamano critico
el crecimiento es inestable y entonces ocurre la rotura catastrofica. Las grietas
solo pueden crecer bajo el efecto de cargas de traccién y en algunas ocasiones
también por cargas de corte?.

Si hacemos varios ensayos, por ejemplo usando la maquina mostrada en
la Figura 12.2, y realizamos un gréfico en donde se muestre la magnitud del
esfuerzo variable o en funcién del nimero de ciclos que este esfuerzo produce
la rotura por fatiga n, para muchos materiales obtendriamos un grafico como el
mostrado en la Figura 12.6.

En dicho grafico podemos apreciar, por ejemplo, que si se aplica o1 > 09
entonces, como es natural, uno esperaria que el nimero de ciclos para producir
falla por fatiga fuese menor, es decir ny < no.

En el caso que o = o, (el esfuerzo de rotura) es facil notar que la rotura
se producird con un solo ciclo, es decir en el lado izquierdo el grafico tiene un

1En realidad como la magnitud de o en el rango negativo es igual al positivo, tendriamos
que extender la lineas en la Figura 12.5 hacia abajo, es decir al rango ¢ < 0, pero por
simplicidad no lo hacemos.

2Las grietas tienen tres modos de propagacién, el modo I es el mds indentificable y se
relaciona con el crecimiento (o la accién sobre la grieta) por traccién, como se muestra en
la Figura 12.3. El modo II se asocia a cargas de cortes que pueden causar crecimiento por
deslizamiento. El modo tres es corte antiplano.
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T‘Ll n2 n
Figura 12.6: Diagrama experimental para obtener la resistencia a la fatiga.

limite.

Para varios materiales se puede observar que hay un limite para el esfuerzo
o = 8!, para el cual el niimero de ciclos para producir rotura tiende a infinito.
A este esfuerzo se le llama resistencia a la fatiga experimental. La linea roja
llena muestra la aproximacion, en tanto que la linea roja punteada muestra la
tendencia real. Para el grafico normalmente se usa el logaritmo de n en lugar
de n para ese eje horizontal.

Si no se dispone de datos obtenidos directamente de ensayos de fatiga, una
aproximacién para S/, es

S~ 0,50,. (12.1)

Para disenio no se puede trabajar directamente con S/, pues ya se ha indicado
que el fenémeno de fatiga depende no solo del material, sino también de la
geometria y de la forma como el cuerpo esta siendo cargado. Por este motivo es
tan complejo obtener modelos con un buen grado de aproximacién para predecir
fatiga en problemas de disenno. Ahora mostraremos un método simple, pero
aproximado, en donde la resistencia a la fatiga en diseno, que denominaremos
Sn, se determina como

S, = C,CLCLS., (12.2)

donde Cy, Cp, y C} son constantes, en donde

Pulido espejo 1
Pulido 0,9

Cs:  Coeficiente de acabado superficial Maquinado 0.8 (12.3)
Laminado 0,7
Flexién 1
Cr : Coeficiente de tipo de carga Axial pura 0,9 (12.4)
Torsién (material ductil) 0,8
Cr : Coeficiente del tipo de geometria 0,3 < Cy < 0,6 (12.5)
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Hay un caso importante que es necesario estudiar de froma adicional, que
corresponde a la situacién en la que se esta aplicando una carga constante o,
mas una carga alternante o,, tal como se muestra en la Figura 12.7. ;Seria

g

Omin

Figura 12.7: Esfuerzo uniforme mas variable.

importante estudiar el caso o, < 07 Ya hemos indicado que para el modo I
de falla en fractura, solo importan los esfuerzos de traccién, luego si se aplicase
om < 0 (esfuerzo medio de compresion), este esfuerzo tenderia a retrasar el
inicio de la falla por fatiga, pues esfuerzos de compresién causan que las grietas
no se progaguen y se cierren.

Por lo anterior solo considerarémos el caso o, > 0. De la figura podemos

ver que
Omazx — Omin Omax — Omin
om=——"7"77"—7—7—9¥—, 0g=———. (12.6)

2 2
Lo que se podria hacer aqui es realizar varios ensayos de fatiga para deter-
minar S!, para distintos niveles de o,,, > 0. Si se hace eso se obtendr{a un grafico

como el mostrado en la Figura 12.8. Lamentablemente la relacién entre S/, y

a

Figura 12.8: Diagrama experimental para obtener la resistencia a la fatiga cuan-
do se aplica esfuerzos constante y variables.

om No es simple de obtener a partir de un grafico como este.
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En su lugar se hace un gréafico como el mostrado en la Figura 12.9, en donde
en un eje se tiene la parte alternante o, del esfuerzo, en tanto que en el otro eje
se tiene la parte constante del mismo o,,, que producen falla por fatiga. Lo que se

Oa

__ Datos experimentales

Parédbola de Gerber

~_ Recta de Goodman

_ Recta de Soderberg

Oy Oy Om

Figura 12.9: Diagrama experimental para obtener la resistencia a la fatiga cuan-
do se aplica esfuerzos constante y variables.

hace aqui es realizar un ensayo de fatiga y para cada o, buscar o, (o viceversa),
que produce la falla por fatiga. Los resultados experimentales quedarian como
una nube de puntos como los mostrados en la figura.

Se sabe que si 0., = 0 entonces para tener falla por fatiga se requiere o, = SJ,.
Por otra parte si o, = 0, para tener falla se require simplemente o, = o, tal
como se aprecia en la misma figura.

Hay varios modelos para obtener de forma aproximada la relacién entre o,
y o en fatiga, tal como se ve en la figura. De estos modelos estudiaremos en
detalle la ‘recta de Goodman’.

En dicha recta se asume una relacién lineal entre o, y 0,,, en donde se tiene
una recta que parte en el punto (0,S5)) y llega a (o, 0).

Interesa determina algun tipo de factor de seguridad para evitar falla por
fatiga cuando se tenga aplicado una carga media mas una alternante, para ello
observemos la Figura 12.10 en donde tenemos solo la recta de Goodman.

Imaginemos que el esfuerzo medio o, es un dato fijo, es decir en general no
lo podremos variar, en tanto que o, es un dato que puede ser variado?, luego el
factor de seguridad para la recta de Goodman F'S podria ser definido como

OP

b)
Oadm

FS = (12.7)

3El esfuerzo alternante og podria estar relacionado con el fecto de las vibraciones en un
maquina, las cuales se podrian regular de alguna forma, en tanto que o, estaria asociado a
las cargas ‘estaticas’ actuando en el cuerpo, las cuales probablemente dependan del diseno del
mecanismo, y por tanto sea mas dificil variarlas.
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Om Oy Om

Figura 12.10: Factor de seguridad de Goodman.

en donde aqui OP seria el valor del esfuerzo alternante que produciria falla
por fatiga y o4qm seria el esfuerzo alternante admisible en nuestra aplicacion
particular.

Si se ve la figura se puede apreciar la igualdad de tridngulos que se expresa
matematicamente como

oF s,
Ow — Om Oy
obtenemos
g
OP = (0, — om)- (12.8)
Ou

Reemplazando en (12.7) se llega finalmente a

/
Sn (1 - U—’”) . (12.9)
Tadm Ou

La expresién anterior se puede usar de la siguiente forma. Si se conoce o,
y S/, v si ademds queremos tener un factor de seguridad F'S > 1, de (12.9)
podriamos obtener 0,4, para la parte alternante del esfuerzo actuando en el
cuerpo. Otra forma de usarla es que si se conoce o4, < OP, de (12.9) podemos
obtener el factor de seguridad F'S de nuestro problema. Una aplicacién menos
comun es tener como datos F'S, 0gdm Y Om, y buscar un material (es decir
buscar o, y S;,) para el cual de forma aproximada (12.9) se cumpla.

FS =
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Capitulo 13

Introduccion a la teoria de
la elasticidad lineal elastica

Tal como se indico en la introduccion de este texto, hoy en dia hay una serie
de métodos numéricos y programas comerciales que permiten estudiar el esta-
do de esfuerzos y las deformaciones, tanto en problemas bidimensionales como
en casos en que considerémos cuerpos tridimencionales de geometria comple-
ja. Dichos programas lo que hacen es determinar soluciones aproximadas del
problema de valor de frontera en mecédnica de solidos, y han sido en particular
utiles y exitosos en el caso de cuerpos que presentan pqgeuenas deformaciones
y comportamiento lineal. Es importante pues conocer cual es el problema de
valor de frontera que se debe solucionar en elasticidad lineal, como una for-
ma de ser capaces de entender mejor que se puede obtener con dichos métodos
computacionales, asi como ser capaces de ver las limitantes de estos métodos.

En este capitulo repasaremos varios conceptos vistos anteriormente, tales
como el concepto del esfuerzo, de las deformaciones, las ecuaciones constitutivas
y finalmente las ecuaciones de equilibrio. La diferencia es que aqui estudiaremos
estos temas en el caso general tridimensional y haciendo uso mas intensivo de
las herramientas del célculo vectorial.

13.1. Notacion. Notacién indicial

La notacién usada en este capitulo difiere de la usada en los capitulos ante-
riores y es como sigue:

= Escalares: Los escalares los denotarémos de forma preferente con letras
Griegas.

= Vectores: Los vectores los denotarémos en general con letras Latinas mintscu-
las con una tilde bajo ellas, como por ejemplo u, v, etc. Sus componente
las denotarémos con un indice, es decir u;, ¢ = 1,2, 3 representaria una de
las tres componentes del vector u.
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= Los tensores de segundo orden los denotarémos en general con letras Lati-
nas mayusculas y con una tilde bajo ellas, como por ejemplo 7', M, etc. Sus
componentes las denotarémos con subindices, por ejemplo T35, 4,5 = 1,2,3
seria una de las 9 componentes del tensor 7.

= Los tensores de cuarto orden los denotarémos con letras cursivas con una
tilde bajo ellas, como por ejemplo C seria el tensor de cuarto orden con
componentes Cj;.

13.1.1. Notacion indicial

Considérese el sistema de ecuaciones lineales

Anzy 4+ Az + ..o+ Ay, = by,
Ag1x1 + Agoxa + ... + Aopxy, = bo,

Amlxl + Am2x2 + ...+ Amnxn = bm;

que se puede escribir en la forma equivalente

ZAZ']‘JJ]‘ Zbi, i=1,2,...,m

j=1
En este capitulo la suma anterior u otras similares las representaremos como

Aijxj = bl (131)

Cuando en una expresion hay una repeticion (de dos veces) de un indice, se
asumird que dicha repeticion indica que hay suma en ese indice, y para nuestro
caso la suma ird de 1 a 3. El indice que se repite se llamard indice mudo, en
tanto que el otro indice se llamard indice libre.

En (13.1) tenemos repeticién del indice j, que nos indica suma en j de 1 a
3, en tanto ¢ seria un indice libre, que también puede tomar alternativamente
los valores 1, 2 o 3.

Veamos algunos ejemplos:

» Considerémos
Aiijk = Cik' (132)

La interpretacion de la expresion anterior seria

3
> AiyBjr=Ci, ik=1,2,3

Jj=1
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que si desarrollamos componente a componente nos quedaria como
A1 Bi1 + A12Bo1 + Ai3Bs1 = Cig,
A11B12 + A12Bos + A13B3a = Cia,
A31B13 + A32Ba3 + Az3 B3z = Csa.

Son 9 ecuaciones, y se puede observar que se pueden escribir de la forma
alternativa

A Ag Agz Bi1 Biz Bis Ci1 Cro Ci3
A1 Aso Ao By Bay Baz | = | Ca1 Cy Cos |,
Az Azp Ass B31 B3z Bss C31 Cs2 U3

es decir (13.2) vendria a representar en notacién indicial la ecuacién ma-
tricial AB = C.

Sea

vemos que la ecuacién anterior es equivalente a
aib; + a;c;,
que es igual a
a1by + agbz + asbs + arc1 + azcs + ases,

o sea serfa igual a a - (b + ¢), donde - serfa el producto punto entre dos
vectores.

Sea y; = Aj;x; ¥ 2 = B;jd; tenemos que determinar y;z;.

Aqui es necesario hacer la observacion que si un indice se repite mas de
dos veces entonces la expresion no tendria sentido desde el punto de vista
de suma. Por otra parte, si un indice es mudo, el indice se puede cambiar
por otra letra y el resultado seria el mismo.

Luego al hacer la multiplicacion y;z; debemos notar que en ambas defini-
ciones tenemos el indice j repetido, por lo que se tendria A;jz;B;;d;, lo
que no tendria sentido desde el punto de vista de una suma. Pero como en
la expresion para z; el indice j es mudo, lo cambiamos por k y nos queda
z; = B;rdy, dando el mismo resultado inicial, luego y;z; nos quedaria

Aijz;Bidy,

en donde podemos apreciar que habria suma en j y también en k£ de 1 a
3.

La expresion anterior representa el producto (Az) - (Bd).
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= Veamos el caso A;jzic;. Aqui vemos que el indice ¢ se repite tres veces de
modo que en esta expresion no se puede decir que hay suma en 1.

= La expresién A;;, en donde para un solo tensor tenemos una repeticién de
indice, es equivalente a

Aji = A + Aoy + Ass.

13.1.2. Simbolos varios

Delta de Kronecker: o
517_{(1) ey (13.4)
Simbolo de la permutacion:
1 4,4,k Orden ciclico

€k =4 0 4,5,k Serepite un indice . (13.5)
—1 4,7,k Orden anticiclico

Notaciéon para derivadas parciales:

dop
6:@» a

D,i- (13.6)

Coordenadas: Reemplazaremos los simbolos para las coordenadas x,y, z por
x1,%2,23 y los vectores unitarios 1, j, k por e¢;, ¢ = 1,2, 3.

13.2. Tensor de esfuerzos 3D

En la Seccién 2.2.2 hablamos en detalle de las fuerzas externas la cuales las
clasificamos en fuerzas de superficie ¢t y fuerzas de cuerpo b. En la Secciones
3.2 y 3.3 también hablamos de las fuerzas internas, y como estas se podian
representar por medio de un campo vectorial que ahora denotamos como %, que
tiene unidades de fuerza por drea. Como habiamos visto en la Seccién 3.3 este
vector debe depender no solo de la posiciéon z en el cuerpo, sino ademaés de
manera especial en el vector normal n, que era el vector normal a la superficie o
también se podria identificar como el vector normal a un punto de una superficie
de corte imaginario. Para hacer énfasis en esta dependencia denotaremos

n
t=1t(z,n) =t .

Considerémos un cuerpo % sometido a fuerzas externas (que no se muestran
para simplificar la figura), al cual se le extrae un elemento diferencial como el
mostrado de forma ampliada en el lado derecho de la Figura 13.1. El elemento
diferencial no es un cubo sino un tetrahedro con tres caras o superficies. El
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Figura 13.1: Fuerzas internas en un cuerpo y su relaciéon con el ‘tensor’ de
esfuerzos.

tetrahedro tiene un volumen %, una superficie principal . con normal n, y tres
superficies .#; con normales ¢; 1 = 1,2, 3.

En cada cara del tetrahedro tenemos un vector de esfuerzos, que se asume
constante en dicha cara debido a que las caras se asumen como muy pequenas.

En la cara principal tenemos ,Z, en la cara con normal e; tenemos los vectores i,
1=1,2,3.

Vamos a hacer un balance de fuerzas en el tetrahedro y para ello debemos
primero recordar que para calcular fuerzas a partir de esfuerzos necesitamos
multiplicar por el area de la superficie en donde el vector esfuerzo esta actuando
(si el drea o superficie se asume muy pequena). En el caso de la superficie .

n
tenemos una fuerza igual aproximadamente a ¢ .%, y en las otras superficies
1 2 3
tendremos t .71, t .2 y L .75.

n n 1
Sea t; la componente en la direccién i de ¢, i = 1,2, 3. Para ¢ denotaremos
sus componentes en la direcciéon ¢ de la siguiente forma

—_

t = 1161 + Ti2€2 + T13€3, (13.7)
2
t = T21€1 + To2e2 + To3e3, (13.8)
3
1 = 711 + 3262 + T33€3, (13.9)

donde podemos apreciar que 7;; seria la componente en la direccién j del vector

n
t;. Aqui debemos notar que en general los vectores de esfuerzos no van a estar
en la direccién normal a la superficie en donde se encuentran.

Para el balance de fuerzas en la direccién 1 tenemos

n 1
ZF1:O < tly—Tllyl—Tzlyg—Tglyg—ghybl:O,
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en donde en la dltima expresién tenemos el volumen del tetrahedro multiplicado
por la componente en 1 de b.

De la figura tenemos que .%; se pueden calcular como las proyecciones en la
direccién i de la superficie .7, i = 1,2, 3, o sea

S =Sy, i=1,2,3.

Reemplazando en el balance de fuerzas se llega a

n 1

t1 L = 11111 + 121 o + 1315 N3 + ghybl
Dividiendo por . toda la ecuacién anterior se obtiene

n 1
t1= T11n1 + To1n2 + T3N3 + ghbl,

y si hacemos el limite h — 0, es decir haciendo que el tetrahedro tienda a un
punto (el punto z en el cuerpo), se llega finalmente a

n
t1: T11M1 +7’217’LQ +7'31n3. (1310)
Si se hiciera el balance de fuerzas en las otras dos direcciones 2 y 3 se llegaria
a que
n n
t2= Ti2M1 + TooNo + T32n3, 3= T13N1 + Tagng + T33ns,
o sea en general tenemos

n

ti=Tn;, i=1,2,3. (13.11)

Si se define el tensor de esfuerzos T como

Ti1 Ti2 T13
IZ T21 T22 T23 N (1312)
T31 T32 T33
luego de (13.11) tenemos!
t=T"n. (13.13)

Las componentes Ty1, To2 ¥ 733 son llamadas las componentes normales del
esfuerzo, en tanto que las componentes 7;;, i # j son llamadas las componentes
en corte del esfuerzo.

n
IDependiendo de la forma como se expresa ¢ en Tij, también se puede obtener

n
t="Tn.
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13.3. Ecuaciones de equilibrio

En el caso estatico la suma de todas las fuerzas actuando en un cuerpo %

n
deben ser igual a cero, si t simboliza ahora las fuerzas de superficie y b las fuerzas
de cuerpo, transformando las sumas en integrales de superficie y volumen para
el equilibrio del cuerpo completo tenemos?

/ i dA+/ bdV = 0. (13.14)
0RB 7

n
Pero t= T"n, luego de la ecuacién anterior tenemos

/ ITQdA+/QdV=Q, (13.15)
0R B

y en notacion indicial es igual a
/ TjiN; dA + / b;dV =0, i=1,2,3. (13.16)
0% B

Pero para la primera expresion por medio del uso del teorema de la divergencia

3 . .7 . 7
tenemos® [, jin; dA = [, 7 ; AV, luego de la ecuacién anterior, después de
juntar las dos integrales en una, obtenemos

/ Tji;j—i_bi dVZO? i= 172737
B

que debe cumplirse para cualquier volumen Z y por tanto tenemos que se debe
satisfacer
Tjig +bi =0, i=1,2,3, (13.17)

que son llamadas las ecuaciones de equilibrio para los esfuerzos. El sistema de
ecuaciones (13.17) es igual a

8711 8721 67'31
by =0 13.18
8171 8:172 + 8$3 + ! ’ ( )

8712 8722 67‘32

by =0 13.19
8171 8:172 + 8$3 + 2 ’ ( )
8713 + 8723 67‘33

ba =
8171 8:172 + 8$3 + 3

|
e

(13.20)

Las tres ecuaciones anteriores se obtuvieron del balance de fuerzas. Ahora
es necesario analizar el balance de momentos causados por estas fuerzas. Para
ello se tiene que elegir un punto de referencia respecto al cual hacer el balance
de momentos, a este punto lo denotaremos como z,. En un elemento diferencial

2Para denotar la superficie de un cuerpo % usaremos la notacién 0.4.

3Para un campo vectorial f; el teorema de la divergencia nos dice que IB@ fin; dA =
/@ fi,idV, de modo que al aplicar este teorema a un campo tensorial debemos hacerlo respecto
al indice que se repite con el indice relacionado con vector unitario normal.
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n
de superficie en un punto z en 0% tenemos una fuerza igual a t dA, luego el

momento por esta fuerza va a ser igual a (z — z,) X Z dA; por otra parte para un
elemento de volumen en z tenemos la fuerza de cuerpo bdV, luego el momento
causado por esa fuerza serd igual a (z — x,) X bdV, de modo que la suma (en
este caso integral) de todas estas fuerzas nos da

| @-z)xtaas [ -z xpav—n, (13.21)
0% 7
y con el uso de (13.13) nos queda
| @-z)x @ maas [ @-z)xbav -0 (13.22)
0% 2

Pero el producto cruz de dos vectores a, ¢ se puede expresar como
a X C= €;ka;CLei,

y usando esto en (13.22) tenemos que es igual a

/ eijk(xj — :voj)nknlg dA + / Eijk(xj — «Toj)bkﬁi dV = 0. (13.23)
0B B

Para cada direccién ¢ tenemos
/ Eijk(xj — .’L‘Oj)le’rLl dA + / Eijk(xj - .’L'Oj)bk dV =0, +1=1,2,3, (13.24)

0B B

y aplicando el teorema de la divergencia a la primera integral tenemos que
/ €ijk (:Ej — To; )lenl dA = / eijk5jl7lk + €ijk ({Ej — To; )le,l dv.
0B B

De (13.24) después de algunas manipulaciones tenemos

/ eijk(slelk dv —|—/ eijk(xj — IOj)(le,l + bk) dV = 0, = 1, 2, 3, (13.25)

B B

pero de (13.17) tenemos que €5 (x5 — Zo; )(Tik, + bx) = 0, y también se puede
probar que ;7 = Tji, de modo que el balance de momentos es finalmente
equivalente a

/ €pmiedV =0, 1=1,2,3, (13.26)
que debe ser satisfecha pzfia cualquier 4 por lo que se debe cumplir
€ijkTik = 0. (13.27)
Para el resultado anterior si i = 1 de la definicién (13.5) tenemos
Tos —T32 =0 <= To3 = Tso,

e igualmente para i = 2 se puede probar que de (13.27) tenemos que 713 = 731.
Finalmente si ¢ = 3 se obtiene 712 = 721, de modo que (13.27) es equivalente a
decir que

Tij = Tji <~ I = TT. (1328)



13.4. Desplazamientos. Deformacion. Ecuaciones
constitutivas

En la Seccién 3.4.2 vimos en detalle el concepto del campo de desplazamien-
tos. En este capitulo el campo de desplazamientos serda denotddo como u y es
tal que

u = ui(z)e;, (13.29)
en donde u;(x) = u;(x1, 2, x3) es la componente en la direccién ¢ del desplaza-
miento que se produce en un punto z, en un cuerpo 4, debido a la aplicacion
de fuerzas externas en el cuerpo.

De (3.55) encontramos la relacién entre los desplazamientos y las compo-
nentes del tensor de deformaciéon como

- 8U1 8’(1,2 - 811,3

8—:101’ €22 = 3—9627 €33 = 8—:103’
1 6u1 + 6’11,2 1 6’11,1 + (9’(13 1 8u2 + 6’11,3
Epe==l—+—7], eiz3==|—+——1], €3==|7"—7+—1,
12 2 8%2 8171 13 2 8173 8$1 23 2 8%3 8172
que se puede escribir en notacién indicial como
1 8ul 8uj
i = = . 13.30
Fi 2(axj+axi> (18.30)

El tensor de deformacion ¢ se define como

€11

€11 €12 €13
£ = €12 €22 €23 . (1331)
€13 €23 €33

Vamos a trabajar con un material que se puede modelar (de forma aproxi-
mada) asumiendo un comportamiento lineal eldstico, es decir la relacién entre
los esfuerzos y las deformaciones son relaciones lineales, y se asume que no hay
disipacién de energia. Por otra parte asumirémos que no hay en el cuerpo es-
fuerzos o deformaciones residuales, luego se puede asumir que hay una relacion
lineal entre 7;; y €1 del tipo

Tij = Cijki€kl, (13.32)

en donde tenemos una suma doble en k y [ y C;;1; serfan constantes del material.
Debido a la simetria del tensor de esfuerzos y del tensor de deformacion
tenemos la siguiente simetrias para Cji

Cijki = Cjirr = Cijik.- (13.33)

De consideraciones asociadas a la energia eldstica acumulada por el cuerpo (que
no veremos en este texto) tenemos la simetria adicional

Cijrl = Chiij- (13.34)
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La ecuacién constitutiva (13.32) se puede escribir de la siguiente forma al-
ternativa

i Ci111 Ci122 Cii133 Cii12 Cii1z Ciias €11

T2 Cr122 Ca222 Ca233 Ca212 C2213 Caz23 €22

733 | | Ci133 Ca233 C3333 C3312 C3313 C3323 €33 (13.35)
B C C C C C € ’ ’

Ti2 1112 C2212 C3312 Ci212 Ci213 Ci223 12

T13 Ci113 C2213 C3313 C1213 Ci313 Ci323 €13

To3 C1123 Ca223 C3323 Ci223 Ci323 Cazos €23

en donde se ha hecho uso de las distintas simetrias para C;ji;. En (13.35) pode-
mos apreciar que tenemos 21 constantes de material para el caso més general
de material elastico lineal anisotrépico.

Un material anisotrépico es aquel que muestra un comportamiento mecanico
distintos de acuerdo a la orientacién en la cual se aplica la fuerza externa. Casos
especiales son los materiales ortotrépicos, en donde tenemos dos direcciones en
donde el comportamiento es distinto, y los materiales transverso isotrépicos en
donde hay una direcciéon en donde el cuerpo se comporta de forma diferente.

Un material isotrépico es aquel que no muestra diferencias en su compor-
tamiento si las cargas externas se aplican con distintas orientasiones respecto
al cuerpo. En este caso especial la matriz con coeficientes C;jz; tiene la forma
especial

C1111 C1122 Cr122 0 0 0
C1122 C1111 Cr122 0 0 0
Ci122 Ci122 Ci111 0 0 0
0 0 0 2(Cit11 — Cii22) 0 0
0o 0 0 0 $(Ci111 — Ci122) 0
0 0 0 0 0 2(Cr111 — Cr122)
(13.36)
Si se define
1
Ciizz = A, Ci212 = 5(01111 —Cui22) =, Ciin1 = A+ 24, (13.37)
donde A, u son denominados los médulos de Lame. Se tiene que
E E
A=y =G= (13.38)

(1+v)(1-2v)’ 2(1 —v)’

donde E es el modulo de elasticidad y v el coeficiente o médulod e Poisson. De
(13.37) en (13.32) tenemos en notacién indicial

Tij = 2p€i5 + Aij€hk- (13.39)

Se puede obtener también la relacién inversa

1
gij = (1 +v)7ij = vdijTia. (13.40)
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13.5. Problema de valor de frontera

Ahora nos interesa tener un resumen de todos los resultados anteriores para
poder entender y ver que tipo de problema de valor de frontera se debe solucionar
en elasticidad (que es el problema que es resuelto, por ejemplo, por distintos

métodos numéricos).

El sistema de ecuaciones diferenciales a resolver en elasticidad lineal es*

(13.17)

87’11 87’12 87’13

by = 13.41
6,@1 6$2 * (91:3 th 07 ( 3 )
87’12 87’22 87’23

by = 13.42
6,@1 6$2 (91:3 + 02 07 ( 3 )
6713 6723 67‘33

by = 13.4
6,@1 6$2 (91:3 + 3 07 ( 3 3)

donde de (13.39) tenemos que las componentes del tensor de esfuerzos para un
material lineal elastico isotrépico estan dadas en funcién de las componentes de

la deformacién como

T11
T22
733
T12
713
T23

= 2ue1; + /\(611 + €90 + 533), (13.44)
= 2ueos + /\(611 + €90 + 533), (13.45)
= 2uess + Ae11 + €22 + €33), (13.46)
= 2#612, (1347)
= 2#613, (1348)
= 2#623, (1349)

donde de (13.30) tenemos que las componentes de la deformacién en funcién de
las componentes del campo de desplazamientos estan dadas por

€11

€22

€33

€12

€13

€23

6u1

1
2
1
2
1
2

Oy’
Ouz
8.%27
Ous
8.%37

(
(
(

(13.50)
(13.51)
(13.52)
o, du) 135
g—z; g—Zf), (13.54)
g—Zi 2—2). (13.55)

Si reemplazamos (13.50)-(13.55) en (13.44)-(13.49) y ese resultado en (13.41)-
(13.43) obtendrémos un sistema de tres ecuaciones en derivadas parciales para

4De (13.17) ya hemos considerado al tensor de esfuerzos como simétrico.
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las tres componentes de u, es decir para ui, us, us. Estas tres ecuaciones en
derivadas parciales son de segundo orden y lineales.

Respecto a la condiciones de borde, lo usual en un problema de valor de
frontera en elasticidad, es asumir que el cuerpo puede estar sometido a fuerzas
externas y ademads que ciertas partes de su superficie pueden tener prescrito los
desplazamientos, es decir se asume que

OB = 0P, J OB, 0B, NIOAB, = O, (13.56)

donde se tiene que
t=Tn=1 zcd%, (13.57)
u=1u z € 0%RB,, (13.58)

en donde ¢ son las fuerzas externas conocidas y aplicadas en 0%; y 4 son los de-
splazamientos conocidos en 04%,,. En notacién indicial las condiciones anteriores
se pueden escribir como

n

ti=myn; =1 x€0%;, i=1,23 (13.59)
w=1; x€dAB, i=123. (13.60)

13.6. Esfuerzos principales 3D

En la Seccién 10.2 se hablo de los esfuerzos normales maximos y minimos
y de los esfuerzos de corte maximo para problemas tridimensionales, pero sin
indicar como estos se podian obtener. En esta secciéon veremos con algiin detalle
este tema. N

De la Figura 13.1 teniamos en la superficie .7 al vector de esfuerzos t y el

vector normal n. En general estos vectores no estaran alineados. El vector Z lo
vamos a descomponer en dos partes, una normal a la superficie, es decir en la
direccion de n, que denotaremos como o, y otra parte tangencial a la superficie,
que denotaremos como 7.

La componente o, la podemos obtener simplemente como

n

on =t -n. (13.61)

La pregunta ahora es: ;Cual deberia ser n de forma tal de que o, sea maximo,
y cuales serian los valores de o, en dicho caso? Esta pregunta es similar a la que
se hizo en la Seccién 9.1 cuando en el problema plano preguntabamos lo mismo
para el angulo 6 del corte imaginario oblicuo.

De (13.13) tenemos que fti: Tn, de modo que en (13.61) tenemos que
on = (Tn) -1, (13.62)
que en notacion indicial es igual a

On = Tijnjng. (13.63)
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Es esta funcién la que debemos méximizar (minimizar) en términos de ny, recor-
dando que n debe ser unitario, que implica decir que ||n||= 1, que es equivalente
a agregar la restriccién

n;n; = 1. (1364)

Para méximizar (minimizar) (13.63) con (13.64) tenemos que usar multi-
plicadores de Lagrange, de modo que ahora buscamos maximizar la funcién H
definida como

H(?’Ll, no, ng) = Tinin; + )\(njnj — 1), (1365)
donde A es el multiplicador.

Los méximos, minimos o punto de inflexién se buscan de g—i =0,k=1,2,3,
y de (13.65) tenemos que esto es equivalente a solucionar

Tij (5]]@114 + njéik) =+ 2)\nj5jk =0, k=1,2,3, (1366)
en donde se ha usado el resultado %"T’: = Omp. Se puede demostrar (y se deja

como ejercicio) que 7051 = TikNi, TijNidik = TriN; ¥ N0, = ng, de modo
que de (13.66) tenemos

Tiki + Tiing +2xn, =0, k=1,2,3.

Pero en la expresion anterior 4, j son indices mudos, de modo que en particular
reemplazamos en el segundo término j por 4 y tenemos por tanto

TikMi + Trifi +2An, =0, k=1,2,3.

Como el tensor de esfuerzos es simétrico entonces 7,5 = Tx; y reemplazando y
simplificando se llega a

Teini + g =0, k=1,2,3, (13.67)

que es equivalente a decir que

Tn+ An=0.
Si definimos o = —\ la ecuacién anterior queda como
(T - ol =0, (13.68)

en donde [ es la matriz de identidad. Este problema es uno de valor propio, esta
ecuacion tiene soluciones no triviales si

det(T — o) =0, (13.69)

de donde se obtiene la ecuacion ctibica para o

L =trT, Ih=—[trT)* —trT?, I3=detT, (13.70)

N =
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en donde I; i = 1,2, 3 son llamados los invariantes de T y tr A es la traza de la
matriz A.

La ecuacién (13.69) tiene tres posibles soluciones y dado que T es simétrico
estas tres soluciones son reales. Estos tres valores, que denotamos o;, ¢ = 1,2, 3,
son precisamente los valores principales del tensor de esfuerzos 7. Uno de estos
valores, que podemos llamar o1, serd el mdximo (considerando el signo), otro oy
sera un valor intermedio y otro o3 el valor minimo para los esfuerzos principales.
La demostracion de esto no la mostraremos aqui, pero sigue los siguientes pasos.
Primero para cada o; de (13.68) tendremos un vector propio n, que lo podemos

denotar como ﬁ y que se calcularia de
(T —oil) ﬁ: 0, mno hay suma en . (13.71)

i , -
Los tres vectores n, i = 1,2,3 formarian una base ortonormal, luego si alin-

. i
eamos los ejes coordenados respecto a estos vectores n, las componentes de T
se transformarian como

T11 Ti2 T13 op 00
T21 T22 T23 - 0 o2 0 s
T31 T32 T33 0 0 o3

es decir la matriz con diagonal o;, i« = 1,2,3 no es mas que el mismo tensor
T, pero escrito en un sistema de coordenadas alternativo, en donde los ejes

se han alineado con los vectores ﬁ Notese en particular que en este sistema
de coordenadas el tensor de esfuerzos solo tiene componente normal y no hay
componentes en corte. Comparese estos resultados y conceptos con los vistos en
la Seccién 9.1.

Lo que nos interesaria hacer ahora es maximizar 7 de la descomposicién de

n
t vista al inicio de esta seccion. Es facil ver ahora que con esto obtendriamos el
maximo esfuerzo de corte. La forma como es la descomposicion es

2= |t >3 (13.72)

n
Ahora en vez de usar el T original para calcular ¢ usaremos el que se produce

. . . K3
al alinear el sistema de ejes coordenados con los vectores n, en cuyo caso T =

01 0 0
0 o2 0 |,y de (13.13) tenemos
0 0 g3
" o1 0 0 n1 o1n
t=1 0 o2 0 ng | = | o2ng |, (13.73)
0 0 o3 ns o3ng
de modo que
£ II°= oint + o3n3 + ofn3. (13.74)
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Por otra parte de (13.62) tenfamos que o, :z n = (Tn)-ny usando T en el
sistema de coordenadas rotado se llega a

o1ny ny
on=| oang | - | n2 | =o1n? 4+ o9ni + 03n§. (13.75)
a3ns ns

Usando (13.74) y (13.75) en (13.72) tenemos

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22
T = o1n] + o5n; + osns — (o1n] + oans + o3ng)”, (13.76)
que es la funcién que ahora queremos méaximizar en ny, k = 1, 2, 3. Nuevamente
hay que considerar la restricciéon que indica que n es unitario, o sea ngng = 1,
luego usando el multiplicador de Lagrange v tenemos que méximizar (mini-
mizar)

Q(n1,n2,n3) = 7° +v(nf +n3 +nj — 1). (13.77)
Tenemos

8_Q — 992n, — 2 2 2 7

B = 20in1 — 2(o1n] + oan; + o3ng)201ny +2yny =0,  (13.78)
1

0

% = 2031y — 2(01n7 + 09n3 + 03n3)209n1 + 2yng =0,  (13.79)
2

0

% = 203n3 — 2(01n3 + 09ni + 03n3)203n1 + 2yn3 = 0. (13.80)
3

Se puede demostrar que el sistema de ecuaciones anterior tiene tres soluciones
para n y 7 que mostramos a continuacion

0
n=|x1/v2 |, 7= % (13.81)

+1/v/2

+1/v/2
= o |, 7= % (13.82)

+1/V2

+1/v/2
n=|=+1/v2 |, T:¥, (13.83)

0
de donde se puede ver que

Tmax = Tmaz _—Umin . (1384)
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