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Este documento es una recopilaciéon de la teoria aplicada a la resolucion de problemas de Resistencia de
Materiales.

No tiene, por tanto, el rigor tedrico que se puede encontrar en cualquiera de los conocidos y numerosos libros
que tratan de este asunto, ya que su objeto es constituir una guia de la teoria mas importante e indispensable
para poder resolver los problemas mas habituales de la materia.

Se ha incluido un anejo con indicaciones de utilidad.

Espero que sea interesante para todos los que lo usen y ruego que sean generosos en perdonar los errores,

que a buen seguro existen.
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CAPITULO 1- CONCEPTOS FUNDAMENTALES

1.1- TENSION Y DEFORMACION

Tension:

Se considera un sélido en equilibrio bajo la accion de ciertas cargas. Cortando por un plano 7, se tiene:

] 1= tension

o : Tensién normal (componente perpendiculara ) dE Fuerza

(9

;: Tensién tangencial (componente contenida en ) dA - Superficie

Las unidades de 'E son MPa o kN/m?.

Deformacién longitudinal:

Sean dos puntos A y B de un solido elastico préximos entre si y unidos por la recta r. Al aplicar un estado de

carga, se desplazaran a A’ y B’ respectivamente.

La deformacién longitudinal es el alargamiento relativo, en la direccién r, producido entre A y B. Es

adimensional.

g_ﬁ”—A_A”_A_L
AB L
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1.2- VIGAS Y ESTRUCTURAS PLANAS

La Resistencia de Materiales estudia los esfuerzos, deformaciones, tensiones y movimientos en estructuras

planas.

Viga:

Es el sélido engendrado por una superficie plana que se desplaza de modo que su centro de gravedad recorre

una linea que se denomina directriz, manteniéndose dicha superficie perpendicular a la directriz.

Las fuerzas exteriores actuantes en la viga se suelen aplicar en algun punto de la directriz. En caso contrario,

se trasladan a ella por las reglas de la Mecanica.

Las vigas pueden ser rectas, curvas, de seccion constante o variable, etc.

Estructura plana:

Es la formada por vigas enlazadas entre si, y cuyas directrices estan contenidas en el mismo plano.

Todas las fuerzas aplicadas estan también contenidas en dicho plano.
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1.3- ESFUERZOS EN BARRAS

Las tensiones actuantes en una seccidén pueden ser sustituidas por un sistema de fuerzas equivalentes

denominadas esfuerzos.

En general, los esfuerzos consisten en una fuerza axil, dos cortantes, dos momentos flectores y un momento

torsor.

N '\f\
S
Q, >
\ 4 Q,
M y
y M,
v Z
Para obtener los esfuerzos, hay que integrar las tensiones.
AXIL: N={[o,-do
Q
CORTANTES: Q, =[]z, -do Q =|[z.-do
Q Q
MOMENTOS FLECTORES: M, =[[o, z-dOQ M, =—[[o,-y-d
Q Q
MOMENTO TORSOR: M, = [, -y, -2)-dQ
Q
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En Resistencia de Materiales, se suele trabajar sélo en dos dimensiones, por lo que los esfuerzos quedan

reducidos a tres:

\

N (kN) = 0

N Q (kN) J@[

M (kNm) <@>
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1.4- EQUILIBRIO DE LA REBANADA

Una rebanada es la parte de la viga entre dos secciones transversales infinitamente proximas. Si en dicha viga

hay aplicadas ciertas cargas exteriores por unidad de longitud (q, n), aparecen los siguientes esfuerzos:

Q+dQ
qds
N | N+dN
MF | o g L s Mf+dMIF
Q
ds
-
Estableciendo el equilibrio en la rebanada:

SF,=0 :  N+dN-N+n-ds=0 = n-—dN

ds
Zszo ; Q+dQ-Q+qg-ds=0 = q:__(;jQ

S
dDMy=0 : M, +dM, +(Q+dQ)-ds+q-ds-%—Mf =0

—dM,

Despreciando los infinitésimos de segundo orden: dMm  +Q- ds=0 = Q= ds

La ley de cortantes es siempre la —(pendiente de la ley de momentos flectores) con los siguientes signos:
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1.5- TIPOS DE APOYOS

Un apoyo supone una coaccion a los movimientos, bien sean desplazamientos o giros. Por cada coaccién a un

movimiento existe una reaccion, bien sea fuerza o momento. Pueden ser de varios tipos:

Apoyo simple:
%ﬁ %ﬁ
T v
Articulacién:

Empotramiento:

10
RETINEO




Resistencia de Materiales

Jorge Perelli Botello

Muelle:

Resorte:

% k=V/d

RETINEO
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1.6- ROTULAS

Son conexiones entre barras que permiten el giro. En ellas no existe momento flector, pero si pueden transmitir

axil y cortante.

12
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1.7- TIPOS DE CARGAS

Puntual:

Repartida:

Momento:

Momento repartido:

F (kN)

F (kN)

7770,

g (kN/m)

g (kN/m)

v

M (kN*m)

RETINEO
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1.8- TIPOS DE ESTRUCTURAS

Isostaticas:

Son aquéllas en las que pueden obtenerse sus reacciones y las leyes de esfuerzos unicamente utilizando las

ecuaciones de equilibrio.

Hiperestaticas:

Para obtener las reacciones y las leyes de esfuerzos son precisas, ademas de las condiciones de equilibrio,

tantas condiciones de compatibilidad de movimientos como grados de hiperestatismo existan.

GH = N° coacciones en apoyos - N° rétulas - 3

Si GH =0, la estructura es isostatica.

Mecanismos:

Se producen cuando la estructura colapsa (GH < 0).

RETINEO
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CAPITULO 2- HIPOTESIS BASICAS DE LA RESISTENCIA DE MATERIALES

2.1- HOMOGENEIDAD E ISOTROPIA DEL MATERIAL

El material se supone homogéneo e isétropo. La homogeneidad supone la igualdad de propiedades del
material en todos los puntos del sélido. La isotropia supone la igualdad de las propiedades en todas las

direcciones.

2.2- LEY DE HOOKE

Existe una proporcionalidad entre tensiones y deformaciones dada por la Ley de Hooke.

v /)

g =E

Donde: E: Mddulo de elasticidad longitudinal de Young
o: Tension
€: Deformacion longitudinal

2.3- EQUILIBRIO INTERNO Y EXTERNO

> Fy =0

YR =0

-

RETINEO
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2.4- PRINCIPIO DE SUPERPOSICION DE CARGAS

Si se tiene una estructura cargada con un estado P4, en cada punto existen unos esfuerzos, movimientos y
tensiones. Si se carga con otro estado P, existiran otros esfuerzos, movimientos y tensiones. El principio de
superposicion de cargas establece que, si la estructura se carga con un sistema suma de los anteriores
(P1+Py), los esfuerzos, movimientos y tensiones resultantes seran también suma de los provocados por los

estados aisladamente.

20 kN 20 kN

50 kN*m 50 kN*m

2.5- PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Las ecuaciones de equilibrio se plantean siempre en la estructura sin deformar.

2.6- HIPOTESIS DE NAVIER-BERNOUILLI

Las secciones rectas que son planas y perpendiculares a la directriz antes de la deformacion, permanecen

planas y perpendiculares a la directriz después de la deformacién.

16
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CAPITULO 3- LEYES DE ESFUERZOS

Las principales reglas a seguir en la obtencion de las leyes de esfuerzos en una estructura son las siguientes:

3.1- MOMENTOS FLECTORES

e En tramos no cargados, la ley de momentos flectores es lineal.

e En las rétulas, el momento flector es nulo.

e En puntos donde hay aplicada una carga puntual no paralela a la directriz, aparece un pico en la ley de
momentos flectores.

e En las secciones donde existe un momento exterior aplicado, aparece un salto en la ley de momentos
flectores de igual valor al del momento exterior aplicado.

¢ Cuando hay una carga uniformemente repartida no paralela a la directriz, la ley de momentos flectores
es parabdlica de segundo grado en el tramo donde actua dicha carga.

3.2- ESFUERZOS CORTANTES

e Para obtener la ley de esfuerzos cortantes, se proyectan las cargas exteriores y las reacciones en
sentido perpendicular a la directriz, en cada barra de la estructura.

— dMf
ds

e En secciones donde hay aplicada una carga puntual perpendicular a la directriz, aparece un salto en la
ley de cortantes de igual valor.

e Ley de cortantes = - Pendiente de la ley de momentos flectores. Q =

e En los tramos donde existe una carga uniformemente repartida en sentido perpendicular a la directriz,
la ley de esfuerzos cortantes es lineal.

e En los apoyos, el valor de la ley de cortantes es igual a la proyecciéon de la reaccién en sentido
perpendicular a la directriz.

e Siexiste un momento exterior aplicado, la ley de cortantes no varia en dicho punto.

e Si hay un cambio de direccion en la estructura, se produce un salto en la ley de cortantes de valor igual
al cambio de la proyectada en sentido perpendicular a la directriz.

3.3- AXILES

o Para obtener la ley de esfuerzos axiles, se proyectan las cargas exteriores y las reacciones sobre la
directriz de cada barra.

e Cuando hay una carga puntual aplicada en una seccion, se produce en dicha seccién un salto en la ley
de axiles de igual valor a la proyeccién de la carga sobre la directriz.

e Si hay una carga exterior uniformemente repartida en sentido de la directriz, la ley de axiles es lineal.

e Si hay un cambio de direccién en la estructura, se produce un salto en la ley de axiles de igual
magnitud que el cambio de la proyectada sobre la directriz.

17
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CAPITULO 4- SECCIONES

4.1- MOMENTOS DE INERCIA

Ay

x

I, :Iyz -dA (siempre > 0)
A
I, = J‘XZ dA (siempre > 0)
A
IXY:PXy:IX~y-dA (puede ser >, <6 =0)
A

Teorema de Steiner:

Sirve para obtener momentos de inercia de ejes paralelos a otros en que se conocen aquéllos:

“El momento de inercia de una superficie respecto a un eje, es igual al momento de inercia respecto a un eje

paralelo que pasa por el centro de gravedad, incrementado en el producto del area por el cuadrado de la
distancia entre los dos ejes”.

Iy =l +Q- %

De igual manera:

“El producto de inercia de una superficie respecto a dos ejes ortogonales, es igual al producto de inercia

respecto a dos ejes paralelos a los anteriores, que pasan por el centro de gravedad, incrementado en el
producto del area por las distancias entre ambos ejes”.

18
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4.2- TENSIONES NORMALES

Z>
X

N :_[b(y)'dy-a:a~_[b(y)'dy:a'Q

Momento flector (Flexién pura):

N
o =—=_Cte.
Q

(e}
M, =0
Gs
G (y)
— fibra neutra

En flexion pura, en régimen elastico, la fibra neutra esta situada en la seccion del centro de gravedad.

RETINEO
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M =[o(y)-b(y)-dy-y=[E-&(y)-b(y)-dy-y={e(y) =k-y}=[E-k-y> -b(y)-dy =

2 M
=E-k-jy -b(y)-dy=K-E-I k=" k: Curvatura
.
I respecto c.d.g.
‘ M-y
0'(y):E-g(y)=E-k-y:E-E I-y o(y)= | y: distancia al c.d.g. N=0

Axil + Momento flector (Flexién compuesta):

En flexion compuesta, la fibra neutra no tiene por qué coincidir con el centro de gravedad.

a(y)=

Formula de Navier

oz

20
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La formula general de Navier para la obtencidon de tensiones normales en una seccion es:

Myl +My Ry o Myl My Py

N
o(X)=—>—
Q IY'IZ_PYZ

Siendo compresiones (-) y tracciones (+) y el producto de inercia:

P,, :”Qz-y-dQ

Si “Z” e “y” son ejes principales de inercia, esta formula se puede simplificar, ya que Pyz = 0, resultando:

N M M
o(X)=—>-——%.y+—".7
Q |, I,

En general, todo eje de simetria y su perpendicular, ambos pasando por el centro de gravedad de la

seccion, son principales de inercia.

RETINEO
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4.3- TENSIONES TANGENCIALES

Son las debidas al esfuerzo cortante, que soélo existe cuando hay variacién de momentos flectores. Las
tensiones tangenciales aparecen para poder equilibrar las tensiones normales.

. . |
Mg qA Mg + dM; ! qAT —
. A T
[ I
| |

ds

Si se plantea el equilibrio en un paralelogramo elemental, tiene que haber equilibrio de fuerzas horizontales,

verticales y momentos. La tension tangencial es igual en las cuatro caras.

T'
—

Se tiene, por tanto:

c.d.g.de G 5

Q= [r(y)-dO

e}

22
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Y las tensiones tangenciales son:

QMe(y)
I -b(y)

Férmula de Colignon

o(y) =

Donde: | Q: Esfuerzo cortante
M. (y): Momento estatico del area exterior a la fibra estudiada con respecto al c.d.g. de la pieza.
lg: Momento de inercia a flexion de la pieza respecto al eje que pasa por el c.d.g.
b (y): Ancho de la fibra estudiada.

Distribucién de tensiones tangenciales en secciones formadas por rectanqulos (T, doble T, etc.):

e En las fibras extremas son nulas.
e La ley de tensiones tangenciales esta formada por parabolas de segundo grado.
e Enlos cambios de ancho hay un salto en la ley de tensiones tangenciales.

e El maximo aparece en la fibra del centro de gravedad.

Ejemplo: Seccion rectangular sometida a un cortante Q.

. Q=Q

h/2-x Me:b.x.[1+n_xj:b.X.(E_ﬁj:u.(h_x)
h 2 2 2 2 2
h/2 |=L~b'h3
12
- b=b
Sustituyendo:
_6-Q-x-(h-x)

b-h’

RETINEO
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4.4- NUCLEO CENTRAL

El ndcleo central de una seccion es el lugar geométrico de los puntos en los cuales, al aplicar una fuerza

normal a la seccion, todas las tensiones normales son del mismo signo que la fuerza aplicada.

Seccidén rectanqular:

A
A ’ N -
+ N-ey
e
y
z I N
= e, h I:D
L
b
R
Si se aplica en el punto A un axil de compresion, las tensiones normales seran:
N N-e -y 1 h
oc(X)=—— "> con Q=b-h; | =—-b-h’; y=——
Q | 12 2
: . : h ,
Sustituyendo y haciendo o(X) =0, se tiene: e, = g; analogamente: €, = —
Por tanto, el nucleo central queda:
Yy

24
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Seccidn circular:

Seccién tridnqulo equilatero:

7 N

al4

L=
a

RETINEO
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4.5- SECCIONES COMPUESTAS

Son las formadas por materiales con diferentes modulos de elasticidad. Para que se cumpla la hipotesis de
Navier, y el diagrama de deformaciones de la seccién sea plano, el material mas rigido (con mayor E) necesita

mas tension para deformarse lo mismo que el mas flexible (con menor E).

Para obtener las tensiones en cada fibra, se procede de la siguiente manera:

1. Se calcula el coeficiente de equivalencia: n=—&—

2. Se multiplica el ancho de las fibras con material 2 por n, y las del material 1 se dejan con la misma
anchura.

3. Se calculan las constantes estaticas de la seccion homogeneizada y las tensiones provocadas por
los esfuerzos (N, M, Q) con las formulas habituales.

4. Por ultimo, hay que hallar las tensiones existentes en la secciéon real mediante las siguientes

relaciones de equivalencia:

OReaL,l = O HOMOGENEIZADA,1
TREAL,I = T HOMOGENEIZADA, 1
OgeaL2 = N Ohomoceneizaba 2

TreaL2 = N ThomoGENEIZADA 2

Hay que tener cuidado con el esfuerzo axil, ya que si esta aplicado en el centro de gravedad de la seccion real,
sera excéntrico en la homogeneizada, y viceversa.

26
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CAPITULO 5- DEFORMACIONES Y MOVIMIENTOS

5.1- DEFORMACION POR AXIL

N
o =— ‘0‘ &
N L
N 4 N B “ | ‘
G P ; |
ds
AL=2-a
AL o N
E=—"=— O =—
L E Q
De donde:
-L N-L
AL = % =t o (m) E.Q= Rigidez axial

RETINEO
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5.2- DEFORMACION POR MOMENTO FLECTOR

Vs
M M
f L G f f.n
.l G
Y
cs
El acortamiento de la fibra superiores AL =2-a
El acortamiento unitario de la fibra superior se denomina &
o M; -
AL=2-a=¢, ds=Zds— s gs—2.q
E E-I

El angulo de giro es:

dg dg a 2-a

Yeg[P)2 w22

2 2 Y, S
Sustituyendo:
M, -ds
dg= E.l Giro elemental producido por el momento flector
La curvatura que aparece en la directriz es:
dg M,
L= ds E-I (rad/m) E-l: Rigidez a flexion

RETINEO
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5.3- ECUACION DE LA ELASTICA

ax)
[ —
9 X
®
®
® ® © E i
v X y (¢} q(x)
y
En una rebanada cualquiera, sometida a la carga repartida q(x), se tiene:
q(x) dx
Q Q+dQ
dx
H
_ - dQ
V=0 - -Q+Q+dQ-q(x)dx =0 - q(x) =—=
dx
M, -dx dg
Sabemos también que d9 = - M;=E-l - —
E-I dx
Como z9=_—dy=—y' N M, =-E-I-y"
dx
—d™m
Ycomo Q= dxf - Q=E-1-y" - qx)=E-1-y"

RETINEO
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5.4- FORMULAS DE BRESSE

Sirven para calcular los movimientos de un punto, conocidos los de otro, y las leyes de momentos flectores y

axiles entre ellos.

Siendo:

B
9B=9A+jK(s)-ds
A

Ug =U, =3,(Yg = Ya)+ [ £(5) - cos B-ds — [ K(s)- [y — y(5)]- ds

Vg =V, +9,(Xg —xA)JrJ'.s(s)-sen,B-dSJrJ'K(s)-[xB —X(s)]-ds

s: directriz de la pieza.

B: angulo que forma la tangente a la directriz en cada punto con el eje x.

Deformacion axial: g(S)=¢ (9)+ E-0(s)
T M (s)
Curvatura: K(s)=K' ' (8)+ ——

E-1(s)

En caso de existir una rétula intermedia a los dos puntos, a las férmulas de Bresse hay que afiadirles:

LgBCONROTULA — 19§INROTULA +A19

ROTULA

CONROTULA SINROTULA
Ug =Ug -AS

ROTULA (Ye — yROTULA)

CONROTULA SINROTULA
Vg =V, + A8

(XB_X

ROTULA ROTULA)

RETINEO
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5.5- TEOREMAS DE MOHR

Son la aplicacion de las formulas de Bresse para barras rectas de seccion constante.

Primer Teorema de Mohr:

El giro entre dos puntos es igual al area de la ley de curvaturas entre ellos.

Seqgundo Teorema de Mohr:

La deformacion vertical entre dos puntos 1 y 2 es igual al momento estatico de la ley de curvaturas entre los
dos puntos respecto a la vertical de 2, mas el giro en el punto inicial por el brazo horizontal, mas la proyeccion
en vertical de la elongacién debida al esfuerzo axil.

Para la deformacidn horizontal sera el equivalente.

La influencia de las rétulas es igual que la descrita en las Férmulas de Bresse.

31
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5.6- EFECTOS TERMICOS EN LAS ESTRUCTURAS

Se supone una pieza recta de seccidn simétrica con coeficiente de dilatacion o, que sufre una variacion de
temperatura At® en la fibra superior y At' en la fibra inferior. La variacién térmica a lo largo del espesor es lineal.

El alargamiento debido al incremento térmico es, por tanto, lineal en el canto de la rebanada.

c/2

c/e

La deformacion de la rebanada cumple la hipotesis de Navier: las caras planas antes de la deformacién
permanecen planas después de la deformacion.

Al*=2-a=ds-a-At° - azAt'Ta'dS
Al =2.b=ds a-At' o p=2 .;.ds
Por tanto, en la directriz: Al =2-a—+b:a+b=¥-a-ds

Entonces, el alargamiento unitario sera:

. AT + At
E=———«

32
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Y el valor de la curvatura que apa

rece por el incremento térmico sera:

dgzwzz.a.ds.u

c

Por lo tanto:

Y la curvatura:

Hay que tener en cuenta que, en las estructuras isostaticas, no aparecen esfuerzos debidos a temperaturas.

2-C

Kt AU -AU

La aplicacion de lo anterior a los teoremas de Mohr es:

GIROS = AREA DE LA LEY DE CURVATURAS (K"

MOVIMIENTOS = MOMENTOS ESTATICOS DE LA LEY DE CURVATURAS (K"

ALARGAMIENTOS = AREA DE LA LEY DE DEFORMACIONES (&)

RETINEO
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5.7- RIGIDEZ Y FLEXIBILIDAD

Rigidez:

La rigidez de una barra es el esfuerzo que hay que introducir para lograr un movimiento unidad.

P-L
Rigidez axial: El alargamiento producido por una fuerza axilP es o = ﬁ . Por tanto, la rigidez sera:

Aunque se suele denominar rigidez axial al producto E-Q.

M
Rigidez a flexién: Como la curvatura es p =—— , la rigidez a flexion es E:l. En el caso de una barra

E-I

biapoyada de seccién constante:

&
=R\
%
I
~
K
Il

Flexibilidad: La flexibilidad f; es el desplazamiento del grado de libertad j cuando se aplica una carga unidad

en el grado de libertad i.

s . L
Flexibilidad axial:  f, = ——
E.-Q

Flexibilidad a flexién: En el caso de una barra recta de seccion constante, con un momento aplicado en un

extremo, se tiene:

™
§> N
_—h

|
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5.8- HIPERESTATISMO

En las estructuras hiperestaticas, para deducir las reacciones y las leyes de esfuerzos no basta con las

ecuaciones de equilibrio, y es preciso buscar tantas condiciones adicionales de compatibilidad de movimientos
como grados de hiperestatismo existan.

GH = N° reacciones - N° ecs. equilibrio — N° rétulas intermedias

Vigas continuas

En las vigas continuas, si no existen cargas horizontales o inclinadas ni diferencias térmicas, no hay reacciones
horizontales en los apoyos, por lo que se pueden poner deslizaderas.

La forma general de resolverlas es plantear las condiciones de equilibrio, y como condiciones de compatibilidad
de deformaciones igualar los giros en apoyos a ambos lados.
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5.9- TEOREMA DE LA FUERZA UNIDAD

Sirve para calcular movimientos. El procedimiento de aplicacion es el siguiente:

— Se crea un estado auxiliar, en el que se coloca una fuerza (0 momento) unidad eficaz con el

movimiento que se desea calcular.

REAL
)

— Se calcula la ley de curvaturas del estado real (X AUXy

y la de momentos del estado auxiliar (Mf

— El' movimiento buscado esta dado por la siguiente expresion:

A=§ZREAL.Mf AUX g

Donde se consideran despreciables las deformaciones por axil, cortante y torsor.

Ejemplo: Se desea determinar la flecha en la seccién central de una viga simplemente apoyada, sometida a
una carga repartida p (kN/m), y que tiene una rigidez a flexion E-I.

p (kN/m) 1
A B A B
a X C % 7 X c 7
B B
‘ L/e ‘ L/e ‘ ‘ L/e ‘ L/e ‘
I I | I I |
ESTADO REAL ESTADO AUXILIAR

36
RETINEO




Resistencia de Materiales Jorge Perelli Botello

Se obtienen las expresiones de las leyes de curvaturas en el estado real y de momentos flectores en el estado

auxiliar, para la mitad izquierda de la viga. En la parte derecha seran simétricas.

Mf AUX —

Por tanto, la flecha hacia abajo sera:

L/2 . . 14
V:§)ZREAL.|\/|fAUX ds=2. jw.f.dxz&
) U2 B 2 T 384-E-

Si resulta positivo, el movimiento llevara el sentido de la fuerza introducida en el estado auxiliar.
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CAPITULO 6- LINEAS DE INFLUENCIA

6.1- TEOREMA DE LOS TRABAJOS VIRTUALES

Supuesto un sistema de cuerpos rigidos en equilibrio, sobre el que actia un sistema de cargas directamente
aplicadas, se producen unos desplazamientos infinitesimales denominados desplazamientos virtuales, durante
los cuales no se modifican las cargas aplicadas. Los trabajos elementales que realizan las cargas en estos
desplazamientos se denominan trabajos virtuales.

El teorema de los trabajos virtuales establece que, supuesto inexistente el rozamiento, la condicion necesaria y
suficiente para que un sistema de cuerpos rigidos esté en equilibrio, es que la suma de los trabajos virtuales de

las cargas sea nula, para cualquier desplazamiento virtual de los cuerpos compatible con los enlaces.

W =P -5+M, -4 =0
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6.2- TEOREMA DE RECIPROCIDAD O DE MAXWELL

Se considera un cuerpo elastico sobre el que actian dos sistemas de cargas. Al suponerse comportamiento
lineal, se admite el principio de superposicion. Se denominan movimientos eficaces de las cargas a aquéllos

que producen trabajo de éstas.

El teorema de reciprocidad establece que el trabajo producido por un sistema de cargas F, aplicadas en una
estructura, al aparecer en ésta unos movimientos eficaces debidos a otro sistema de cargas F), es igual al

trabajo de las fuerzas F debido a los movimientos eficaces causados por el sistema de cargas F,.

Fod"=F, -d'
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6.3- LINEAS DE INFLUENCIA. DEFINICION

Linea de influencia de un esfuerzo, reaccion o movimiento en una seccién especifica para una carga dada, es
una curva cuyo valor en cada punto indica la magnitud del esfuerzo, reaccién o movimiento en la seccion a

estudiar cuando la carga exterior ocupa cada punto.

6.4- METODOS DE OBTENCION DE LINEAS DE INFLUENCIA

Método directo

Se calcula la linea de influencia directamente, en funcién de la distancia de la carga a la seccién de estudio.

Suele ser muy laborioso.

Método de los trabajos virtuales

Se utiliza para calcular lineas de influencia de esfuerzos y reacciones de determinacion isostatica.

Momentos flectores: Linea de influencia del momento flector en A.

16 MM M M

L

A

Para que aparezca M, como accion externa, se coloca una rotula.
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Al ser un mecanismo en equilibrio, el trabajo de todas las fuerzas exteriores sera nulo. Aplicando el principio de

los trabajos virtuales:

W =1(X)-V(X)-M,-a—M,-f=0 — v(X)=M, -(a+p)

Sise hace a + B = 1 se tiene M, =V(X)

v, = YO
a+pf

Asi, la linea de influencia del momento flector en A cuando una carga vertical descendente de valor unidad

recorre la estructura, sera la ley de corrimientos verticales de la pieza cuando en la seccion A se pone una

rétula con un giro relativo de valor unidad.

Esfuerzos cortantes: Linea de influencia del esfuerzo cortante en A.

Para que aparezca Q, como accion externa, se coloca en A un artilugio que permita el desplazamiento vertical,

pero no el horizontal ni el giro.

RETINEO
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Aplicando trabajos virtuales:

W =1x)-v(x)-Q,-ax-a-Q,-a-b=0 — V(X)=Q,-a-(a+bh)
V(X —
Q.= (—) Si se hace a-(a+b) = 1 se tiene Qu =V(X)
a-(a+hb)
Reacciones: Linea de influencia de la reaccion vertical en B.
1(x) 1(x)
A B A B
)
T y
\%
Aplicando trabajos virtuales:
MW =1(X)-V(X)=V;-0=0 — V(X) =V, -0
V(X —
Vg = (T) Si se hace & = 1 se tiene Vg =V(X)

RETINEO
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Aplicacién del teorema de la reciprocidad

Sirve para obtener lineas de influencia de esfuerzos y reacciones de determinacion hiperestatica, y de
movimientos de determinacion isostatica o hiperestatica.

Se consideran en la estructura dos estados de carga. El primero corresponde exactamente al que nos dan,
habiendo explicitado el resultado de la linea de influencia (R).

El segundo estado consiste en la misma estructura, en la que se aplica el resultado complementario unidad
(R*) eficaz con el que se busca. Por tanto:

Si R =fuerza — R* = desplazamiento
Si R = desplazamiento — R* = fuerza
Si R =momento — R* = giro

Si R=giro — R* = momento

Se trata asi de tener un estado donde R produzca un trabajo exterior positivo. Posteriormente se utiliza la

aplicacion del teorema de reciprocidad entre los dos estados para obtener la linea de influencia buscada.
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CAPITULO 7- PORTICOS

7.1- ESTRUCTURAS SIMETRICAS

Se supone que una estructura tiene un eje o plano de simetria cuando su geometria y sus condiciones de

contorno (apoyos) son simétricos con respecto a dicho plano.

Una estructura simétrica sometida a un sistema de cargas arbitrario puede calcularse como la suma de los dos

estados de carga siguientes:

e Estado simétrico: Con cargas dispuestas simétricamente respecto al plano de simetria.

e Estado antimétrico: Con cargas dispuestas antimétricamente respecto al plano de simetria.

P P/2 P/2 P/2 P/2
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7.2- CARGAS SIMETRICAS EN ESTRUCTURAS SIMETRICAS

e
c
M M
= |
A D B
7227, 777 777
Los movimientos deben ser compatibles con la simetria: Up =0 9p =0

Los esfuerzos en las secciones coincidentes con el eje de simetria, pertenecientes a barras no coincidentes

con dicho eje, seran las indicadas en la figura siguiente:

La componente vertical V debe ser nula, para que puedan existir equilibrio y simetria.

En barras coincidentes con el eje de simetria:

Donde: Myp =Qp =0
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7.3- CARGAS ANTIMETRICAS EN ESTRUCTURAS SIMETRICAS

Los movimientos y esfuerzos compatibles con la antimetria son los opuestos a la simetria.

N
Vep =0

Los esfuerzos en las secciones coincidentes con el eje de simetria, pertenecientes a barras no coincidentes
con dicho eje de simetria, seran:

H. =0
M. =0

En las barras coincidentes con el eje de simetria:
Ny =0
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7.4- CARGAS SIMETRICAS EN ESTRUCTURAS CON CENTRO DE SIMETRIA

C B
P
Analizando los esfuerzos en el nudo C:
M
\
H
qi
v M
H
 —
Para que exista equilibrio:
M. =0
Y por simetria:
5
u. =0
2
ve =0
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7.5- CARGAS ANTIMETRICAS EN ESTRUCTURAS CON CENTRO DE SIMETRIA

Analizando los esfuerzos en el nudo C:

Para que exista equilibrio:

He =0
Ve =0

Y por antimetria:
9. =0
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CAPITULO 8- ARCOS

8.1- SISTEMA EQUIVALENTE DE CARGAS

p (KN/m)

Si se tiene una carga constante por unidad de longitud de directriz en cada punto, se puede sustituir por un

sistema de cargas equivalente. Para demostrar que los sistemas de cargas de la figura son equivalentes, se

calculan los esfuerzos en una seccién cualquiera.
B B
H, ='|.p-ds-sena: p-J'dy: p-L,=H
A A

B B
Vl:jp-ds-cosazp-jdX:p-LX:V
A A

B B B B L
Ml:J.p~ds-sena-y+J.p-dS.COSa.X:p_J.y,dy+p'J.X.dX= : n :
A A A \

Por lo tanto, ambos sistemas de cargas son equivalentes.
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8.2- CURVAS FUNICULARES Y ANTIFUNICULARES

Para un sistema de cargas dado, la curva funicular es la directriz de la pieza prismatica que, estando sometida

a dicho sistema de cargas, el unico esfuerzo que existe en todas sus secciones es un axil de traccion. La curva

antifunicular es la equivalente en compresion.

Asi, el funicular sera la posicién de equilibrio de un cable, y el antifunicular el simétrico.

Carga paralela a una direccién en estructuras planas:

Iy p(x) kN/m
p dx
N+dN
o+do
o
ds
N X
—~

Planteando el equilibrio en el elemento diferencial ds, y despreciando los infinitésimos de segundo orden:

>H =0 = N -cos$=H =cte.

Es decir, la proyeccion horizontal del esfuerzo axil es constante en todas las secciones.

IV =0 = H-y"=p(X)

Que es la ecuacion diferencial de la curva funicular, en estructuras planas sometidas a cargas paralelas a una

direccion.
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Carga perpendicular a la directriz de un arco en cada punto:

La carga es constante por unidad de longitud de arco.

Planteando el equilibrio:
*H=0 = dN =0 = N = cte.
2V =0 = r=N_ e

Por lo tanto, el antifunicular es una circunferencia de radio r, siendo el axil de compresion N =r -p = cte.

RETINEO

51



Resistencia de Materiales

Jorge Perelli Botello

ANEJO
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UNIDADES

Longitud:
1m =100 cm = 1000 mm
1ecm=0.01m=10 mm
1mm=10°m=0.1cm

Fuerza:
1kN=1000N=100kp =0.1t
1N=10°KkN=0.1kp=10"t
1kp=0.01kN=10N =107t
1t=10000 N = 1000 kp = 10 kN

Tension:

1 MPa = 10° Pa = 10° N/m® = 100 t/m® = 10 kp/cm?® = 10 bar = 1 N/mm? = 1000 kN/m?
1 kN/m?= 0.1 /m® = 0.01 kp/cm® = 0.01 bar = 10° N/mm? = 10° MPa
1 t/m? = 10 kN/m? = 0.1 kp/cm? = 0.1 bar = 0.01 MPa

1 kp/cm? = 1 bar = 100 kN/m? = 10 /m? = 0.1 MPa
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FORMULAS DE INTERES

Férmulas trigonométricas

2 2 _
sen“3+cos” 9 =1 Senzgzl_%.cos(z-g)
sen(2-%) =2-send-cos I

,o 11
cos(2-9)=2-cos’ $-1 cos ‘9—5"'5'005(2'9)

Derivadas
y:&:y,: 1 y=send= y'=cos 4
2-4/x
y =cos$= y'=-send
y_ljy'__—l
_X B X2 :t ,9:} '—
y=4 Y cos’ 4
y=u-v=y'=uwv+v-u
=cotgY '=
Louv—u-V YT =Y = g
YZ—ZH/ZV—Z
y=senk-9) = y'=k-cos(k-%)
, 1
Y=afCt93:>Y=1+X2 y =cos(k-9)= y'=—k-sen(k -9
Integrales
Il9~senl9-dl9:—19-cosl9+senl9
Isenzg_d9:2~8—sen(2-3)
Ig-cosg-dS:S-sen3+c053
IS-SenS-COSS-dgzSen(z.'g)_zg.]g.cos(z.g) Icoszg.d8=2"9+sen(2"9)
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ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS

Son del siguiente tipo:

y"+a, -y"+.+a,-y=0 con  y(x)

El procedimiento para resolverlas es el siguiente:

1) Se forma la ecuacion caracteristica:

2) Se hallan las raices de la ecuacién caracteristica:

3) Segun el caracter de las raices, se escriben las soluciones particulares, linealmente independientes,
partiendo de lo siguiente:

a) A toda raiz simple “k”, corresponde una solucion particular:

ek-x

b) A todo par de raices complejas conjugadas [k(” =a+ifBly [k(z) = a - i-B] le corresponden dos
soluciones particulares:

e”-cos(B-X) vy e’  -sen(f - X)

“

c) Atoda raiz real “k” de orden de multiplicidad “r’, corresponden r soluciones particulares linealmente

independientes:

k-x K-x r-1

e, Xx-e -, ... , X -€

d) A todo par de raices complejas conjugadas de orden de multiplicidad “r" (a + i-B , a - i-B),
corresponden 2-r soluciones particulares:

e”*-cos(fB-X), X-€°* -cos(f-X), ..., X" -e“*.cos(B-X)

e’ -sen(f-x) , x-e“*-sen(B-X), ..., X" -e“*.sen(f-x)

El nimero de estas soluciones particulares es igual al grado de la ecuacion caracteristica o, lo que es lo
mismo, al orden de la ecuacion diferencial dada.

4) Una vez encontradas “n” soluciones linealmente independientes (y1, vz, ..... , ¥n), la soluciéon general es:

y=¢C -y, +C, -y, +..... +C, Y,

Dondecq,cCo, ..... , Cn son constantes arbitrarias.
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CARACTERISTICAS DE SECCIONES
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N yoodr
¢ 3.z
G
r
" | Q—l-ﬁ-r2
1 5
1
2r IXO=§~7z-r4
_O7-64)
xe 727

A
b K Q=rx-a-b
G X
> 1 .
IXG :Zﬂ'ab
a
\ 1
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FORMULAS EN VIGAS SIMPLES

. g - P.L>
2 2.E-l
§ 2 V _ P'L3
L=
ML
M % =0
N‘
) 2 ML
V, =
. . ] P 2-E-|
q (kN/m) 3
g =L
I o
Y , U
V, =
| : | ' 8-E-l
: P.L2
S =% = e
1 2 L Pl
’ 3T 48.E- 1
L/2 L/2
I I |
g_M-L
y '6E-
3 g _M-L
> 3.E-I
‘ L/2 | L/2 V B ML2
 16-E-1
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q (kN/m)
q-L°
19: =
3 >, v = SqL4
| L/2 | L/2 |  384.E-1
[ [ |
P-a-b
= . b
l : e EaL TP
| 2 P-a-b
s > 9, = (L+a
? 6-E-I-L( )
a | o
[
L _p.aZ.b2
*U3.E-l-L

a b
M 2 2
= (L*-3-a
L 2 6-E-I-L( )
q (kN/m)
2
1 HHH 2 SI:L.(4.3.L_32_4.|_2)
\ 24-E-1-L
o | b
| qa2 2L2 2
g =—22  2.12-a
- 2 24-E-I-L( )
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