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Infroduccién

Introduccion

En el desarrollo del presente trabajo recepcional se abordan
algunos de los temas que se incluyen en el contenido tematico de la experiencia
educativa estética del plan de estudios 2004 del programa educativo de Ingenieria
Mecanica Eléctrica de la Universidad Veracruzana. Dicha experiencia educativa es
el primer curso del area de la mecanica y como tal, su objetivo principal debe ser
desarrollar en el estudiante de ingenieria la capacidad de analizar cualquier
problema en forma ldgica y sencilla, y la de aplicar para su solucién unos cuantos

principios basicos perfectamente comprendidos.

La mecanica es, esencialmente, una ciencia deductiva que
se basa en algunos principios fundamentales; es la base de la mayoria de las
ciencias de la ingenieria y es un requisito indispensable para estudiarlas; es una
ciencia aplicada. La mecanica puede ser definida como la ciencia que describe y
predice las condiciones de reposo o movimiento de los cuerpos bajo la accion de
fuerzas. Se divide tres partes: mecanica de cuerpos rigidos, mecanica de cuerpos
deformables y mecanica de fluidos. La mecéanica de cuerpos rigidos se subdivide
en estatica y dinamica; la primera estudia cuerpos en reposo y la segunda en

movimiento.
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Infroduccién

En base a lo anterior, los temas que se desarrollan en este
documento corresponden a la estatica de cuerpos rigidos y es fundamental para

todo estudiante de ingenieria comprenderlos para poder aplicarlos correctamente.

El objetivo del presente trabajo es apoyar el proceso de
aprendizaje de los estudiantes de los cursos de estatica, fundamentos de
mecanica de materiales, mecanica de materiales y disefio mecéanico, en lo que
respecta a los conceptos tedricos basicos y aplicaciones correspondientes a
sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos. En el documento se incluye

la resolucion de 20 problemas.
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Capitulo 1 Momento de una fuerza respecto a un punto

Capitulo 1

Momento de una fuerza
respecto a un punto

En este capitulo abordaremos el concepto de momento de
una fuerza respecto a un punto, el cual es mas facil de entender si tomamos como
referencia al producto vectorial, o producto cruz, de dos vectores P y Q. A partir de
dicho producto podemos definir un vector V que satisface las siguientes

condiciones:

1. La linea de accion de V es perpendicular al plano que
contiene a los vectores P y Q.

2. Lamagnitud de V es V = PQsen®f.

3. La direccién de V se obtiene a partir de la regla de la mano

derecha.

/
Z

e

(@) (b)

Figura 1.1(a) Producto vectorial de los vectores P y Q. (b) Regla de la mano derecha
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Capitulo 1 Momento de una fuerza respecto a un punto

A continuacion en la figura 1.2 se presenta una breve

descripcion del producto vectorial de los vectores unitarios cartesianos i, j y k.

IX1=0 yl y

LX) =k K j ’jxi=-k
> _)__—> i

IXk=—j - g

Jxi=-k K(k x | x

Jxj=0 ; z
Fxk=1
KxT=7J
kxj=—1
kKxk=0

Figura 1.2 Producto vectorial de los vectores unitarios cartesianos i, j y k.

En lo que respecta al producto vectorial ¥V = P x Q términos
de coordenadas rectangulares, tenemos lo siguiente:

i j k
v=|P. B, P,
Qx Qy 0Q,

V= (Psz - PzQy)i + (PzQx - PxQz)j + (Pny - Pny)k

Un vector fuerza es definido por su magnitud y su direccion.

Los efectos que produce sobre un cuerpo rigido también dependen de su punto de
aplicacion.
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Capitulo 1 Momento de una fuerza respecto a un punto

My

(a) (b) :

Figura 1.3 (a) Momento de la fuerza F respecto al punto 0 (b) Regla de la mano derecha

El Momento de la fuerza F respecto al punto O es definido

como:
MO =71 X F

El vector momento M, es perpendicular al plano que
contiene al punto O y a la fuerza F. La magnitud M, mide la tendencia de la fuerza

para provocar la rotacion del cuerpo alrededor de un eje a lo largo de M.
M, = rFsenf

El sentido del momento puede ser determinado por la regla

de la derecha.

Cualquier fuerza F' que tiene la misma magnitud y direccion
de F, es equivalente si, y sélo si, son iguales (es decir, que tienen la misma
magnitud y direccion) y, ademas, tienen momentos iguales con respecto a un

punto 0.

Muchas aplicaciones tratan con estructuras bidimensionales,
es decir, estructuras cuyo espesor es despreciable en comparacion con su
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Capitulo 1 Momento de una fuerza respecto a un punto

longitud y su anchura. Observemos la figura 1.4, el plano de la estructura contiene
al punto O y a la fuerza F. My, el momento de la fuerza F respecto al punto 0, es

perpendicular a dicho plano.

F

(@) M=+ Fd (b) M =-Fd

Figura 1.4 Placa rigida sobre la que actla una fuerza F (a) M, en sentido antihorario, el vector
momento apunta hacia afuera del plano de la figura. (b) M, en sentido horario, el vector momento
apunta hacia adentro del plano de la figura.

La propiedad distributiva de los productos vectoriales se
puede emplear para determinar el momento de la resultante de varias fuerzas
concurrentes. El Teorema de Varignon establece que: “el momento con respecto a
un punto dado O de la resultante de varias fuerzas concurrentes es igual a la suma
de los momentos de las distintas fuerzas con respecto al mismo punto 0", véase

figura 1.5.

z

Figura 1.5 Sistema de fuerzas concurrentes en A.
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Capitulo 1 Momento de una fuerza respecto a un punto

En lo que respecta a las componentes rectangulares del
momento de la fuerza F respecto al punto 0, véase figura 1.6 (a), tenemos lo

siguiente:

j k
Mo = y Zy
E, F

R’T] X L1

My = (yF, — zF,)i + (zF, — xE)j + (xF, — yF )k

B =/ (v —xpli

F.k

/

z

2

(a) (b)

Figura 1.6 Componentes rectangulares del (a) momento de la fuerza F respecto al punto 0 (b)
momento de la fuerza F respecto al punto B

De manera similar, las componentes rectangulares del

momento de la fuerza F respecto al punto B, véase figura 1.6 (b), tenemos:
[ j k
Mp = (X4 —Xp Ya—YB Zy— Zp|;
Fy Fy F,
Tome en cuenta que:

Tx =Xa—Xp, W=Ya—YB Y 1z =24~ Zp

Mg = (ryFZ — rZFy)l + (n,F, — 1. F)j + (ery - rny)k
“Problemas selectos de estética: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos”



Capitulo 1 Momento de una fuerza respecto a un punto

En general, para estructuras en dos dimensiones, véase

figura 1.7:

Alx,y.0)

Yi
2

(0)° —
/ xi x
/ h|‘)=“l:k

(@) Mg = (. F, —1,E, )k
M, = (xF, — yF, )k

(b)

Figura 1.7 Componentes rectangulares del (a) momento de la fuerza F respecto al punto
0 (b) momento de la fuerza F respecto al punto B

Problema 1.1

20.5 in. La ventanilla trasera de un

automovil se sostiene mediante el

amortiguador BC que se muestra

en la figura. Si para levantar la

ventanilla se ejerce una fuerza de

125 Ib cuya linea de accién pasa
por el soporte de rétula en B,

determine el momento de la

fuerza alrededor de A.
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Capitulo 1 Momento de una fuerza respecto a un punto

Solucioén:

Iniciamos con el trazo del diagrama de cuerpo libre de la ventanilla:

I 20.5 in
b i -
A 8T
Tm— 435 m
i
- -+
Fiew H‘_-\_D
: [
o 8
] —_

! 17.24n

A continuacion, representaremos a la fuerza que actta en B en forma rectangular,
por lo cual previamente tendremos que definir la direccion de dicha fuerza a partir

de la geometria de la figura:

dep = +/(17.2in)2 + (7.62 in)? = 18.81 in

17.2in
18.81in

7.62in
18.81in

cosO = :senf =

FCB = FCBCOSQi + FCBsean, FCB =1251b

1251b

FCB = m [(172 ln)l + (762 lTL)]]

Fcp = (1143 Ib)i + (50.64 1b)j

El radio vector o vector de posicion es que va desde el punto A al punto B, en el

cual actia la fuerza F¢g:
rap = (20.5 in)i — (4.38 in)j
El momento de la fuerza F.g con respecto al punto A, queda expresado como:
M, = (n.F, — 1 F )k

M, = [(20.5 in)(50.64 Ib) — (—4.38 in)(114.3 Ib)]k
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M, = [1,038.12 lb - in + 500.634 b - in]k
M, = [1,538.754 Ib - in]k

Sabiendo que 1 ft = 12 in, podemos expresar el momento calculado en b - ft:

L (1ft
M, =|(1,5387541b - in) (ﬂ)] k

M, = (128.231b- ft)k
La magnitud del momento de la fuerza alrededor del punto A es M, = 128.23 lb -

ft; el signo positivo indica, segun la regla de la mano derecha, que la tendencia de
rotacion del momento es en el sentido antihorario (CCW).

Problema 1.2

y Se aplica una fuerza de 200 N sobre
200 N la ménsula ABC, como se muestra en
la figura. Determine el momento de la

fuerza alrededor de A.

50 mm

|

Solucion:

En relacion a la fuerza que actia en C, se nos indican los valores de la magnitud

de la fuerza y los angulos,F = 200 N, 6, = 30°y 6, = 60°.

“Problemas selectos de estdtica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” Pagina 10



Capitulo 1 Momento de una fuerza respecto a un punto

Ahora, en el diagrama se muestra la accion
de la fuerza sobre la ménsula. Las
componentes rectangulares de la fuerza

pueden expresarse como:

E, = —Fcos0, F, = Fcos®0,
F, = —(200 N)cos30° F, = (200 N) cos 60°
F, = —173.21N F, =100 N

Ahora, representamos la fuerza en forma rectangular:
F = (—=173.21 N)j + (100 N)k

El radio vector de que va desde el punto A hasta C, lo definimos al restar a las
coordenadas de C las coordenadas de A.

A(0,-0.50,0)  Tac = [(0.060 — 0)i + (0.025 — (0 — (—0.050))j + (0 — O)k] m

€(0.60,0.25,0) r4¢ = [0.060i + 0.075j] m

Y por ultimo, calculamos el momento de la fuerza alrededor de A, mediante la

aplicacion del producto vectorial:

MA:rAc><F

i j k
M, =10060 0075 0 |=
0 —173.21 100

M, = [((0.075)(100) — (0)(—173.21))i + ((0)(0) — (0.060)(100))j
+((0.060)(—173.21) — (0.075)(0))k] =

M, = [7.5i — 6j — 10.39k]N - m

“Problemas selectos de estdtica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” Pagina 11



Capitulo 2 Momento de una fuerza respecto a un eje

Capitulo 2

Momento de una fuerza
respecto a un eje

Antes de entrar formalmente con el concepto de momento de
una fuerza con respecto a un eje, sera necesario describir un par de productos de
vectores, el producto escalar (de dos vectores) y el producto triple mixto (de tres

vectores), que vamos a aplicar en esta seccion.

El producto escalar o producto punto de dos vectores Py Q

se define como:

P - Q = PQcos@ , el resultado es un escalar.

A partir de las componentes rectangulares, se define como:

P-Q = (PQy +PyQy + P,Q)

El producto escalar puede aplicarse para calcular el angulo
entre dos vectores, figura 2.1(a), definiendo el coseno del angulo € que forman

como:

P-Q . PQy +PyQy + P,Q,
PQ PQ

cosf =

“Problemas selectos de estdtica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” Pagina 12



Capitulo 2 Momento de una fuerza respecto a un eje

Q
o) o)
X
6 /
P <
()

a (b) (©)

Figura 2.1 Aplicaciones del producto escalar

n

Aplicando el producto escalar, podemos obtener la

proyeccion de un vector a lo largo de un eje OL dado, figura 2.1(b), a partir de lo
siguiente:

Sea P,; = Pcos0, la proyeccion del vector P a lo largo del
eje OL, entonces:

Py, =

FQ
Q

En el caso particular, cuando el vector seleccionado a lo
largo de OL es el vector unitario 4 (figura 2.1(c)), se escribe:

P0L=P.)'

Al descomponer a P y A en sus componentes rectangulares y
tomando en cuenta que las componentes del vector unitario 4 a lo largo de los ejes

coordenados son iguales, respectivamente, a los cosenos directores de OL, la
proyeccion P,; se expresa como:

“Problemas selectos de estdtica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” Pagina 13



Capitulo 2 Momento de una fuerza respecto a un eje
Py, = Pccosby + PycosO, + P,cosb,

En donde 6,, 6, y 6, representan los angulos que el eje OL

forma con los ejes coordenados.

P

Figura 2.2 Producto triple escalar o producto triple mixto de tres vectores

El producto triple escalar o producto tiple mixto de tres

vectores S, P y Q se define como la expresién escalar:

Sy Sy S,
s-(PxQ)=|P B P
O Qy Q;

El producto triple escalar es igual en valor absoluto al

volumen de un paralelepipedo (figura 2.3) que tiene por lados los vectores S, P y

Q.

“Problemas selectos de estdtica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” Pagina 14



Capitulo 2 Momento de una fuerza respecto a un eje

P

Figura 2.3 Paralelepipedo que tiene por lados los vectores S, P y Q.

Una vez descritos los productos de vectores, escalar y triple
escalar, podemos abordar el concepto momento de una fuerza con respecto a un
eje, el cual puede definirse como una medida de la tendencia de una fuerza de
impartirle al cuerpo rigido sobre el cual actia un movimiento de rotacién alrededor

de un eje fijo.

Figura 2.4

“Problemas selectos de estdtica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” Pagina 15



Capitulo 2 Momento de una fuerza respecto a un eje

Consideremos la figura 2.4, el momento de la fuerza F que

actia en A con respecto a 0 esta dado por:

MO=TXF

Sea OL un eje a través de 0; el momento M,, de con
respecto a OL se define como la proyeccién 0C del momento M, sobre el eje OL.

Representando al vector unitario a lo largo de OL como 4, tenemos:

M0L=)|.'M0=)|.'(TXF)

e Ay A
My, = Ty T
F, F, F

2

Figura 2.5

“Problemas selectos de estdtica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” Pagina 16



Capitulo 2 Momento de una fuerza respecto a un eje

En general, el momento de una fuerza F aplicada en A con
respecto a un eje que no pasa por el origen, se obtiene seleccionando un punto
arbitrario B sobre dicho eje (figura 2.5) y determinando la proyeccion sobre el eje

BL del momento Mg de F con respecto a B, es decir:

MBL:A'.MB:)'.(TBAXF)

e Ay A
Mg, =% 1 1
FE. E FE

En donde:

Tx =Xa—Xp, W=Ya—Yp Y 12 =24~ Zp

Problema 2.1
Determine el  angulo

formado por los tirantes
AB y AC de la red de
voleibol que se muestra

en la figura.

“Problemas selectos de estdtica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” Pagina 17




Capitulo 2 Momento de una fuerza respecto a un eje

Solucién:

! 1
|

En la figura se indican los vectores
AB y AC; a partir de las coordenadas
de los puntos A, B y C podemos

determinar sus componentes

rectangulares y sus respectivas
magnitudes:

A(0,8,0)

B(6.5,0,2)

€(0,0,6)

AB = (6.5i — 8j + 2k)ft
AB = /6.52 + (—8)2 + 22ft = 10.5 ft

AC = (—8j + 6k)ft
AC =/ ((—8)2+62ft =10 ft
El angulo formado por los dos vectores puede ser calculado usando la expresion:

AB-AC _ (6.5)(0) + (—8)(—8) + (2)(6)
(AB)(AC) (10.5)(10)

cosfO =

cos8 = 0.7238
6 = arccos(0.7238) = 43.63°

0 = 43.63°

“Problemas selectos de estdtica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” Pagina 18



Capitulo 2 Momento de una fuerza respecto a un eje

Problema 2.2

y Para levantar una caja pesada, un
hombre usa un bloque y un polipasto
y los sujeta a la parte inferior de la
viga | mediante el gancho B. Si se
sabe que los momentos, de los ejes y
y z, de la fuerza ejercida en B por el

4.8m AR tramo AB de la cuerda son,

respectivamente, de 120 Nem y -460

Nem, determine la distancia a.

Solucioén:

P i A partir de la figura, obtenemos las
coordenadas de los puntos Ay B:
A(2.2,1.6,0)
B(0,4.8,a)

En la figura se muestra el vector fuerza

%/ N\ 4R que ejerce el hombre, e cual podemos

; g 1’\ i
4.8 m " A% definir de la siguiente manera:

~ I

|

|

1.6 m Foa = Foadoa
b 22m |
N 2.2i—3.2j —ak

Foa = s J222+ (=32)2 ¥ (—a)?

o 22i-32j-ak
BA = TBA 1508 + a2

“Problemas selectos de estdtica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” Pagina 19




Capitulo 2 Momento de una fuerza respecto a un eje

El momento de la fuerza respecto al El momento de la fuerza respecto al
eje y se define como: eje z se define como:
O 1 00 1 0O 0 10 O
Mejey 0 48 a|0 438 Mgje, =|0 48 al0 48
F, E FE|E F F, E E|E
Mejey = aky Meje , 4.8F,
2.2F, —4.8)2.2F
120 = [—BA] a —460 = (—4.8)2.2F5,
V15.08 + a? Vv15.08 + a?
2.2F,
————C— = 95.833
Sustituyendo, calculamos la Vv15.08 +a

distancia a:

120 = (95.833)a

a=1.252m
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Capitulo 3

Capitulo 3

Pares

Dos fuerzas F y - F que tienen la misma magnitud, lineas de
accion paralelas y sentidos opuestos forman un par (figura 3.1). Note que la suma
de las componentes de las dos fuerzas en cualquier direccién es igual a cero. Sin
embargo, la suma de los momentos de las dos fuerzas con respecto a un punto
dado no es cero. Las dos fuerzas no produciran traslacion del cuerpo sobre el cual

estén actuando pero si tenderan a hacerlo rotar.

-F

F

Figura 3.1 Par de fuerzas

Observemos la figura 3.2(a), en la cual se muestran los
puntos de aplicacion de las fuerzas F y - F, definidos por los vectores de posicion
r, Yy rg , respectivamente. La suma de los momentos de estas dos fuerzas con

respecto a O es:

[ra X Fl+[rg X (=F)] = (ry—rp) X F

En la ecuacion anterior, r4 — rg define al vector que une los

puntos de aplicacion de las dos fuerzas, es decir:

1'=TA—1'B
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Capitulo 3 Pares

Por lo tanto, podemos afirmar que la suma de los momentos

de Fy - F, con respecto a O esta representado por el vector:

M=rXxF

(b)

Figura 3.2 Momento de un par

Al vector M, figura 3.2(b), se le conoce como el momento del
par, el cual es un vector perpendicular al plano que contiene las dos fuerzas; su

magnitud esta dada por:

M = rFsenf = Fd

En donde, la distancia d es la distancia perpendicular entre

las lineas de accion de F y -F. El sentido de M esta definido por la regla de la

mano derecha.

Debido a que el vector r, véase figura 3.2(a), es
independiente al punto de referencia u origen O de los ejes coordenados, se

observa que se obtendria el mismo resultado si los momentos de las fuerzas F y

- F se hubieran calculado con respecto a otro punto cualquiera. Por lo anterior,
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podemos establecer que el momento de un par es un vector libre que puede ser

aplicado en cualquier punto y el efecto es el mismo.

Figura 3.3 Pares iguales

Dos pares (figura 3.3), uno constituido por las fuerzas F; y
—F4, y el otro por las fuerzas F, y —F,, tendran momentos iguales si y solo si los
dos pares se encuentran en planos paralelos (0o en el mismo plano), tienen el

mismo sentido y, obviamente, la misma magnitud.

Dos pares que tienen el mismo momento M son

equivalentes.

A continuacion, consideremos la interseccion de dos planos

P, y P,, cada uno en con un par, como se indican en la figura 3.4(a).
M, =r X F;{ enelplano P,

M, =r X F, enelplano P,
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(@) (b)

Figura 3.4 Adicién o suma de pares

Sean R la resultante de F; y F,, y —R la resultante de —F; y

—F,.0bserve que Ry - R forman un par que queda puede expresarse como:
M=rXR=rXx(Fi+F,)

Por el teorema de Varignon, podemos concluir que la suma

de dos pares es un par igual a la suma vectorial de éstos, figura 3.4(b), es decir:

M=(TXF1)+(TXF2)= M1+M2

Un par puede ser representado por un vector con magnitud y

direccién igual al momento del par (figura 3.5).

11\%
— a>

-~ M.
i 2

Figura 3.5
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Los pares obedecen la ley del paralelogramo para la adicion
de vectores. El vector que representa a un par recibe el nombre de vector de pary

éste como el vector de un par, es un vector libre.

Un vector fuerza F no puede ser trasladado simplemente de
su punto de aplicacion a otro que no esté sobre su linea de accion sin modificar su

efecto sobre el cuerpo rigido. Observemos la figura 3.6.

Figura 3.6 Sistema fuerza-par equivalente en 0

Podemos colocar en el punto O dos fuerzas F y -F, sin
modificar el efecto de la fuerza original sobre el cuerpo rigido. En consecuencia,
las fuerzas F, que actla en el punto A, y - F que se coloco en el punto 0 forman

un par con un momento MO-
MO =7r X F

En base a lo anterior, podemos establecer que en la figura
3.6, el diagrama de la derecha es el sistema equivalente fuerza-par en 0 de la

fuerza que actua en el punto A de la imagen a la izquierda.

Si fuera necesario trasladar a la fuerza de su punto de
aplicacion A a un punto O’ diferente a 0 (figura 3.7), se tendria que calcular el

momento M,, de F con respecto a 0'.

“Problemas selectos de estética: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” | Pagina 25 |



Capitulo 3

Figura 3.7 Sistema fuerza-par equivalente en 0’

My, =17"XF=(r+s)XF=(rXxF)+ (sXxF)

M0,=M0+(SXF)

Problema 3.1
La tensiéon en el cable unido al

extremo C de un aguilén
ajustable ABC es de 560 Ib.
Reemplace la fuerza ejercida
por el cable en C por un
sistema equivalente fuerza-par

ena)enAyb)enB.

Solucioén:

Se sabe que la tension en el cable tiene una magnitud T = 560 (b y su direccidn
estd dada por 6 = 20° por debajo del eje horizontal. Podemos determinar sus

componentes horizontal y vertical de la manera:

T, = Tcos6O T, = Tsent
T, = (560 lb)cos20° T, = (560 lb)sen20°
T, = 526.228 b — T, =191.5311b |
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a) Sistema equivalente fuerza par en A:

El momento M, puede calcularse a partir de la suma del momento de las
componentes con respecto al punto A; ambas componentes producen un par en
sentido horario (CW):

My = Tydycsen30° + T, dyccos30°
M, = (526.228 1b)(18 ft)sen30° + (191.531 Ib)(18 ft)cos30°
My, =7,721.7251b - ft

Podemos concluir este inciso indicando que el sistema equivalente fuerza-par en A

esta formado por:
Fy,=5601b £ —20°
My =7,721.7251lb- ft U

b) Sistema equivalente fuerza par en B:
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De manera similar al inciso anterior, el momento Mz puede calcularse a partir de la
suma del momento de las componentes con respecto al punto B; ambas

componentes producen un par en sentido horario (CW):
Mg = Tydgcsen30° + T, dgccos30°
Mg = (526.228 1b)(10 ft)sen30° + (191.531 Ib)(10 ft)cos30°
Mp = 4,289.847 lb - ft

Podemos concluir este inciso indicando que el sistema equivalente fuerza-par en B

esta formado por:
Fz =5601b % —20°

My = 4,289.847 lb- ft U

Problema 3.2

y Una fuerza y un par se aplican al
extremo de una viga en voladizo
como se muestra en la figura. a)

Reemplace este sistema por una
360 N sola fuerza F aplicada en el punto
A% C, y determine la distancia d desde
450 mm C hasta una linea que pasa por los
3 ()()() /i/ puntos D y E. b) Resuelva el inciso
a) suponiendo que se intercambian
f/'// las direcciones de las dos fuerzas
360 N " de 360 N.
£
\ }
7

150 mm

Al
=
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Solucioén:

a) La fuerza F aplicada en C se obtiene de la siguiente manera:
F = (360j — 360j — 600k)N

F = (—600N)k

Para reemplazar el sistema de fuerzas por una sola fuerza F = (—600 N)k

actuando en C, par M. debe igual a cero, es decir:
M;=0
Por lo tanto:
(360 N)(0.15 m) — (600 N)d = 0
54 N -m = (600 N)d

54 N-m
" 600N

d = 0.09 m = 90 mm, distancia por debajo de la linea ED

b) Ahora, la direccion de las fuerzas de 360 N se intercambian, por lo cual el par
qgue producen invierte su sentido. La fuerza actuando en C es la misma, es

decir, F = (—600 N)k, y de la misma forma el par M, debe igual a cero.

Por lo tanto:
—(360 N)(0.15 m) — (600 N)d = 0

—54 N -m = (600 N)d

—54N-m
d=——=-0.09m = —-90 mm
600 N

d = 0.09 m = 90 mm, distancia por arriba de la linea ED
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Problema 3.3
Una fuerza F de 46 Ib y una par M

de 2,120 Ibein, se aplican a la
esquina A del bloque mostrado en
la figura. Reemplace el sistema
fuerza-par dado por un sistema
equivalente fuerza-par en la

esquina H.

Solucién:

De la figura del problema podemos obtener las coordenadas de los puntos que
utilizaremos para definir la direccion de los vectores fuerza F y par M, ademas del

vector de posicion ry,:

Coordenadas (en in): Vectores unitarios 445 Y 4¢:
A(45,14,28) Aay = 18i — 14j — 3k _ 18i — 14j — 3k
182 + (—14)2 + (—3)2 23
€(0,14,0) dpe = —45i — 28k _ —45i — 28k
J(—45)2 + (—28)2 53
H(0,0,28)

Vector de posicion ry,:
1(63,0,25) rya = (45i + 14j)in

Conociendo la magnitud de los vectores fuerza F y par M, ademas de los vectores

unitarios que definen sus direcciones, tenemos que:

18i — 14j — 3k

= (36i — 28j — 6k)b
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—45i — 28k

M = Flsc= (2,120 1b- in)———

= (—1,800i — 1,120k)Ib - in

El sistema equivalente fuerza-par en H se conformara por los siguientes vectores:

Fy = F = (36i — 28j — 6k)1b

i j  k
My =M+ (ryy X F) = (—=1,800i — 1,120k)Ib - in+ [45 14 0 |lb-in
36 —28 —6

My = (—1,800i — 1,120k — 84i — 1,260k — 504k + 270j)lb - in

My = (—1,884i + 270j — 2,884k)lb - in = (—157i + 22.5j — 240.333k)lb - ft
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Capitulo 4

Sistemas equivalentes de
fuerza

Cualquier sistema de fuerzas, sin importar qué tan complejo
sea, puede ser reducido a un sistema equivalente fuerza-par que actta en un

punto dado O (figura 4.1).

v,

Figura 4.1

El sistema equivalente fuerza-par estd definido por las

ecuaciones:

R=3F MR =3M, =Z(r x F)

Una vez que un sistema de

fuerzas dado se ha reducido a una fuerza y un par que

actla en el punto 0, dicho sistema puede reducirse a
una fuerza y un par actuando en cualquier otro punto
0' (figura 4.2).
R _ pmR
M), = M, + (s XR)

Figura 4.2
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Dos sistemas de fuerzas son equivalentes si pueden ser

reducidos al mismo sistema fuerza-par en un punto dado 0.

En el caso de que la fuerza resultante R y el par M§ en 0
sean perpendiculares entre si, pueden ser sustituidos por una sola fuerza
actuando a lo largo de una nueva linea de accion. La fuerza resultante R y el par

MZE en 0 seran perpendiculares para sistemas constituidos por:

I. Fuerzas concurrentes

il. Fuerzas coplanares

iii. Fuerzas paralelas

Fuerzas concurrentes Fuerzas coplanares Fuerzas paralelas
Figura 4.3

Problema 4.1
Los pesos de dos nifios sentados en los

Gft/\ extremos A y B de un balancin son 84 Ib

Y/ 6ft/T :‘%B y 64 Ib, respectivamente. Determine

A S 4 donde debe sentarse un tercer nifio si la

- \ﬂf resultante de las fuerzas de los pesos
el

de los tres nifios debe pasar por C, y si
se sabe que el peso del tercer nifio es
a) 60 Ib, b) 52 Ib.
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Solucioén:

Tenemos que los pesos de los nifios sentados en Ay B son W, =841lby Wy =641b,

respectivamente.

Consideremos el siguiente diagrama de cuerpo libre en el cual W,, Wzy W, son los pesos
de los nifios y la distancia d, medida a la derecha de C, indica la posicion en la cual habra

de sentarse el tercer nifio.

7, A

! 61t | 6ft

a) El peso del tercer nifio es W, = 601b b) El peso del tercer nifio es W, =521b

Aplicando XM, = 0: Aplicando XM, = 0:
6W, —6Wy —Wed =0 6W, — 6Wy — Wed =0
6(84) — 6(64) — 60d = 0 6(84) — 6(64) — 52d = 0
60d = 120 52d =120
d=2ft d = 2.308 ft

Problema 4.2
Cuatro fuerzas actuan sobre la placa de

340 N
500 N 700 X 375 mm como se muestra en la
A s figura. a) Encuentre la resultante de
. 4 estas fuerzas. b) Localice los dos
N
2 -z
\\ // 375mm  puntos en los que la linea de acciéon de
N
e/ la resultante interseca con el borde de la
C i o
D El 70N placa.
~—— 500 mm —
200 mm
600 N
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Solucion:
a) Resultante de estas fuerzas: R = JF

Para definir correctamente las componentes de las fuerzas que acttan en Ay B
calcularemos la longitud de los segmentos AD y BD, dichos segmentos son las
hipotenusas de los triangulos ACD y ACD, por lo cual aplicaremos simplemente el

teorema de Pitagoras.
AD = /500?% + 3752mm = 625 mm

AD = /2002 + 3752mm = 425 mm

Definamos la forma rectangular de cada una de las fuerzas que acttan en las

esquina 4, B,CYyE:

—500i + 375j _ _
F, = (500N) 7t = (—400i + 300j)N
200i + 375j _ _
Fp = (340N) ——————— = (160i + 300j)N
425
F; = (600j)N
F. = (=760i)N

Tenemos que R = X'F:
R = (—400i + 300j + 160i + 300j + 600j — 760i)N

R = (—1,000i + 1,200j)N

La magnitud de R se define como: Y su direccion:
R =/((=1,000)2 + 1,2002N 9 = 180° — arctan 2220
1,000
R =1,562.050 N
6 = 180° — 50.194°
6 = 129.806°
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b) Localice los dos puntos en los que la linea de accion de la resultante interseca
con el borde de la placa.

500 N

375 mm

760 N

200 mm
600 N

Tomaremos sumatoria de momentos con respecto al punto C; note que las fuerzas

que actuan en C y E no producen momento con respecto a dicho punto, ya que su
linea de accion pasa por éste.

M; = (rcy X Fy) + (rcp X Fp)

i i k i ik
Mc=| 0o 0375 o0|+[0.700 0375 0
—400 300 ol l160 300 o0

M. = (150k + 210k — 60k)N - m
M. = (300k)N - m

Podemos considerar las siguientes opciones para calcular los punto de
interseccion:

1. M = xi X Ryj 2. Mg =yjXRyi

300 = 1,200x 300 = 1,000y
300 300

*=71200 Y =71000

x=0.25m y=030m

Por lo tanto, la resultante interseca en x = 250 mm a la

derecha de C y en y = 300 mm arriba de C.
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Problema 4.3
Al usar un sacapuntas manual, un

estudiante ejerce sobre éste las
fuerzas y el par que se muestran
en la figura. a) Determine las
fuerzas ejercidas en By en C si se
sabe que las fuerzas y el par son

equivalentes a un sistema fuerza-

par en A que consta de la fuerza
R=(2.61b)i+ R,j— (0.7 Ib)k y el
par ME = M,i+ (1.0lb- ft)j —
(0.721lb- ft)k b) Encuentre los
valores correspondientes de Ry y
M.

Solucion:
El sistema fuerza-par en A esta constituido por:
R=(2.61b)i+ R,j— (0.7 b)k
M5 = M, i+ (1.0lb-ft)j— (0.721b- ft)k = Myi+ (121b-in)j — (8.64 lb-in)k
Sabemos que:
R=B+C

2.6i+ Ryj— 07k =Bi+ Cyi—C,j—C,k

B+C,=261b
Cy = —R,
C,=0.71b
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A continuacion, se plantea una sumatoria de momentos respecto al punto 4, en
b -in:

X

B \/MC\

1 Ib-ft

i j k i j k
M, =12i+3.75j+(35 0 1.75|=12i+3.75Bj+[3.5 0 175
C, —-C, —C, c, —-C, —0.7

M, = 12i + 3.75Bj + 1.75C,j — 3.5C,k + 1.75C,i + 2.45j
M, = (12 + 1.75C, )i + (2.45 + 3.75B + 1.75C,)j — 3.5C, k
Igualando M% = M,:

My i+ (121b-in)j — (8.64 lb - in)k
= (12 + 1.75C, )i + (2.45 + 3.75B + 1.75C,)j — 3.5C, k

M, = 12 + 1.75C,
9.55 = 3.75B + 1.75C,
8.64 = 3.5C,

Tenemos que:

3.5C, = 8.64

C —864—2469lb
Yy 35 ©

C, =24691b |
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C, = —2.469 lb
Ry = —C, = 2.469 lb
M, = 12 + 1.75C, = 12 + 1.75(2.469)
M, =16321b-in=1361b-ft

{ B+C,=26
3.75B + 1.75C, = 9.55

Multiplicando por —1.75 a la primera ecuacion:

{—1.753 — 1.75C, = —4.55
3.75B + 1.75C, = 9.55

2B=5
B_s
2

B=251b
C,=26—B=26-25
C,=0.11b
Finalmente, los valores solicitados por el enunciado son:

a) B=25ilb yC = (0.1i — 2.469j — 0.7k)lb
b) Ry =2.4691by M, =16.321b-in = 1.361b - ft.
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Problema 4.4
Tres niflos se encuentran parados en la

balsa de 5 X 5 m. Los pesos de los

Y
05m *&) 1.5m
W nifos que estan parados en A, By C
<\E‘ B son de 375 N, 260 N y 400 N,
G |

L respectivamente, determine la magnitud
M S N

)¢ /.;/ ' y el punto de aplicacién de la resultante
x%‘\/
igt I ,,},25 2 de los tres pesos.

Solucioén:

A partir de la figura del problema podemos establecer las coordenadas de la
posicion de cada nifio y por lo tanto definir el punto de aplicacion de sus

respectivos pesos.

A(1,0,3) F, = (=375 N)j

B(1.5,0,0.5) Fp = (=260 N)j

C(4.75,0,4.75)  F. = (—400 N)j

La resultante de los pesos de los tres nifios se calcula a continuacion:
R=F,+Fgz+F,=—(375+ 260 + 400)j N
R = (—1035 N)j

El punto de aplicacién de la resultante estara dado por un punto de coordenadas
D(x,0,z); tome en cuenta que tenemos un sistema de fuerzas paralelas y que éste

puede ser reducido a una sola fuerza, la resultante R.
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Plantearemos una sumatoria de momentos con respecto al eje x, tal que:

1 0 0 1 0 0 1 0 0
M5,..=[1 o0 3[+[15 0 .5[+[475 0 475
0 —-375 0 0 —260 0 0 —400 O
1 0 o |1 0 0 1 0 0 1 0 0
x 0 zf=1 0 3|+[15 0 .5/+|475 0 475
0 -1035 ol lo —-375 0 0 —260 0 0 —400 O

1,035z = 1,125 + 130 + 1,900

3,155
~ 1,035

V4

z =3.048m

Ahora, realizaremos una sumatoria de momentos con respecto al eje z, tal que:

0 0 1 0 0 1 0 0 1
Mi.,=|1 0 3|+|15 o0 .5/+|475 0 475
0 -375 0 0 —260 0 0 —400 O
0 0 1] |0 0 1 0 0 1 0 0 1
x 0 zf=1 0 3|+[15 0 .5/+|475 0 475
0 -1035 ol lo —-375 0 0 —260 0 0 —400 O

—1,035x = —375 -390 — 1,900

2,665
X =—

1,035
x =2.575m

Podemos concluir con que la magnitud de la resultante es R = 1,035 N y que su

punto de aplicacion tiene las siguientes coordenadas D(2.575,0,3.048), en metros

desde el origen.
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Capitulo 5

Equilibrio en dos
dimensiones

Un cuerpo rigido en equilibrio estatico, es aquel en el que las
fuerzas externas y momentos estan equilibrados y no provocan movimiento de
traslacion o rotacion del cuerpo. Se dice que un cuerpo rigido esta en equilibrio si
las fuerzas externas que actiian sobre él forman un sistema equivalente a cero, es

decir:
F=0

ZMO=O

A continuacion abordaremos el estudio del equilibrio de

estructuras bidimensionales sujetas a fuerzas contenidas en sus planos.

Cuando se resuelve un problema que involucra el equilibrio
de un cuerpo rigido, como ya se mencioné anteriormente, es esencial considerar
todas las fuerzas externas que actlan sobre el cuerpo, incluyendo las reacciones
en los apoyos o soportes. Por lo tanto, el primer paso en la solucién del problema
debera ser dibujar el diagrama de cuerpo libre mostrando al cuerpo en estudio y

las fuerzas, conocidas o0 no, que actian sobre él.

“Problemas selectos de estitica: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos”



Capitulo 5

Equilibrio en dos dimensiones

Support or Connection Reaction %ﬁﬁbgg
r s Ay i
/ / ,.-‘Z ¥y / I,
£¢ & 4| { |
= .
—
Friction] Force with known
Rollers Rocker ZE;E::-;EE line of action
i\\f:-f""-- &f—--""- "'-..,:-F-_':__.F_-._—--' 1
Short cable Short link Force with known
line of action
/ ,
= ’;ﬁ — ar S
. _.-"r.l'_l,-'.-"' . "'"F;: -
L _— 1
/ / !
¥
J
Callar on - . Force with kmown
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| I OT
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i
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or hinge direction
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En el caso del equilibrio de estructuras bidimensionales las
reacciones ejercidas sobre la estructura por sus soportes podrian involucrar una,
dos o tres incognitas, dependiendo del tipo o condiciones de soporte; tres

ecuaciones de equilibrio son utilizadas:

SE, = 0
SF, = 0
ZMA=0

Estas ecuaciones pueden ser utilizadas para resolver tres
incégnitas. A pesar de gque a las tres ecuaciones de equilibrio no se les pueden
afnadir ecuaciones adicionales, cualquiera de ellas puede ser reemplazada por
otra, para ejemplificarlo consideremos la figura 5.2.

IF, =0
SF, = 0
. ., IM, =0
P : l L
s Voo ©)
C L |. ::-D
_ / | SE, =0
| \x ! ff: My =0
N N My =0
\ A \\ S B
Al f (d)
B
IM, =0
@ (b) Mg =0
IM. =0

(e)
Figura 5.2

En la figura 5.2: (a) muestra una estructura bidimensional
sujeta a una carga constituida por las fuerzas externas P, Q y S; (b) diagrama de

cuerpo libre correspondiente en el que se incluyen tanto las componentes
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rectangulares de la carga como las reacciones en sus soportes o apoyos; (c)
ecuaciones de equilibrio bidimensional; (d) se sustituye la sumatoria de fuerzas
verticales por una sumatoria de momentos con respeto al punto B, de manera que
la linea AB no sea paralela al eje y; por ultimo, en (e) se reemplaza también la
sumatoria de fuerzas horizontales por una sumatoria de momentos con respecto al

punto C, teniendo la precaucion de que los puntos A, B y C no sean colineales.

En la préctica, sera deseable elegir ecuaciones de equilibrio
que contengan una sola incégnita, puesto que asi se elimina la necesidad de

resolver ecuaciones simultaneas.

D 4 |
xf’f | H:Q* l Wi f:;
I ; Y e
A 4 R A
'__,..f_-”' oy s
A wf’ E
B
_EEL F T]'-

Figura 5.3

En la armadura mostrada en la figura 5.3, las ecuaciones

gue pueden obtenerse con una sola incognita son:

SE, =0
ZMC=O
ZMD:O

Como cualquier conjunto de ecuaciones de equilibrio se
puede resolver para un maximo de tres incégnitas, no se pueden determinar por

completo las reacciones en los apoyos de una estructura rigida bidimensional si
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éstas involucran mas de tres incégnitas, como en la figura 5.4; entonces se dice

gue dichas reacciones son estaticamente indeterminadas.

C"P/ ;/ ; E;,.L Q l . Sy *H_f
\ A

| :"r |
e — ¥
D
W /
j/f B|| B:
r

(@) (b)
Figura 5.4

Si las reacciones involucran menos de tres incognitas, figura
5.5, no se mantendréa el equilibrio bajo condiciones generales de carga, entonces

se dice que la estructura tiene restriccion parcial.

r Cr
dif—

\i‘— _&f f.-*. . T E

(b)

(a

Figura 5.5

El hecho de que las reacciones involucren exactamente a
tres incognitas, no garantiza que las ecuaciones de equilibrio puedan resolverse
para todas las incégnitas. Si los apoyos estan ubicados de manera que las
reacciones son concurrentes o paralelas, como en la figura 5.6, las reacciones
son estaticamente indeterminadas y se dice que la estructura tiene restricciones

impropias.
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P 0 5

C D

A B
E

@

Figura 5.6

La estructura de la figura 5.7 también tiene restricciones

impropias.

€Y (b)
Figura 5.7

Un cuerpo rigido esta impropiamente restringido siempre que
los apoyos estén ubicados de tal forma que las reacciones sean concurrentes o

paralelas.

Por otra parte, consideremos a continuacion un par de casos

particulares de equilibrio de un cuerpo rigido, sujeto a dos y tres fuerzas.
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Un cuerpo sujeto a dos fuerzas que actian Unicamente en
dos puntos, figura 5.8, esta en equilibrio si las resultantes F, y F, de dichas

fuerzas, tienen la misma magnitud, la misma linea de accion y sentidos opuestos.

Figura 5.8

Un cuerpo rigido sujeto a tres fuerzas que actian sélo en
tres puntos, esta en equilibrio si las resultantes F,, F, y F; de dichas fuerzas son

concurrentes o paralelas.

Figura 5.9

La propiedad que se acaba de establecer puede utilizarse
para resolver problemas en forma grafica o matematica a partir de relaciones

trigopnométricas o geométricas simples.
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Problema 5.1

240 N 240 N
B La ménsula BCD esta articulada
a=0.18m - v v enCy se une a una barra de
A8 i 7D control en B. Para la carga
| | mostrada, determine a) la
| | 0.4 m 0.4 m .,
0.24 m tension en el cable y b) la

reaccion en C.

Solucién:

Diagrama de cuerpo libre de la ménsula BCD

240 N 240 N

!‘ J|‘ 0.4 m 0.4 m
0.24 m

En el diagrama de cuerpo libre podemos identificar la fuerza de tensién Ty,

actuando en B y las componentes de la reaccion en C.

Del triangulo ABC, la longitud del segmento AB podemos obtenerla a partir del

teorema de Pitagoras:

AB =+0.24%2 +0.182m; AB =0.30m

Y por lo tanto:

AC 024 AC 018
TBAx :TBACOSG =TBAE=mTBA TBAy =TBAsen0 =TBAE=0.3OTBA
TBAx = 0.8Tp, TBAy = 0.6 Tp4
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a) Tensién en el cable AB

Aplicando la segunda condicién de equilibrio en C:

ZMCZO

Unicamente las fuerzas de 240 N y la componente horizontal de Ty, producen
momento con respecto a C.

0.18T,,, — (240)(0.4) — (240)(0.8) = 0
0.18(0.8 Tg,) = (240)(1.2)

0.144T5, = 288

La magnitud de la tension en el cable AB es por lo tanto:

Tga = 2,000 N

Y las componentes de la tension son:

Tpa, = 0.8 Tz, = 0.8 (2,000N) Tga, = 0.6 Tp4 = 0.6 (2,000 N)

Tga, = 1,600 N Tpa, = 1,200 N

b) Reaccion en C.

Por primera condicién de equilibrio, tenemos:

SF, =0 SF, =0

Cx —Tga, =0 Cy — Tpa, — 240 =240 =0
Cx = TBAx Cy = TBAy + 480

Cx = 1600N C, = 1,200 + 480

C, = 1,680 N
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La magnitud de la reaccion en C:

C =+/1,6002 + 1,6802 N

C =2320N
y su direccion:
@ = arctan 1600 = arctan 1.05
6 = 46.397°

Problema 5.2
Se aplica una fuerza P con magnitud de

P 280 Ib al elemento ABCD, el cual se

5 m'»‘ sostiene mediante un pasador sin

N1 S friccion en A'y por medio del cable CED.

Como el cable pasa sobre una pequefia

polea E, se puede suponer que la

tension es la misma en los tramos CE y

% ED del cable. Para el caso en que a = 3

+— @ in, determine a) la tension en el cable,
b) la reaccion en A.

12 in.
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Solucién:

Diagrama de cuerpo libre elemento ABCD

12 in.

D o
> E
-t—([>|<— 12 il‘l.‘J
De manera similar a la solucién del problema anterior:
CE =+/7%2+4+24%in; CE =25in
a) Tensién en el cable

Aplicando la segunda condicién de equilibrio en A:

ZMA=O
12T 12T<7) 8T(24) 3P=0; P=2801b
25 25 T
24T—3 280
el = (280)
T =8751b
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b) Reaccion en A

Por primera condicién de equilibrio, tenemos:

SE, =0 SR, = 0
7 24
_Ax+T+(E>T=O Ay_P_<E)T:
Ay =27 =22 (87511 24
x =551 =55 8751D) A, = (280 Ib) + (ﬁ) (875 Ib)
Ay =1,1201b A, = 1120 b

La magnitud de la reaccion en A:

A=.2%11202N
A =1,583.919 lb

y su direccion:

6 = 180° t 1,120 180° — 45°
= arctan 1,120 =
6 = 135°

Tome en cuenta al observar el diagrama de cuerpo libre que en virtud a la
direccién de las componentes de la reaccion A, el vector fuerza de la reaccion se

ubica en el segundo cuadrante.
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Problema 5.3

La barra AB se somete a la accion de
un par M y a dos fuerzas, cada una de
las cuales tiene una magnitud P. a)
Obtenga una ecuacion en funcién de 6,
P, My | que se cumpla cuando la barra
esté en equilibrio. b) Determine el valor
de 6 correspondiente a la posicion de
equilibrio cuando M = 150 Nem, P = 200
Nyl=600 mm.

Solucioén:

Diagrama de cuerpo libre
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a) Obtenga una ecuacion en funcion de 8, P, M y | que se cumpla cuando la barra

esté en equilibrio.

Aplicando la segunda condicién de equilibrio en C:

M, =0
P(lcosB) + P(lsenf) — M =0

Pl(cos@ + senf) = M

0+ H—M
sentd + cosf = o

b) Determine el valor de 6 correspondiente a la posicién de equilibrio cuando
M =150N-m,P=200N yl =600 mm.

Tenemos que:

0+ H—M
send + cost) = o

Aplicando la siguiente identidad trigonométrica:

sen?0 + cos?0 =1
cos?0 =1 — sen?6
cosf =41 — sen?0

Sustituyendo:

6++1 ZH—M
sen send = o

“Problemas selectos de estética: sistemas equivalentes y equilibrio de cuerpos rigidos” |  Pagina 55 |



Capitulo 5 Equilibrio en dos dimensiones

150
senf ++1 —sen? = ———

(200)(0.6)
senf ++/1 — sen?6 = 1.25
v 1—sen?0 = 1.25 — senf
2
[\/ 1-— senZH] = (1.25 — senh)?

1 — sen?8 = 1.5625 — 2.5senf + sen?0

2sen?0 — 2.5senf + 0.5625 = 0

Resolviendo la ecuacion cuadratica:

—(=2.5) +/(-2.5)2 — 4(2)(0.5625)
2(2)

senf =

2.5++V1.75

2 = 0.956

senf =

0 = arcsen(0.956)

6 = 72.940°
2.5 —-+1.75
senf = S = 0.294

0 = arcsen(0.294)

6 = 17.096°

Por lo tanto, los angulos son:
#=17.096°
0 = 72.940°
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Problema 5.4

300 N Determine las reacciones en A y B

C (O}

240 mm

.

[ a

Solucién:

J cuando a = 180 mm.

Diagrama de cuerpo libre, como puede observarse se trata del equilibrio de un

cuerpo rigido sujeto a tres fuerzas.

300 N
,k: ______________ e_ @h—
[
N
1 \
I \
1 AN
! \
1 \
1 N
] \
: 240 mm
| .
| \
1 \\
1 \
I \
| N
1 \\
: B
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300 N
= arct 240—5313°
,B—arcan180— .

Aplicando la ley de senos para calcular las reacciones:

A B 300N

sen53.13° sen90° sen (90° —53.13°)

A B 300N

sen53.13°  sen90° sen 36.87°

sen 53.13°

A= (300N) sen 36.87°

A=400N

o

sen 90
B = (300 N)

sen3687° ~ 300N)

sen 36.87°

B =500N
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Capitulo 6

Equilibrio en tres
dimensiones

Al considerar el equilibrio de un cuerpo tridimensional, cada
una de las reacciones ejercidas sobre el cuerpo por sus apoyos puede involucrar

entre una y seis incognitas, dependiendo del tipo de apoyo.

En general, las seis ecuaciones escalares de equilibrio deben

utilizarse y resolverse para seis incognitas.

JE, =0 JE, =0 JE, =0
IM, =0 IM, =0 IM, =0

En la mayoria de los problemas, las ecuaciones escalares
anteriores, se obtendran de manera mas conveniente si primero se expresan las
fuerzas F y los vectores de posicion r en términos de componentes escalares y

vectores unitarios, es decir, como ecuaciones vectoriales:

SF=0 SM,=X(rXxF)=0
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El producto vectorial se puede calcular, ya sea en forma
directa o por medio de determinantes, con el fin de obtener las ecuaciones
escalares deseadas igualando a cero los coeficientes de los vectores unitarios.

Se pueden eliminar hasta tres componentes de reaccién
desconocidas del célculo de YM, en la segunda de las relaciones anteriores, por

medio de la seleccion cuidadosa del punto 0.

Ademas, se pueden eliminar de la solucion de algunos
problemas las reacciones en dos puntos A y B escribiendo la ecuacion que
involucra el calculo de los momentos de las fuerzas con respecto a un eje AB que

une los puntos Ay B

ZMAB = O

Por otra parte, si las reacciones involucran mas de seis
incégnitas, hay mas incognitas que ecuaciones y algunas de las reacciones son
estaticamente indeterminadas; si estas involucran menos de seis incognitas, el
cuerpo rigido tiene restriccidn parcial. Aunque existan seis incognitas 0 mas
incognitas, el cuerpo rigido estard impropiamente restringido si las reacciones

asociadas con los apoyos dados son paralelas o intersecan la misma linea.
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|

r

-
-
s - Force with known Force with kmowm
- - line of action Cahle line of action
Eall Frictionless surface {ome unkmown) (ome unknown)

Baller om “Wheel on rail

- - Three force components

c_+ :My

- e o
Universal Three foree components Three force components
joint and one couple Fived support and three couples

M
[ B
F!'
(M.} 1"\_. F o
Two foree components

{and two couples)

) .‘IEHSI':I
]"5.1
(M. ."‘-\J F, F,
! Hinge and bearing supporting Three force components
Pin and bracket axial thrust and radial load (and two couples)

Figura 6.1 Reacciones en apoyos y conexiones
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Problema 6.1

4

~ 3.0 \5/ \(3 '

Solucioén:

Diagrama de cuerpo libre:

Y

Equilibrio en tres dimensiones

Una hoja de madera de 4 x 8 ft
gue tiene un peso de 34 Ib ha
sido colocada temporalmente
en tres apoyos tubulares. El
costado inferior de la hoja se
apoya sobre pequefnos
collarines en Ay By el costado
superior se apoya en el tubo C.
Sin tomar en cuenta la friccion
entre todas las superficies en
contacto, determine las

reacciones en A, By C.

Sea h la cota vertical del punto C: h =+v42 —3.75% ft = 1.392 ft
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Si realizamos una sumatoria de momentos con respecto al eje z, podemos calcular

la reacciéon en C.

ZMejez =0
0 0 1 0 0 1
1.875 0.696 4|+ 13.75 1.392 5[=0
0 —-34 0 —C 0 0
—63.75+1.392C =0
;6375
~ 1.392
C =45.797 b
Por lo tanto, la reaccion en C es igual a: C = —(45.797i)lb

Ahora, plantearemos una sumatoria de momentos respecto al punto B.

Mgy =0

L j k i j Kk |i J k
1.875 0.696 1|+| 375 1392 2(+(0 0 4f=0
0 —34 ol 1-45797 0 ol |4 4, 0

—63.75k + 34i — 91.594j + 63.75k + 44, j — 4A,i = 0
340 — 91.594j + 4A,j — 4A,i = 0
44, = 34
A, =851b
44, = 91.594
A, =22.899 b

La reaccion en A es igual a: A = (22.899i + 8.5j)1b
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Finalmente, para calcular las componentes de la reaccion en B, aplicaremos la

primera condicion de equilibrio,

es decir:

JF =

A+B+C+W=0

22.899i + 8.5] + B,i + B,j — 45.797i —34j =0

Y, la reaccion en B es igual a:

Problema 6.2

15 in.

-~

Solucion:

B, = 45.797 — 22.899

B, = 22.898 Ib
B, =34-85
B, = 25.51b

B = (22.898i + 25.5j)1b

La placa rectangular que se
muestra en la figura pesa 80 Ib y
se sostiene mediante tres
alambres verticales. Determine la

tension en cada alambre.

A partir del diagrama de cuerpo libre que se muestra en la siguiente pagina
iniciaremos con el andlisis de ejercicio. Tome en cuenta que el peso de la placa se
representard como una fuerza vertical, de magnitud W = 80 [b, dirigida hacia
abajo y que actia en un punto definido como D (30,0, 45)in.
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15 in.

N

~
60 in.\\\/

Sean T,, Tz y T, las tensiones en cada unos de los alambres que sostienen la
placa en los puntos A, B y C, respectivamente. Aplicando la segunda condicion de
equilibrio en el punto B:

IMg =0
i j k i j k i j k
0 0 60/+[60 0 15/+|30 0 30[=0
o T, ol o 7. ol lo —w o
i j k i j k i j ok
0 0 60[+[60 0 15/+|30 o0 30/=0
o T, ol o 1. ol lo —80 o

—60Tyi + 60Tk — 15T¢i — 2,400k + 2,400i = 0

{60TA + 15T, = 2,400
60T, = 2,400

Resolviendo simultaneamente:

T,=30lby T.=401b
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Ahora, por primera condicion de equilibrio:

JF=0

TA+TB+T6+W=O

30j + Tyj + 40j — 80j = 0

Ty = 101b

Problema 6.3

Un brazo de 10 ft esta sometido
a una fuerza de 840 Ib como se
muestra en la figura. Determine
la tension en cada cable y la
reaccion en el apoyo de rétula

en A.

Zl\

840 1b
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Solucién:

Diagrama de cuerpo libre de la barra ABC:

Zl\

A partir del diagrama de cuerpo libre de la barra ABC podemos determinar los

vectores fuerza y radio vectores:
F = —(840lb)j

A=Agi+Ayj+ Ak

Bp = 1pp BD_\/(_6)2+72+62 BD_H(_ i+7j+6k)
_6i+7j_6k TBE . .
Tgp = Tppdpe = Tgg =H(_6l+7]_6k)

J(=6)% + 72 + 62
T45 = (6 ft)i

T4c = (10 fO)i
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Por sumatoria de momentos respecto al punto A:

ZMA=0
o li ok g i J K i j  k
%600+%600+1000=0
-6 7 6 -6 7 —6 0 -840 0
42 36 42 36
HTBDk - HTBD] +HTBEk + HTBE] - 8,4‘00k = 0
36 36
11 BD 11TBE_O
Tgp = Tge
42 42
HTBD +HTBE = 8,400
84
HTBD:8!400

TBD = TBE = 1,100 lb

Finalmente:

JF=0

TBD+TBE+F+A=O
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1,100 1,100
— (- 6l+7]+6k)+—( 6i+7j+6k)—840j+A =0

1,100
(6l+7]+6k 6i+7j—6k)—840j+A=0

1,100 . , ,
~— (120 + 14j) —840j + A= 0

—1,200i + 1400j — 840j+ A =0

A = (1,200i — 560§)1b

Problema 6.4

El bastidor ABCD se sostiene
mediante tres cables y un apoyo
de rétula en A. Para a = 150 mm,
determine la tensibn en cada
cable y la reaccion en A.

140 mm

Solucioén:

Diagrama de cuerpo libre

140 mm

S

300 mm
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Coordenadas de los puntos de la estructura:

A(0,0,0) B(480,0,0) C (480,140, 0) D(480,0,—300)
E(0,0,200) F(0,140,0) (0,140, —300)

H(480,0,—150
( ) Nota: Todas las coordenadas estan en mm.

Ahora, podemos determinar los vectores fuerza y radio vectores:
F = —(350 N)j

A=A+ Ayj+ Ak

Top = Typdyy = ——00L+ 200k " ToE _ 480i +200k) = 25 (—12i + Sk
BE — IBg BE_\/(_480)2+2002 BE — 520( i+ )——( i+ 5k)
—480i .
Tcp = Tepdcr = WTCF = —T¢ri
—480i + 140§ Tpe
TDG = TDGADG = TDG 500( 4801 + 140]) = _( 24l + 7])

J(—480)2 + 1402
45 = (480Q) mm
Tac = (480i + 140j) mm
r.p = (480i — 300k) mm

T = (480i — 150k) mm

Por sumatoria de momentos respecto al punto A:

M, =0
| E k i j k Tpo i k
EE) 480 0 O|+Tc[480 140 0]+ E 480 0 -300
-12 0 5 -1 0 0 —-24 7 0
i j k
+ (480 0 —-150(=0
0 =350 0
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2400

672
— =73~ Tesj + 140Tcek + 2887 + — Tpgk + 84Tpgi — 168,000k — 52,500i = 0

TBE +288Tp; = 0

J 84TDG = 52,500
| 672
(140TCF ~ T = 168,000

Resolviendo simultaneamente:

TBE:975N1TCF:600N y TDG:625N

Por ultimo:

JF=0
TBE+TCF+TDG+ F+A:0

Tsg Tpg
—( 12i + 5k) — TCFl+ ( 24i+7j)—350j+A=0

975 _ 625 o ,
F(—].Zl + 5k) — 600i +E(—24l +7j)—350j+A4A=0
75(—12i + 5k) — 600i + 25(—24i+ 7j) —350j+A =0

—900i + 375k — 600i — 600i + 175§ —350j+A =0

A = (2,100i + 175j — 375k) N
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Problema 6.5

y La placa ABCD de 50 kg se sostiene
40 ram por medio de bisagras a lo largo del
K]EIO mm borde AB y mediante el alambre CE.

Si se sabe que la placa es uniforme,

i

=

determine la tensién en el alambre.

400 mm

400 mm

Solucioén:

Diagrama de cuerpo libre

400 mm

400 mm

200 mm "
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Como puede apreciarse en el diagrama de cuerpo libre podemos realizar una
sumatoria de momentos con respecto al eje que pasa por el lado AB de la placa y
asi nos quedaria Unicamente una ecuacion con una incognita; previamente
definiremos al vector unitario en la direccion del eje AB, los radio vectores que van
del punto A al punto de aplicacion E del peso W de la placa y de la tension T en C

y, los vectores fuerzaWyT.

480i — 200§ 480i—200j 12, 5, 1 ] ]
= ——l——]=1—3(12l—5])

AB

~ 4807+ (2002 520 13 13
Tac = (480i — 200 + 400k) mm
ra5 = (240i — 100j + 200k) mm
W =—(50kg) (98 ™/.;)j = (=490 )N
P o Ta pCPAOLH600 400K T

J(=240)% + 6002 + (—400)2 19

Ahora, la sumatoria de momentos con respecto al eje AB:

12 -5 0 12 -5 0
—————1480 —-200 400(+-=([240 —-100 200|=0
(19)(13) —6 15 -10 13 0 —-490 O

12 -5 0 12 -5 0
9 480 —200 400|+ (240 -—-100 200|=0
-6 15 -10 0 —-490 O

—60,000

T +1,176,000 =0
19 *
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Capitulo 6 Equilibrio en tres dimensiones

1,176,000 1,862

—-60,000 5
19

T =3724N
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Comentarios finales

Comentarios finales

Es importante tomar en cuenta que en todos los cursos de
mecéanica, la solucion de problemas es parte importante del proceso de
aprendizaje. Por tanto, el alumno debera estar conciente de que sus estudios se
dividirdn en forma natural en dos partes: primero, comprender el desarrollo l6gico
de los conceptos, y segundo, aplicar esos conceptos a situaciones practicas. Lo
primero se logra estudiando las deducciones, explicaciones y ejemplos, y la
segunda parte se logra resolviendo los problemas propuestos. Los problemas que
se trabajan en el curso pueden ser de caracter numeérico o de caracter simbdlico

(algebraico).

En los problemas numéricos las magnitudes de todas las
cantidades son evidentes en cada etapa de los calculos y se requiere trabajar con
unidades especificas de medida (sistemas de unidades). Por su parte, los
problemas simbdlicos tienen la ventaja de que conducen a expresiones
matematicas de aplicacion general; una solucién algebraica muestra la forma en la

gue cada variable afecta los resultados.
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Comentarios finales
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