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MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

1 Modelos de programacion matematica para gestion

1.1 Modelos car acter isticos de programacion matematica para gestion

A continuacion se presentan algunos problemas caracteristicos de programacion
lineal y entera. Estos se utilizan como referencia y clasificacion para otros problemas.
En particular, paralos problemas enteros existen numerosas referencias de investigacion
dedicadas a la solucion de |os mismos.

1.1.1 Problemadela dieta

El problema por excelencia de programacion lineal es el de asignacion Optima de
recursos. Un caso particular de éste es el denominado problema de la dieta. Consiste en
determinar la composicién de la dieta de minimo coste que satisface las necesidades
especificas de nutrientes. Pongamos un caso particular muy sencillo de alimentacion de
ganado bovino.

Aprovechamos este gjemplo para seguir paso a paso las etapas en el desarrollo de un
modelo.

e En primer lugar hay queidentificar € problema.

Se ha determinado que las necesidades minimas diarias en la aimentacion de
unaternera son de 700 g de proteinas, 28 g de calcio y 150 mg de vitaminas. Los
alimentos disponibles son pienso y forrgje con un coste unitario de 0.30 y 0.35
€/kg respectivamente. La composicién nutritiva por kg de alimento se muestra
en lasiguiente tabla.

Proteinas | Calcio | Vitaminas
(9) (9) (mg)
Pienso 30 2 10
Forraje 45 1 5

Se trata de determinar |a cantidad diaria 6ptima de cada alimento para minimizar el
coste total de alimentacion.

e A continuacion se especifica matematicamente y se formula e problema.

28/09/2009 1



Para ello analizamos y organizamos los datos del problema. Sean los alimentos
disponibles (pienso y forraje) y sean j los nutrientes (proteinas, calcio y vitaminas).
Sea b; la cantidad minima diaria requerida de cada nutriente. Sea a; la cantidad de
nutriente por kg de alimento correspondiente alos valores de latabladada. Sea ¢ el
coste unitario de cada alimento. A continuacion definimos las variables. Sea x la

cantidad diaria en kg de cada alimento . Ademas indicamos la funcién objetivo y
las restricciones del problema. La funcion objetivo es la minimizacion del coste
diario deladieta

rr;iniZc.x (1.1)

Las restricciones corresponden a satisfacer con la mezcla de aimentos las
necesidades minimas diarias de cada nutriente y, por consiguiente, habra tantas
restricciones de este tipo como nutrientes.

qux >b, Vj (1.2)

Ademas hay que afadir larestriccion natural de que la cantidad de cada alimento ha
de ser no negativa.

x >0 (1.3)

Particularizando estas ecuaciones paralos datos previos se obtiene.

min 0.30x, + 0.35x,

X%

30x, +45x, = 700
2% +X, =228
10x, +5x, 2150
x =0

X, =20

Después viene laresolucion.

Vamos a resolver graficamente el problema. Para ello se dibujan las ecuaciones
en forma de igualdad en el espacio de las variables y se indica la region factible
del problema. Es decir, € conjunto de puntos que cumple todas |las restricciones.
Se traza la recta de la funcién objetivo para un valor cualquiera y se desplaza
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MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

paralelaa si mismaen el sentido de minimizar dicho valor hasta el dltimo punto
de laregion factible. Dicho punto sera el 6ptimo del problema.

e Las etapas de verificacion (comprobacion de que € modelo es correcto) vy
validacion (comprobacién de que la realidad se representa adecuadamente) son
inmediatas en un modelo tan sencillo como éste.

e Seguidamente seredlizalainterpretacion y analisis de los resultados.

L os resultados indican que la decision Optima es comprar 10.833 kg de pienso y
8.333 kg de forrgje cada dia. Con estas decisiones el coste diario de los
alimentos es de 6.1667 €.

Al ganadero le hallegado una oferta de otro fabricante de piensos a un precio de
0.25 €/kg pero con menor contenido en calcio, 1.5 g de calcio por kg de pienso,
y tiene interés en analizar si le interesa comprar o no a dicho fabricante. Para
ello planteamos este nuevo problema de optimizacion

La solucién Optima para este nuevo problema es comprar 14.933 kg de pienso y 5.6
kg de forraje diariamente con un coste de 5.6933 €. Luego, esta oferta es atractiva
econdmicamente.

e Laetapa de implantacion, documentacion y mantenimiento se da por satisfecha en
este model o sencillo con este apartado donde se explica el modelo.

1.1.2 Problema detransporte

Se trata de minimizar € coste total de transporte de un cierto producto desde los
diferentes origenes a los destinos, satisfaciendo la demanda de cada destino sin superar
la oferta disponible en cada origen (ver gemplo en 1.2.3.1 Ejemplo de transporte). Se
supone que todos los m origenes estan conectados con los todos [os n destinos. Sea g,

la oferta de producto en €l origen i, b, la demanda de producto en el destino j y ¢; €

coste unitario de transporte desde el origen i al destino j .
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El problema de optimizacion consiste en determinar |as unidades de producto x; >0

transportadas desde i hasta j, Vi, j, que minimizan los costes de transporte sujeto a

las restricciones de oferta disponible en cada origen i (m restricciones de oferta) y
demanda en cadadestino j (n restricciones de demanda)

% a1 =

;xj:q i=1,...,m L0
2% =b j=L..n

i=1

% 20

Implicitamente en esta formulacion, se supone que la oferta del producto esigua a

la demanda del mismo »"" a8 =>" b .S > "a>>" b seafadeun sumidero

universal con coste nulo. Si zi";la,. < Z';:lbj se anade una fuente universal conectada

con todos |os destinos con coste muy elevado.

La estructura que presenta la matriz de restricciones del problematiene el siguiente

aspecto.

X X 0 Xy Xy Xy o XKy ot Xy X ot Xy

111 1 1

2 1 1 1

m 1 1 1
1 1 1

2 1 1 1

n 1 1 1

28/09/2009



MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

Si tanto las ofertas a como las demandas de los productos b, son numeros enteros,
entonces el valor optimo de x; es entero por ser la matriz totalmente unimodular:, por

lo que no se necesita recurrir a métodos especificos de resolucion de problemas de
programacién entera.

1.1.3 Problema de transbordo

Consiste en determinar en una red con n nodos las cantidades dptimas para llevar
unidades de un producto desde sus origenes a sus destinos pasando por puntos de
transbordo intermedios.

Cada origen genera b >0 unidades, cada destino consume b <0 unidades y cada
transbordo ni genera ni consume unidades by =0. El coste unitario de transporte desde

el origen i hastael destino j endicho sentidoes c; .

Hay que determinar las unidades de producto transportadas desde i a j, x; 20,

Vi, ], que minimizan los costes de transporte teniendo en cuenta la restriccion de
balance o conservacion del flujo en cadanudo i .

min_ > Gx;

%93 =

> x—> % =h i=1..,n (15)
j=1 k=1
% 20

Implicitamente en esta formulacién, se supone que la oferta es igual a la demanda
del producto, es decir, " Iy =0.

Esta matriz también es totalmente unimodular por 10 que & problema también puede
ser resuelto mediante programacion lineal.

1 Una matriz es totalmente unimodular si toda submatriz cuadrada tiene determinante 0, 1 6 —1. Si la

matriz de un problema lineal es totalmente unimodular y las cotas de las restricciones son enteras,
entonces todos los puntos extremos del poliedro tienen coordenadas enteras (se denomina politopo
entero).
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1.1.4 Problema de asignacion

Se trata de asignar la redlizacion de n tareas a n personas (maguinas, etc.). Este
problema es un caso particular del problema de transporte. Por consiguiente las
variables toman valores enteros sin exigir esta condicién en la formulacion del
problema.

Consiste en minimizar € coste total de realizar |as tareas sabiendo que cada tarea i
debe ser hecha por una sola persona y cada persona j debe redlizar una Unica tarea,

sendo ¢; el coste de redizar latarea i por lapersona j. Las variables del problema

1 s seasignalatareai alapersonaj

son x; = ] , Vi, ]
0 en cualquier otro caso

n n

min) > X,
% a1 =

n

Z;szl i=1...,n 16

1.1.5 Problema de la mochila (knapsack)

Se trata de maximizar €l valor total de la eleccion de un conjunto de n proyectossin
sobrepasar el presupuesto b disponible, siendo v, y c; e vaor y coste de cada

proyecto j respectivamente. El nhombre procede de la decisién que toma un montafiero
gue trata de maximizar el valor de lo que introduce en su mochila con unarestriccién de
maximo peso admisible. Las variables del problema son
1 s sedijed proyecto]
{0 en cualquier otro caso

. Esta es una utilizacion habitua de las variables

X|

binarias como forma de seleccionar una aternativa, un proyecto en este caso. La
formulacion del problema es la siguiente
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MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

D cx <b (1.7)
j=1
x, €{0,1}

1.1.6 Problema de recubrimiento (set covering)

Existen m caracteristicas y n combinaciones (subconjuntos) de dichas
caracteristicas. La eleccién de una combinacién implica redlizar todas las caracteristicas
de la misma. Se trata de minimizar €l coste total de las combinaciones elegidas de
manera que se cubra o posea cada caracteristica i al menos unavez. Los datos son c; €l

coste de elegir la combinacién | y la matriz de pertenencia de cada caracteristica i a

1 sii pertenecea]

_ . Denominamos las variables
0 s no pertenece

cada combinacion j, a; :{

1 s seeligelacombinacion o
X; = . El problema se formula de la siguiente manera

0  encuaquier otro caso

2.8 21 i=1...m (18)

En la siguiente figura se representa gréficamente e problema de recubrimiento asi
como los de empaguetado y particidn que se explican a continuacion.

N

® © (@) 0) 000][0
( R

o o o/0o @ o (0 o
O

o o/® o (0 o0 o
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Figura 1.1 Representacion grafica de un recubrimiento, una particion y un empaguetado,
respectivamente.

Veamos a continuacion un gemplo de recubrimiento: asignacion de tripulaciones,
tomado de [Hillier y Lieberman, 2002]. Una compafiia aérea necesita asignar sus
tripulaciones para cubrir todos sus vuelos. En particular, quiere resolver el problema de
asignar tres tripulaciones con base en San Francisco a los vuelos listados en la primera
columna de la tabla. Las otras columnas muestran las 12 secuencias factibles de vuelos
para una tripulacion cualesquiera. Los nimeros de cada columnaindican el orden de los
vuelos. Se necesita elegir tres secuencias (una por tripulacién) de manera que se cubran
todos los vuelos. Se permite tener mas de una tripulacion en un vuelo, donde lals
tripulacion/es extra vigian como pasgjeros, pero por convenio laboral la tripulacion
extra cobra como s estuviera trabajando. El coste de asignacion de una tripulacion a
cada secuencia de vuelos se da en millones de euros en la dltima fila. El objetivo es
minimizar €l coste total de asignacion de las tres tripulaciones para cubrir todos los
vuelos. Resolver e mismo problema para €l caso en que no se permite el vuelo de una
tripulacion fuera de servicio en un vuelo.

Secuencias factibles

112 3 4|/5/6 7, 8 9 10 11| 12
SF-LA 1 1 1 1
SF —Denver 1 1 1 1
SF — Sedttle 1 1 1 1
LA —Chicago 2 2 3| 2 3
LA —-SF 2 3 5 | 5
Chicago — Denver 3 3 4
Chicago — Seattle 3|3 3|3 4
Denver — SF 2 4 4 5
Denver — Chicago 2 2 2
Seattle — SF 2 4 | 4 5
Seattle— LA 2 2| 4 4 2
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MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

Coste (M€) 2, 34,6, 7,578, 9|9 89

1 s seasignalasecuenciaj

Se definen las variables del problema como :{0 en cualquier otro caso
ualqui

X, € {0,1} j=1...,12
Lafuncién objetivo sera
MIN 2%, + 3X, + 4X, + 6X, + 7% +5X; + 7%, + 8%, + 9%, + 9%, + 8%, + 9X,,
Cobertura de cadavuelo a menos unavez

X 4+ X, + X, + X%, 21 (SF-LA)
X, + X5 + X+ %, =1 (SF-Denver)
Xs+ Xg + X + X, 21 (SF-Sestlle)

Asignacion de las tres tripul aciones

Las soluciones optimas son X, =X, =%, =1y el resto006 x =% =X, =1y € resto
0, ambas con coste 18 millones de €.

Si no se permite que una tripulacion fuera de servicio vuele en un avion las
restricciones de cobertura de mayor o igual pasan a ser de igualdad. Luego, se trata de
un problema de particion, cuya formulacion se vera a continuacion.

1.1.7 Problema de empaquetado (set packing)

Se tienen que readlizar m proyectos divididos en n paguetes. La eleccion de un
paguete implica realizar todos los proyectos del mismo. Se trata de maximizar el
beneficio total de manera que cada proyecto i del conjunto de todos los pagquetes que o
incluyen no pueda ser elegido mas de unavez. c; esel beneficio de elegir & paquete |,

la matriz de pertenencia de cada proyecto i a cada paguete | es
1 s i peteneceaj 1 s sediged etej

. _I P J . Las variables del problema son x. 'g . PaquUee] .
"10 si no pertenece 10 encuaquier otro caso

Laformulacion del problema es lasiguiente
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Xj

maxZn:cj X;
j=1
Zn:aijxj31 i=1...,m (1.9)
j=1
x;€{0,1}
1.1.8 Problema de particion (set partitioning)

La formulacién es similar a problema anterior pero en este caso exactamente una
caracteristica (proyecto) del conjunto de combinaciones (paquetes) que la contienen
debe ser elegida.

Xj

n
max Cj Xj
i=1

Dax=1i=1...,m (110)
j=1
x;€{0,1}

1.1.9 Problema del viajante de comer cio (Traveling Salesman Problem TSP)

El problema consiste en hacer un recorrido que pase por n ciudades sin repetir
ningunay volviendo ala ciudad de partida de manera que la distancia (o tiempo o coste)
total sea minima. Es un problema de asignacién pero con la condicién de que la
asignacion sea un ciclo. Es uno de los problemas méas importantes en la historia de la
programacion matematica por todas las investigaciones a las que ha dado lugar y por
todas las aplicaciones que tiene, tanto directamente o apareciendo como subproblema
dentro de otros més complejos. En una noticia de OR/MS Today (publicada por el
Institute of Operations Research and the Management Sciences (INFORMS)) de junio
de 2004, mencionaba que se habia conseguido resolver un problema del vigjante con
24978 ciudades. L os problemas de enrutamiento de vehicul os (expedicién o recogida de
mercancias) pueden ser formul ados de esta manera.

Una de las caracteristicas mas interesantes de este problema es que existen muchas
formulaciones conocidas para € mismo, ver [Williams, 1999] y [Nemhauser, 1999].
Unadeeéllaseslasiguiente. Sea ¢; ladistanciaentrelasciudadesi y j.

Se definen las variables

28/09/2009



MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

_ |1 sisevadelaciudadi alaciudad
% 0 en otro caso

T. : instante de llegada a ciudad |

J

Laformulacién del problema es:

rr;ijn;%
Z)ﬁj =1Vj
ZJ_‘R% =1vi (1.12)

T, 2T +c,—ml-x;) Vi, j
T,2¢;, —m(l-x;) Vji#l
x;€{01,T, >0

Laprimerarestriccion indicaque aunaciudad j solo se puede llegar una vez desde

cualquier ciudad i . La segunda dice que desde una ciudad i sOlo se puede salir unavez
a cualquier otra ciudad j. Sblo con estas variables no es suficiente para formular €

problema, ya que se pueden formar subciclos. La forma de evitarlos es afiadiendo las
variables continuas.

1.1.10 Problema de costefijo

Los problemas de coste fijo aparecen cuando e coste de una variable tiene un
término fijo con valor diferente de O si la variable toma un valor estrictamente positivo.
Es unafuncion no lineal y discontinua.

/4f

[ X
Este coste se puede modelar con ayuda de una variable binaria auxiliar | - -4

f ~ X, =0 K
()= kj+cx, x>0

1 x].>0

0 x —o due indica la redlizacion de la actividad X;.
| =

definida como v, ={
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Introduciendo la condicion x; <My, , , sendo M una constante, cota superior de x;,

cuyo valor dependera del problema, se distingue entre no redizar la actividad y
realizarla a menos infinitesimalmente. El valor de la constante M debe ser e menor
posible ya que esto es computacionalmente beneficioso. El problema lineal entero se
formula como sigue

n

min>_ f;(x) :Z;(kj Y +C%)
=

SR )
X; <My,
X, 20

y,€{0,1}
1.1.11 Modelado de algunasrestricciones especiales

Supongamos que necesitamos considerar en un problema la condicion de que si se
produce e producto A también se debe producir e producto B. La condicion de
produccion de un producto j la representamos por la restriccion x; >1. Entonces, la
implicacién es

X, 21 x;21

Esta condicién no se puede introducir directamente en un problema lineal porque
hace que la estructura del problema (el que se considere o no una restriccion mas
X5 =1) depende de que se cumpla otra (x, >1) y esto solo se conoce una vez que se ha
determinado la solucion éptima. Un problema de optimizacion no se puede redefinir
enddgenamente, es decir, en funcidn de los propios valores que toman las variables del
problema.

En este apartado se van a modelar en un problema de optimizacion agunas
condiciones especiales (las restricciones logicas entre ellas) que requieren € uso de
variables binarias para detectar o forzar el cumplimiento de restricciones.

1.1.11.1 Disyunciones
Las disyunciones implican una pareja de restricciones donde solo una (cualquiera de

las dos) debe satisfacerse, mientras que la otra no es necesario que se cumpla. Debe
cumplirse una a menos pero no necesariamente las dos.

f(xX)<006 g(x)<0
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Supongamos & gjemplo de esta disyuncion
3%, +2x,-18<0 0 x +4x,-16<0
Veamos cdmo estas restricciones se pueden incorporar en un problema de
optimizacion. Afiadir una constante de valor elevado M a una restriccion es
equivalente a eliminar (relgar) dicha restriccion (se supone que las variables son

positivas en estas restricciones), dado que los coeficientes de las variables son también
positivos.

3% +2x%,-18<0 5 33X +2x,-18<M
X +4x, -16<M X +4x,-16<0

Se define la variable binaria auxiliar y que selecciona la ecuacién correspondiente,

. Luego las restricciones disyuntivas se modelan en un

1 serelgalaecuacion 1
0 seregalaecuacion 2

problema de optimizacion como

3%, +2x,-18< My
X +4%x,-16<M(1-y)

S y=1 serelga larestriccion 1 pero se obliga a cumplir la 2 y viceversa para
y=0.
Algunas implicaciones son un caso semejante a las restricciones disyuntivas
f(x)>0 g(x)<0
esequivalente a
f(xX)<006 g(x)<0
yaque P— Q esequivalentea(No P) 6 Q.
1.1.11.2 Cumplir k de N ecuaciones

Setiene un conjunto de N ecuaciones de las cuales se han de satisfacer al menos k,
siendo k < N . Las disyunciones son un caso particular de éstepara k=1y N=2.

Sea el conjunto de N ecuaciones
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anadiendo una constante M 'y unavariable binaria y, para cada ecuacion tenemos

£, %) < My,
fo (X %) < My,
fu (%, %) <My

donde ademas se impone la condicion de seleccionar solamente k ecuaciones.

N

D>y, =N-k

i=1
y. € {0,1} i=1...,N
1.1.11.3 Seleccionar entre N valores

Sea una funcién con multiples posibles valores y se desea elegir uno de ellos.

d,
d

fO. %) =1

d N

La manera de modelarlo es introduciendo una variable binaria auxiliar y, por cada

valor y la condicién de eleccion Unica.

f(><1,---,xn)=idiyi

y,€{01 i=1...,N
1.1.11.4 Implicaciones sencillas

Retomemos el gjemplo de larestriccion que apareciaen el problema de coste fijo

X<MS
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siendo M una cota superior positiva de x (por gemplo, 10°), m<x<M y & la

variable binaria. Por claridad en la explicacion en este apartado se utiliza la letra griega
0 paradenominar alavariable binaria auxiliar.

S 6 =1 larestriccion no obliga a nadaya que x<M se cumple por definicion. Si
0 =0 entonces X< 0. Luego estarestriccion permite modelar laimplicacion

0=0—x<0 (s =0 entonces se cumple que x<0)
Por otraparte, s x>0 entonces 6 =1. Si x<0 larestriccion no obliga a nada.
Xx>0—0=1(s x>0 entonces se cumpleque 6 =1)

Ambas son implicaciones equivalentes puesto que P—Q es equivaente a

NoQ— NoP. Luego, la restriccion lineal x< Mo nos permite representar dichas
implicaciones en un problemalineal.

De forma analoga veamos larestriccion
X>md

siendo m una cota inferior negativa de x (por gemplo, =10°, m<x<M vy & la
variable binaria.

S 6 =1 larestriccion no obliga a nada ya que x>m se cumple por definicion. Si
0 =0 entonces x> 0. Luego estarestriccion permite modelar laimplicacion

0=0— x>0 (s 0 =0 entonces secumpleque x>0)
Por otraparte, st x<0 entonces § =1. Si x>0 larestriccién no obliga a nada.
Xx<0—d=1(s x<0 entonces secumpleque 6 =1)

Nuevamente ambas son implicaciones equivalentes puesto que P—Q es
equivalentea NOoQ — No P.

En resumen, hasta ahora hemos visto la representacién en un problema lineal de las
siguientes implicaciones

0=0—-x<0
X<MS
Xx>0—-0=1

0=0 >
—x20 X=>mo
Xx<0—-0=1
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A continuacién, vamos a generalizar la representacion de implicaciones para
cualquier tipo de restriccion genérica.

1.1.11.5 Implicacionesde unarestriccion <
Laimplicacién
§=1->ax <b
j

esequivalente a

Y ax; <b+M(1-5)
]

sendo una cota superior de la restriccion para cualquier valor de cuaquier Xx;,
zi a,X; ~b<M . Efectivamente de manera directa se deduce que si 6 =1 seimpone la

restriccion original y s =0 no implica nada (se relgja la restriccion original).
Andogamente al caso anterior esta restriccion también representa laimplicacion

Y ax >b—5=0
j
Laimplicacién
Yax <b—d=1
j
se puede transformar en 5=Oezjajxj >b obienen 5=O+Zjajxj >b+e quees
equivalente a
Y ax, 2b+e+(m-¢)d
]

sendo m una cota inferior de la restriccion para cualquier valor de cuaquier Xx;,

Zjajxj—me.

1.1.11.6 Implicaciones de una restriccion >

De manera simétrica se pueden representar las implicaciones con restricciones de
tipo mayor o igual.
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Laimplicacion
§=1-> ax =b
J

esequivalente a

D a;x; 2b+m(1-5)
j

sendo m una cota inferior de la restriccion para cualquier valor de cuaquier Xx;,
Zi a,X; —b=m. Efectivamente de manera directa se deduce que si 6 =1 se impone la

restriccion original y s 0 =0 no implica nada (se relga la restriccion original).
Andlogamente al caso anterior esta restriccidn también representa laimplicacion

Y ax <b—§=0
i
Laimplicacién
Y ax 2b—s=1
j
se puede transformar en § =0— Zjajx]. <b obienen §=0— Zjajxj <b-¢ quees
equivalente a
Zajxj <b-e+(M+¢&)d
J
sendo M una cota superior de la restriccion para cualquier valor de cuaquier Xx;,
> ax —bs<M.
i 1
1.1.11.7 Implicaciones de unarestriccion =

Para deducir las implicaciones de restricciones igualdad se transforman en
ecuaciones de tipo mayor o igual y menor o igual simultaneamente.

Laimplicacién

§=1->ax =b
j
esequivalentea
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5:1+2ajxj <b
J

§:1aZajxj >b
J

L uego se representa por |as ecuaciones
Zajxj <b+M(1-9)
J

D ax; 2b+m(1-5)
]

Efectivamente para d =1 se cumplen ambas restricciones y para ¢ =0 ambas se
relgan.

Laimplicacién

Zajxj =b—6=1
j

es una combinacién de los casos anteriores simultaneamente
Zajxj <b—d =1
: _yademés §'=1y 5" =1-6=1
Zajxj >hb—d"=1
i
gue se modela con las restricciones

Y ax; 2b+e+(m-¢)d’
j

Y ax <b-e+(M +¢£)58”
j

y larestriccion adicional queindicael cumplimiento de ambas.
O+0"-6<1

1.1.11.8 Implicaciones dobles

Para formular implicaciones dobles éstas se desdoblan en las implicaciones
unidireccional es correspondientes.
5=1-> ax <b
i

0=1< ) ax <b esequivaentea
Zj: I o Y ax <b—>s=1
i
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y lo mismo para |os otros tipos de restricciones.

1.1.12 Problemas de produccién con elasticidad en los precios y/o costes

En agunos problemas de produccién se puede suponer que hay una ganancia
unitaria fija asociada a cada producto, con lo que lafuncién objetivo de beneficio que se
obtiene es lineal. Sin embargo, en otros problemas ciertos factores introducen no
linealidades en la funcion objetivo. Por gjemplo, un gran fabricante puede encontrar
precios elasticos mediante |os cuales la cantidad que se puede vender de un producto va
en relacion inversa con el precio que se cobra. La curva precio-demanda, p(x), que

representa € precio unitario que se necesita para poder vender x unidades, seria una
funcion no lineal decreciente, nuncainferior a coste unitario de produccion c.

Asi el margen de contribucion de la empresa (ingreso bruto menos coste de
produccion, beneficio neto, EBITDA) vendria determinado por

P(X) = xp(X) — cx

Si, ademas, la empresa tiene una funcién semejante para cada uno de los n
productos que puede fabricar la funcién objetivo global seria una suma de funciones no
lineales.

f(x)=i|°j(x):i[xj p; (%))~ ¢;; ]

Otrarazon por la que pueden surgir no linealidades en la funcion objetivo es a causa
de los costes de produccién, ya que éstos pueden variar con €l nivel de produccién. Por
giemplo, e coste puede decrecer cuando aumenta el nivel de produccion gracias al
efecto de una curva de aprendizaje (mayor eficiencia con mas experiencia) o aumentar
por necesidad de tiempos extra o instal aciones méas costosas.

L as restricciones también se pueden ver afectadas por estos tipos de no linealidades.
Una que surge inmediatamente es la restriccion de presupuesto, si existe, cuando los
costes de produccion varian como se ha descrito anteriormente. También seran
funciones no lineales las asociadas a los recursos, siempre que € uso de un determinado
recurso no sea proporcional alos niveles de los respectivos productos.

1.1.13 Problema de transpor te con descuentos por volumen

El problema de transporte que se ha considerado hasta e momento supone que €
coste por unidad enviada de un origen a un destino dados es fijo, independientemente de
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la cantidad mandada. Sin embargo, una situacion muy habitual es que se disponga de
descuentos por cantidad para volumenes grandes, con lo que la funcién de coste
unitaria seria una funcién no lineal con pendiente no creciente. Una alternativa es
aproximar estafuncién no lineal por una poligonal.

Asi pues, € coste de embarcar x unidades viene dado por una funcién poligonal,
C(x), continua, con pendiente en cada tramo igual a coste unitario de transporte. En

consecuencia, s cada combinacion de origen y destino tiene una funcion semejante, la
funcion objetivo seria
m n
f(x)= zzcij ()ﬂj)
i=1 j=1
Al ser una funcién poligonal concava en un problema de minimizacion se modelara
introduciendo variables binarias de seleccion del segmento de la poligonal .
1.1.14 Seleccién de una cartera deinversiones
Actualmente, cuando se plantea la seleccién de una cartera de inversiones, los
inversores se preocupan tanto por € rendimiento esperado como por € riesgo asociado
a su inversion y para obtener un modelo que permita determinar una cartera que, con

ciertas suposiciones, combine de forma Optima estos factores se utiliza la programacién
no lineal.

Supongamos que se estan considerando n tipos de acciones para incluirlas en la
cartera; las variables de decision x;, j=1,...,n representan el nimero de acciones |

que se van aiincluir. Sean u; y o} lamediay la varianza del rendimiento sobre cada
accion de tipo j, en donde o, es una medida del riesgo de estas acciones. Sea o; la

covarianza del rendimiento sobre una accion de cada tipo i y j. Entonces, el valor
esperado R(X) y lavarianza V (x) del rendimiento total de la cartera son

R(¥) =2 4,
=1
V=22 0%,
)

con lo que la funcion objetivo del modelo resultante es

F(x) =R(X) =BV (x)
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donde £ se denomina factor de aversion al riesgo, ya que cuanto mayor sea mayor

importancia (negativa) se le da en lafuncion objetivo alavariabilidad (lavolatilidad del
rendimiento no es mas que su desviacion estandar) de lainversion final.

Como restriccion se incluye la restriccion del presupuesto y la no negatividad de las
variables (P, representael coste de cadaacciondetipo j y B esel presupuesto):

Zn:ijj <B
j=1

X20j=1..,n
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1.1.16 Biblioteca de problemas

PrROBLEMA: AYUDA EN EMERGENCIAS

Tienen que transportarse sacos con alimentos mediante tres tipos de aviones Al, A2,
A3, desde un aeropuerto y arrojarse en las aldeas V1, V2, V3, V4, V5, afectadas por
inundaciones. La cantidad de alimentos (en unidades adecuadas) que cada avién puede
transportar a cada aldea en cada viagje, se da en la siguiente tabla. EI niUmero de viajes
gue puede hacer cada avidn se da en la Ultima columnay el nimero maximo de aviones
que puede recibir diariamente cada aldea en la Ultimafila. Encontrar el nimero de vigjes
que deberd hacer cada avion a cada aldea de forma que se maximice la cantidad de
alimento distribuido por dia.

V1|V2/V3|V4 V5

Al 10 8| 6 9 12|50

A2 5 3|8 4/10/90
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A3 7 9|6 10 60

80

100 70 40| 20

PrROBLEMA: CONSTRUCCION DE ALMACENES

Una compariia planea construir varios almacenes para guardar un cierto producto.
Estos amacenes surtirdn a dos grandes clientes con las unidades demandadas
mensuamente apuntadas en la dltima fila de la tabla. Se pueden construir hasta tres
almacenes, que se tienen como candidatos, con capacidades expresadas en la Ultima
columna. Usando €l coste estimado de construccién de los almacenes, su vida Util y €l
valor del dinero en el tiempo, los costes de construccidn por mes para los tres almacenes
se han estimado en 8000, 12000 y 7000. A continuacién se dan los costes de transporte
por unidad desde | os tres almacenes candidatos a los clientes.

Cliente 1| Cliente 2 | Capacidad
Almacénl| 1.50 2.00 4000
Almacén2| 2.00 1.50 5000
Almacén3| 250 2.25 6000
Demanda 3000 5000

Determinar qué almacenes se deben construir y cOmo se ha de satisfacer la demanda
delos clientes.

PROBLEMA: TRANSPORTE DE ELECTRODOMESTICOS

Una compaiiia tiene dos fébricas, una en Alicante y otra en Huelva. Las dos fabricas
producen frigorificos y lavadoras. Las capacidades de produccion de estos articulos en
Alicante son de 5000 y 7000, respectivamente, y en Huelva de 8000 y 4000. La
compariia entrega estos productos a tres grandes clientes en las ciudades de Barcelona,
A Coruiay Valencia, siendo las demandas:

Demanda/Cliente

Barcelona | A Corufia | Vaencia
Frigorificos 4000 5000 4000
Lavadoras 3000 3000 4000
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Los articulos se transportan por ferrocarril. En la tabla siguiente se muestran los
costes unitarios de transporte y las limitaciones para enviar cualquiera de los dos
productos de cada fabrica a cada cliente:

Barcelona | A Corufia | Valencia
Alicante Coste unitario 6 14 7
Méaximo unidades 6000 3000 7500
Huelva Coste unitario 10 8 15
Maximo unidades 3000 9000 3000

Se desea minimizar €l coste total de transporte.

PROBLEMA: LOGISTICA

Una empresa tiene dos factorias, F1 y F2, con las que abastece a tres almacenes de
distribucion, D1, D2y D3, dedos articulos, A1y A2.

L os costes de transporte de una unidad de cualquiera de los dos articul os desde cada
factoria a cada almacén se dan en la tabla izquierda, en tanto que los precios de venta
unitarios de cada articulo en cada almacén se dan en latabla derecha.

Coste Tr | D1 D2| D3 Precio D1 D2 D3
F1 4, 7|5 Al 17/20]|18
F2 6|5 7 A2 1917 | 21

El tiempo, expresado en minutos, que se tarda en fabricar una unidad de cada
articulo en cada una de las factorias se reflgja en la tabla izquierda, en tanto que los
costes unitarios de fabricacion de cada articulo en cada factoria aparecen en la tabla
derecha.

Tiempo Al|A2 CosteFb | Al A2
F1 6|75 F1 8| 6
F2 10| 5 F2 5110

La capacidad de produccion de la factoria 1 es de 260 horas 'y la de la factoria 2 de
240 horas.
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L as demandas minimas de cada uno de los articulos que en cada almacén deben ser
satisfechas son expresadas en latabla siguiente.

D1 | D2 | D3

Al 600 | 800 | 500

A2 | 700 | 500 | 1200

Por dltimo y por cuestiones de tipo técnico y de politica de empresa, nunca se
pueden producir en cualquiera de las factorias més de 500 unidades de un articulo que
de otro.

Se trata de elaborar un modelo que proporcione el mejor programa de produccion y
distribucién para maximizar el beneficio neto.

¢Se modifica la solucion si €l tiempo de gecucion de A2 en F1 se reduce en medio
minuto?

PrROBLEMA: GESTION DE AUTOBUSES

En una ciudad se intenta disminuir la contaminacion reduciendo la circulacion
interurbana. Un primer estudio busca determinar el minimo nimero de autobuses que
satisfagan las necesidades de transporte. Después de recoger la informacion se observa
que este nimero varia segun la hora del dia, pero se puede considerar constante en
interval os sucesivos de cuatro horas:

00:00am.—4:.00am. | 4 12:00 m. —4:00 p.m. 7
4:00 am. — 8:00 a.m. 8 4:.00 p.m.—8:00 p.m. | 12
8:00am.—12:00m. | 10 8:00 p.m.—00:00am. 4

Los turnos de autobuses funcionan durante ocho horas seguidas y pueden comenzar
al principio de cualquiera de los seis periodos descritos anteriormente. Ademés, si en €l
turno que comienza a las 8:00 p.m. hay estrictamente mas de 4 autobuses, en €
siguiente ha de haber también estrictamente mas de 4. Plantear un problema de
programacion lineal entera para determinar el minimo nimero de autobuses diario que
satisface |las necesidades anteriores.

PROBLEMA: ADQUISICION DE CAMIONES
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Una compaiia de transportes tiene 10 camiones con capacidad 40000 kg y 5
camiones de 30000 kg. Los camiones grandes tienen un coste variable de combustible
de 0.30 €/kmy los pequefios de 0.25 €/km.

En una semana la empresa debe transportar 400000 kg en un recorrido de 800 km.
La posibilidad de otros compromisos recomienda que por cada dos camiones pequeiios
mantenidos en reserva debe quedarse por 10 menos uno de |os grandes.

¢Cudl es el nimero dptimo de camiones de ambas clases que deben movilizarse para
ese transporte y teniendo en cuenta las restricciones?

PROBLEMA: PLANIFICACION DEL METRO

En una determinada ciudad se va a construir lared del metro. La empresa encargada
ha de decidir qué lineas construir y para ello tiene varias opciones. Existen 10 puntos
claves por los que ha de pasar la red y se ha visto que son 8 las posibles lineas a
construir. Las lineas posibles, los puntos clave por los que pasaria cada una'y su coste
estimado de construccion en unidades apropiadas, son:

Puntos clave Coste

L1| P1P2P3P4 4

L2 P1P3P5P7

L3 P2P3PAPE

LS P2 P7 P8

L6 P1P4P5P10

4
4
L4 P5P7POP10 4
3
4
3

L7 P3 P8 P9

L8 P2 P6 P10 3

Ademas, por € punto P2 han de pasar a menos dos lineas; y, si los puntos P3 'y P7
no gquedan conectados por una linea directa, entonces debe existir un transbordo en P8
de modo que pase una linea que una este punto con € P3y otra con € P7. Plantear
como un problema de programacién linea entera e problema de decidir qué lineas
construir de la forma més econdmica con estas restricciones teniendo en cuenta que por
cada punto clave debe pasar al menos unalinea.
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PROBLEMA: OFICINA DE CORREOS

Una oficina de correos necesita distinto niUmero de empleados de jornada completa
para cada dia de la semana, tal como se da en la tabla adjunta. Las reglas sindicales
sefidlan que cada empleado de jornada completa tiene que trabajar durante cinco dias
consecutivos y, a continuacion, descansar dos dias. Por gemplo, un empleado que
trabaje de lunes a viernes tiene que descansar sdbado y domingo. La oficina de correos
quiere cumplir con sus requerimientos diarios y utilizar slo empleados de jornada
completa. Formular mediante programacion matemética un modelo que pueda utilizar la
oficina de correos para minimizar el nimero de empleados de jornada completa a
contratar.

Empleados
Lunes 17
Martes 13

Miércoles 15

Jueves 19
Viernes 14
Sabado 16

Domingo 11

PROBLEMA: ABASTECIMIENTO

Una empresa abastecedora de agua tiene que llevar agua de un punto s aun punto t
y pararealizar la conexion entre ambos puntos ha de pasar por unos puntos intermedios.
Cada conexion entre un par de puntos tiene un coste estimado de construccion y, una
vez construida, un coste unitario de envio de cada litro y una capacidad por hora que se
recogen en la siguiente tabla:

Conexion Coste Costeenvio | Capacidad
construccion [/min [/min
s-1 100000 40 100
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s-2 200000 50 200
1-3 80000 60 50
1t 100000 70 30
23 200000 40 20
2t 200000 70 100
3 150000 60 60

Plantear un problema de programacion matematica s se quieren enviar 180 litros
por minuto de la forma més econémica posible, teniendo en cuenta que si se construye
laconexiénde s a2 hade hacerselade2at.

PROBLEMA: ADQUISICION DE MAQUINAS TROQUELADORAS

Una compaiiia tiene tres tipos de maquinas troqueladoras de diferente velocidad y
precision:

Velocidad Precision Coste
(piezas/hora) (%) (€/hora)

Tipo 1 20 99 2.00
Tipo 2 15 9%5 1.75
Tipo 3 10 99 1.50

Cada dia (8 horas) se deben procesar por lo menos 3500 piezas y hay disponibles 8
maquinas del tipo 1, 10 del tipo 2'y 20 del tipo 3.

Si cada pieza erronea le cuesta ala compania 1 céentimo. ¢Cuantas maquinas de cada
tipo se deben utilizar para minimizar los costes?

PROBLEMA: SECUENCIACION DE TRABAJOS EN UNA MAQUINA

Dados unos trabagjos que realizar, una duracion de éstos y una fecha de entrega
prevista, plantear un problema de programacion lineal entera para encontrar la secuencia
gue minimiza €l retraso o demora media con que |os trabajos son entregados, con los
siguientes datos.
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Tarea T1 /T2 T3 | T4

Tiempo de proceso 9 12| 7 14

Fecha de entrega 1511923 31

PrOBLEMA: PRODUCCION I

En una empresa familiar se producen dos tipos de productos, 1 y 2, procesando
materia prima. Se pueden comprar hasta 90 kg de materia prima a un coste de 10 €/kg.
Se puede usar 1 kg de materia prima para producir 1 kg de producto 1 o para producir
1/2 kg del producto 2. Usar 1 kg de materia prima para producir € producto 1 requiere 2
horas de mano de obra. Usar 1 kg de materia prima para procesar e producto 2 requiere
3 horas de mano de obra. Se dispone de 300 horas de mano de obra a 3 €/hora. Se
pueden vender a lo sumo 40 kg del producto 2. El producto 1 se vende a 29 €/kg vy €
producto 2 a 69 €/kg.

Ademés existe una limitacion inferior y superior en caso de que se produzca alguna
cantidad de cada articulo. Es decir, si se produce algo del producto 1 ha de ser més de
15y menos de 30 kg y si se produce algo del producto 2 ha de ser més de 10 y menos
de 20 kg. Plantear el problemay obtener la solucién optima.

PROBLEMA: PRODUCCION E INVENTARIO

Una empresa desea planear su politica de produccion/inventario para los meses de
agosto, septiembre, octubre y noviembre. La demanda estimada del producto para esos
meses es de 500, 600, 800 y 1000 unidades, respectivamente. En la actualidad, la
capacidad de produccién mensual es de 600 unidades con un coste de 2500 €. La
administracion ha decidido instalar un nuevo sistema de producciéon con capacidad
mensual de 1100 unidades a un coste por unidad de 3000 €. Sin embargo, € nuevo
sistema no puede ser instalado hasta noviembre. Supdngase que €l inventario inicial es
de 250 unidades y que, durante cualquier mes dado, se pueden almacenar alo sumo 400
unidades. Si e coste mensual por unidad por mantener en inventario es de 300 €,
minimizar el coste total de produccion e inventario. Suponer que se debe satisfacer la
demanday que se requiere tener 100 unidades en inventario al final de noviembre.

PrROBLEMA: MISION PACIFICA
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En una mision pacifica de las Naciones Unidas se dispone de 5 aviadores para
formar las tripulaciones de dos aviones biplaza. Estos aviadores son de distintas
nacionalidades: Espafiol, Francés, Italiano, Griego y Portugués. Como en toda cuestion
diplomética las relaciones internacionales son de gran peso, cada una de las distintas
composiciones de las tripul aciones conlleva un beneficio, siendo éstos:

Francés | Italiano | Griego | Portugués
Espaiiol 2 5 4 3
Francés 4 4 2
Italiano 5 4
Griego 3

Por otra parte, estas mismas relaciones internacionales hacen que si una tripulacion
esta formada por € aviador espafiol y € italiano la otra ha de estar formada por €l
aviador francésy el griego. Formular €l problema de programacion lineal entera.

PROBLEMA: MEZCLA DE CRUDO

La empresa Sunco Oil produce dos tipos de gasolina (1 y 2), cada una de €llas
mezclando dos tipos de crudo (1 y 2). Los precios de venta de cada barril de gasolina
son 7000 y 6000 €, respectivamente. Por su parte, |0s precios de compra de |os dos tipos
de crudo son de 4500 y 3500 € por barril, respectivamente. Se pueden comprar hasta
5000 barriles de cada crudo diarios. Los dos tipos de gasolina difieren en su indice de
octano y en su contenido en azufre. La mezcla del petréleo crudo que se utiliza para
obtener la gasolina 1 ha de tener un indice de octano promedio de a menos 10y alo
sumo un 1 % de azufre. La mezcla que se obtiene para la gasolina 2 ha de tener un
indice promedio de octano de por 1o menos 8 y alo sumo un 2 % de azufre. Los indices
de octano y €l contenido en azufre de los dos tipos de crudo son:
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Crudo | Octano | Azufre
1 12 0.5
2 6 2.0

La transformacion de un barril de petréleo en un barril de gasolina cuesta400 €y la
refineria de Sunco puede producir diariamente hasta 9000 barriles de gasolina.



Los clientes de Sunco actualmente demandan 3000 barriles de la gasolina 1 y 2000
de la gasolina 2. Sin embargo, Sunco tiene la posibilidad de estimular la demanda
mediante |a publicidad, de modo que cada euro invertido en la publicidad de cada tipo
de gasolina, aumenta la demanda diaria de ese tipo de gasolina en 0.1 barriles (si por
egjemplo gasta 1000 € en publicidad de la gasolina 1 aumenta la demanda de gasolina 1
en 100 barriles). Formular un problema de programacion lineal que permita a Sunco
maximizar sus ganancias diarias.

PROBLEMA: PRODUCCION VI

Una planta de produccién dispone de m maquinas parallevar a cabo su produccion.
La demanda semanal del producto es conocida para las siguientes n semanas, dem,
siendo | cadaunade las semanas, y ha de ser satisfecha. Cada una de las méquinas i
puede estar arrancada y produciendo durante cada semana o no, pero si lo estatiene un
coste fijo por estar arrancada de cf, €, siendo su produccion méxima pm . Ademas, e
coste unitario de produccion con cada una de las méaquinas es variable con las semanas,

siendo cv; € por unidad de producto, y €l coste de almacenamiento de una semana a

otra esta estimado en calm € por unidad de producto. Por otra parte, arrancar una
maguina para acoplarla una semana si no lo estaba la anterior tiene un coste de arranque
carr, . Se supone que todas las maguinas inicial mente estan arrancadas (no hay coste de

arranque parala primera semana).

a) Plantear un modelo lineal para optimizar la planificacion de la produccion siendo
el horizonte de planificacion las n semanas.

b) Sobre la formulacién anterior supéngase ahora que cuando una maquina para, ha
de hacerlo al menos dos semanas consecutivas por razones técnicas, ¢cOmo se
model aria esta nueva condicion?

PROBLEMA: TRANSPORTE POR FERROCARRIL

Una empresa de transporte opera en una linea ferroviaria con un determinado
material rodante que puede transportar un volumen maximo V y un peso maximo P de
mercancias, transportando distintas mercancias de otras empresas. Para un determinado
dia dispone de distintas solicitudes de mercancias, de modo que de cada mercancia i
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conoce la cantidad méxima a transportar mx , e volumen v. y peso p unitarios, €

pago que el propietario de la mercancia esté dispuesto a pagar a la empresa por cada
unidad transportada, b, y el coste que estima la empresa por cada unidad a transportar,

¢ . La empresa de transporte desea tener un modelo que le permita elegir cada dia las

cantidades de las mercancias que le proporcionen mayor beneficio a partir de estos
datos diarios.

A su vez, puede variar la capacidad del material rodante, tanto en volumen o peso,
de modo que desea saber en cudnto puede valorar cada unidad extra de volumen y de
peso de la que puede disponer, para saber cuanto puede estar dispuesto a pagar por un
aumento de éstos.

Por otra parte, alos propietarios de las mercancias que no son transportadas, puede 'y
debe informarles de la cantidad en la que deberian aumentar su oferta para que su
mercancia fuera transportada (en detrimento de otras).

a) Presentar un modelo lineal para este problema, suponiendo que las cantidades se
pueden fraccionar. ¢Qué elementos del modelo darias como resultado para
responder alas distintas preguntas planteadas?

b) Supodngase ahora que la oferta conlleva un descuento por volumen de modo que la
cantidad que un propietario paga por cada unidad es de laforma a — g, % , donde x

es la cantidad transportada. Plantear el nuevo modelo.

c) Sobre & planteamiento del apartado a), supdngase que lo que hay es una capacidad

de volumen y peso por vagén, V y P, y gue hay que decidir ademas de cuanto
transportar, cuantos vagones hay que enganchar, existiendo un coste unitario por
vagon utilizado, cvag . Plantear el huevo modelo.

ProOBLEMA: EDICION DE CDs

Una compafiia discogréfica esta pensando en editar una coleccion de grandes éxitos
de uno de sus cantantes mas famosos. Todas sus canciones han sido agrupadas en doce
lotes. Cada lote ocupa tiene un cierto tamafio expresado en MB y tiene asociado un
indice de marketing (relacionado con su demanda esperada).

Lote Tamafio | indice marketing

1 350 15
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2 300 32
3 160 20
4 310 25
5 260 35
6 250 10
7 400 40
8 100 34
9 520 24
10 170 16
11 300 36
12 360 26

Los lotes van a ser grabados en una serie de CDs, cada uno con una capacidad
maxima de 700 MB. Ademés, para que € CD funcione en € mercado, se estima que
debe tener un indice de marketing superior a 45. Por otro lado, y dado el contenido de
sus canciones, los lotes 1, 2 y 3 se han de grabar en CDs distintos. El objetivo de la
compafia es maximizar e nimero de CDs editados, utilizando todos los lotes de
cancionesy sin editar mas de unavez el mismo lote.

PROBLEMA: VUELOS CHARTER

Una compariia aérea tiene una flota de 15 aeronaves: 5 de cada uno de tres tipos A,
B y C, cuyas respectivas capacidades para €l transporte de vigjeros son de 80, 68 y 55
personas. Una agencia de vigjes le solicita presupuesto paratrasladar a 372 personas. La
compafia analiza sus costes, que dependen del nimero de aviones de cada tipo que
quiera utilizar para transportar a esas personas, datos que se dan en la siguiente tabla en
miles de euros

Tipo 1|2 /345

A |11/20|30|40|50

B | 9/17|24 34|45

C 8152126 31
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Ademas la compafiia aérea incurre en un coste fijo adicional de 6 k€ por cada tipo

de aviones que utilice.

Proponer un modelo de programacion lineal entera cuyo objetivo sea determinar la
composicion éptima de la flotilla de aviones que va a redlizar e transporte para
minimizar los costes de la operacion.

PrROBLEMA: PROVEEDORES

Tres amacenes deben abastecer a cuatro mercados de cierto nUmero de unidades de
un producto. L os costes unitarios de transporte (en €), las existencias en los almacenesy
las necesidades de |os mercados se dan en latabla siguiente.

M1 M2 M3 | M4 | Existencias en almacenes
Al 6,7 95 220
A2 7110 9 | 6 350
A3 5,8 7|5 270
Demandas en mercados| 80 # 90 | 100|135

Cuando un almacén abastece a un mercado ha de firmar un contrato para
establ ecerse como proveedor del mercado, de modo que ha de pagar una cantidad por €l
anico hecho de ser proveedor, establecida en 100 €. La demanda de los mercados ha de

ser satisfecha

1. Establecer un programa lineal entero que permita obtener e plan de
abastecimiento mas econémico.

2. Sobre el planteamiento anterior, si de un amacén cualquiera se envia atodos los
mercados un total de menos de 100 unidades, sus costes unitarios de la tabla
anterior se incrementan en 2 €, es decir, €l coste unitario de latabla es paratodas
las unidades enviadas desde un almacén a un mercado s la cantidad total que el

almacén envia es mayor o igua que 100. Establecer un programa lineal entero

gue permita obtener el plan de abastecimiento méas econémico.

PROBLEMA: COMPOSICION DE PIENSO
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Un pequefio ganadero alimenta sus reses con una mezcla de dos piensos
compuestos, P1 y P2, que é mismo elabora, y en los que es posible encontrar tres
nutrientes N1, N2 y N3, de acuerdo con lo reflgado en la tabla, donde se da €
contenido, en gramos, de cada nutriente por kilo de pienso compuesto.

N1 | N2 | N3 | Aditivos

P1/ 100 300 400 200

P2/ 200 250 300, 250

L os costes de fabricacion de un kilo de cada pienso son de 0.3 € paraPly de 0.36 €
para P2. Las necesidades diarias de una res respecto a los nutrientes considerados son:

N1: entre 250 y 300 gramos, con una cantidad Optima de 250 gramos
N2: entre 325 y 460 gramos, con una cantidad 6ptima de 400 gramos

N3: entre 450 y 600 gramos, con un 6ptimo de 500 gramos.

La desviacion, en més o en menos, de la cantidad de nutrientes proporcionados a
una res respecto a valor optimo antes indicado requiere un tratamiento compensatorio,
con costes de 0.01 € por gramo, en el caso de N1, 0.005 € por gramo en el caso de N2y
de 0.008 € por gramo en el caso de N3.

1 Plantear un modelo de programacion lineal para determinar qué cantidad de cada
pienso hay que proporcionar a cada res para que € coste de su alimentacion sea
minimo

2. Ademas, si la cantidad utilizada de P1 fuera estrictamente mayor gque €l doble de
la de P2 e coste de P1 se incrementaria en 0.05 €/kg. Modificar el modelo
anterior afadiendo este supuesto y sin que deje de ser lineal.

PROBLEMA: EXPLOTACIONES GANADERAS

En dos explotaciones ganaderas G1 y G2 se crian vacas y cerdos, con los cuales se
intenta satisfacer las demandas de tres mataderos industriallesM1, M2y M3.

Las disponibilidades y demandas actuales de vacas y cerdos en explotaciones y
mercados, asi como |os costes de transporte unitarios entre ellos, en €, se resumen en las
siguientes tablas.

Vacas Cerdos
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M1 M2 | M3 | Disponibilidad| |M1 M2 M3 Disponibilidad

Gl 25121 20 25 6 7|8 130
G2 27119 | 25 32 8| 6|7 100
Demanda| 17 | 6 | 22 45185 76

En cada explotacion hay 6 vehiculos especialmente adaptados para €l transporte de
vacasy 8 parael de cerdos.

Un vehiculo para vacas tiene una capacidad en volumen de 100 unidades y uno para
cerdos tiene una capacidad de 80 unidades de volumen. Con independencia de la
explotacion ganadera 'y del matadero entre los que puedan hacer un vigje, €l uso de un
camion para vacas tiene un coste fijo de 200 €, ademés del coste directamente asociado
alas vacas transportadas. Por |0 que hace alos camiones para cerdos, dicho coste fijo es
de 165 €.

Una vaca ocupa 12 unidades de volumen y un cerdo 3.

1. Elaborar un modelo de programacion lineal entera que satisfaga las demandas de los
mataderos con un coste de transporte minimo.

2. Supodngase ahora que también es posible, si conviene, transportar cerdos en un
camion para vacas, aunque ello supone ciertas adaptaciones que incrementan el
coste unitario de transporte de los cerdos en 2 €. De la misma forma, es posible
transportar vacas en los vehiculos para cerdos, con un coste unitario adicional de 10
€. Suponiendo gque en un camién pueden ir vacas o0 cerdos simultaneamente,
elaborar un modelo de programacion lineal entera que satisfaga las demandas de los
mataderos con un coste de transporte minimo.

PrROBLEMA: CORTE DE BOBINAS

Laempresa EIVISSA se dedica alafabricacion de bobinas madre de plastico con un
ancho de 6000 mm. Sus clientes son empresas de envasado cuyos pedidos son bobinas
hija de anchos inferiores, tal como aparecen en la siguiente tabla:

Pedido | Anchura[mm] | Fecha de entrega [horas]

1 1500 6

2 1200 10
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3 800 7
4 750 8
5 915 8
6 315 10
7 1450 5
8 650 4
9 725 7
10 1800 12

Se trata de plantear un modelo de optimizacion para determinar 10s cortes a realizar
en las bobinas madre para satisfacer los pedidos de bobinas hija con estas posibles
diferentes funciones objetivo alternativas:

1. Plantear € modelo de optimizacién completo para minimizar el nimero total de
bobinas madre necesitadas

2. Minimizar lasumadel desperdicio lateral sobrante de todas |as bobinas

3. Minimizar la suma de los retrasos de cada pedido con respecto a las fechas de
entrega teniendo en cuenta que el corte de una bobina madre en bobinas hija dura 6
horas y que sblo se dispone de una méquina de corte de bobinas madre por lo que €l
corte de cada bobina se hace consecutivamente

PROBLEMA EMPRESA DISTRIBUIDORA

Una empresa distribuidora tiene dos almacenes centrales en las ciudades C1 y C2
desde los que abastece a tres centros de distribucién situados en D1, D2 y D3. Desde
estos centros de distribucion se aprovisionan a cuatro mercados M1, M2, M3y M4.

Sean g y e las existencias en los almacenes centralesy d,, d,, d, y d, las

demandas de los mercados. El coste de transporte unitario desde el almacén central i a
centro de distribucion j es ¢

distribucion j a mercado k es w,, . Cada unidad del articulo gestionado tiene un peso

p.

y € de transportar una unidad desde el centro de
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1. Elaborar un modelo de programacion linea que permita satisfacer las demandas de
los mercados a menor coste.

2. ¢Como se modifica dicho modelo s M1 no puede ser aprovisionado
simultaneamente desde D1y D2?

3. ¢Qué modificacion adicional hay que introducir cuando el coste unitario de
transporte entre un centro de distribucion y un mercado cuaesquiera de todas las
unidades que excedan de un minimo m, y solo de ellas, se reduce en una cantidad
h?

4. ¢Qué nueva modificacion experimenta € modelo s las unidades se transportan en
camiones que pueden transportar un peso maximo P, tal que P no es multiplo de
p ? El coste de cada camion es independiente del trayecto redlizado y asciende ala

cantidad C . Este coste se afiade a coste unitario de transporte de las unidades.

PROBLEMA PROGRAMACION DE RUTAS

Un comerciante dispone de 1000 kg de una mercancia. Tiene 4 posibles mercados
para vender esa mercancia, con distinto beneficio unitario en cada uno de ellos. Sin
embargo para acceder a cada mercado tiene una Unica posible ruta, con un coste por
cada vige entre mercados. En la siguiente figura se muestra el esquema de las posibles
rutasy el beneficio unitario en cada mercado:

A:origegn B C D

3€ 4€ b5€ 65€
Se pide formular un problema de programacion lineal en los siguientes supuestos:

1. En cada conexion hay un coste unitario de transporte: A-B: 0.75 €, B-C: 1 €, C-D:
0.75 €. Para este apartado, dar ademés la solucién optima.

2. Ademés del coste variable, en cada conexion hay un coste fijo de transporte: A-B:
300 €, B-C: 400 €, C-D: 250 €

3. Ademés del coste variable, € coste fijo de transporte depende de la cantidad
transportada, siendo los valores anteriores si se transportan por la conexién menos de
300 kg, y de 100 € menos si se transportan 300 o0 mas kg.
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4. Ademés del coste fijo del apartado anterior, el coste variable es funcién de lo
transportado, siendo los valores del primer apartado si son menos de 300 kg, 0 0.25 €
menos si se transportan 300 0 més kg.

PROBLEMA CENTRAL HIDROELECTRICA

Una central hidraulica se abastece de dos embalses, E1 y E2. La centra en cada hora
h del dia puede estar turbinando de un embalse (flecha continua de la izquierda), del
otro embalse (flecha continua de la derecha), de ambos 0 no hacer nada. L os embalses
tienen una capacidad méxima Vv, y V, (en hm?®) y reciben unas aportaciones horarias

A, y A, (enhm®) del rio correspondiente. La central tiene una produccion méaxima P

(en MW) s esta turbinando. La produccién desde cada embalse tiene un rendimiento
asociado CE, y CE, (en MWh/hm® que se supone constante). Los embalses pueden

verter energia dmacenada s fuera necesario. Ademas, los embalses tienen un volumen
inicial y final del dia VI, VI,, VF, y VF, (en hm?®) que se deben respetar. Se dispone

ademés de un perfil de precios horarios de la energia (en € MWh).

a) Definir las variables, las restricciones y la funcion objetivo del problema de
optimizacion lineal que maximiza la remuneracion diaria de su produccion de
energiay venta alos precios conocidos.

b) Suponer ahora que no se puede turbinar simultaneamente de los dos embalses y
ademas existe una limitacion técnica por la cua € cambio para turbinar de un
embalse a turbinar del otro (cierre y apertura de las valvulas correspondientes)
requiere 2 horas de operacion para hacer la maniobray en ese intervalo no se puede
turbinar. Plantear las modificaciones a introducir en e nuevo problema de
optimizacion.

c) Suponer que se puede bombear del embalse E1 a E2 (flecha discontinua) con un
rendimiento conocido de CB,, (expresado en MWh/hm®) y un consumo méximo

como bomba B (en MW). Plantear las modificaciones a introducir en el nuevo
problema de optimizacion.
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1.1.17 Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA AYUDA EN EMERGENCIAS

A
Z)gj <a Vi
]
Z)gj <V, Vj
%, 20
El avién A1l hace 50 vigiesalaaldeaVl, el avion A2 hace40 alaadeaV3y 20 ala

V5y el avion A3 hace 50 alaaddea V2 y 40 ala V4. La cantidad total de alimentos
repartidos es 1870.

RESULTADO DEL PROBLEMA CONSTRUCCION DE ALMACENES

min vx; + > fy,

X+ Yi 0

2% <Gy, Vi
j

Z)gjzdj vj
% 20,y €{0,1}

Construir los amacenes 1 y 3y servir 3000 unidades del amacén 1 a cliente 1y
1000 unidades al cliente 2 'y del amacén 3 4000 unidades al cliente 2.

RESULTADO DEL PROBLEMA TRANSPORTE DE ELECTRODOMESTICOS
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minzcljxijk

i
Zj: X <@  Vik
Z X 2by Vi, k
Zk: Xp Sty Vi,
xwzo
Frigorificos Barcelona | A Corufia | Valencia
Alicante 1500 0 3500
Huelva 2500 5000 500
Lavadoras Barcelona | A Corufia | Valencia
Alicante 3000 0 4000
Huelva 0 3000 0
El coste total de transporte es de 176000 u.m.
RESULTADO DEL PROBLEMA LOGISTICA
mex i;kvjm,-k —;k fi X —;k G Xji
D tX<h Vi
Pk
Z)gjk >b,  Vj,k
~500< ) %, — > %, <500 Vi
j j
X 20
Al D1 D2 D3
F1 600 0 500
F2 0 840 0
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Al D1 D2 D3
F1 0 0 1200
F2 700 500 0

El beneficio neto es de 29000.

RESULTADO DEL PROBLEMA GESTION DE AUTOBUSES

MIN X + X, + X, + X, + X + X
X +X =4

X +X,=8

X, + % =10

X +X, =7

X, + X% =212

X+ X, =24

X5+ X < 4+125

X, + X5 =50
xeZ,0e{01}

El nUmero minimo de autobuses es de 26.

RESULTADO DEL PROBLEMA ADQUISICION DE CAMIONES

min(0.30x+ 0.25y)800
x<10

y<5
40x+ 30y > 400
2(10-x)>5-y

X, YEZ*

RESULTADO DEL PROBLEMA PLANIFICACION DEL METRO
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MIN4X, +4X, + 4%, + 4X, + 3%, + 4Xs + 3%, + 3%,
X +X+X =1
X +X+ X+ X =2
X +X+X+X =1
X +X+X%X =1
X+ X +X =1
X+X =1
X+ X+ %21
X +X =1
X+ X, =21
X+ X+ %=1
X, +0=1
X+ X —20=0
x,0€{0,1}

}oum{&+@22Q@

RESULTADO DEL PROBLEMA OFICINA DE CORREOS

mmix

i=1
X + X, + X+ X+ %, =217
X + X+ X+ X + X, 213
X+ X+ X+ Xs +X% 215
X+ X+ X+ X, + X, 219
X+ X+ X+ X, + X >14
X, + X+ X, + X + X >16
X+ X, + X+ X+ % 213

xeZ

RESULTADO DEL PROBLEMA ABASTECIMIENTO
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min40xg + 50X, + 60X, + 70X, + 40X,, + 70X,, + 60X, +
+100000y,, + 200000y, + 80000y, +
+10000y,, + 200000y, + 200000y, +150000Y,,
X4 + X, =180

Xa = Xzt %

Xp = Koz 1 Xy

Xz T Xog = Xy

Xy, + X + X =180

X4 <100y,

X, < 200y,

X13 S 50y13

Xlt S 3Oylt

X23 < 20y23

X,, <100y,

X < 60y

Yo 2 Y2

x; >0,y,€{0,1} Vi, ]

Se eligen las conexiones (s-1), (s-2), (1-3), (1-t), (2-t) y (3-t) y pasa un flujo de
80, 100, 50, 30, 100 y 50 respectivamente. El coste total es 853300.

RESULTADO DEL PROBLEMA ADQUISICION DE MAQUINAS TROQUELADORAS

min(2x+1.75y+1.5z+0.01-0.01- 20x + 0.01-0.05-15y + 0.01- 0.01-102)8
20-8x+15-8z+10-8z > 3500

x<8

y<10

z<20

X,Y,Ze Z"

RESULTADO DEL PROBLEMA SECUENCIACION DE TRABAJOS EN UNA MAQUINA

Denominamos d; a tiempo de proceso del trabajo | y r; alafecha de entrega del

trabgo | .
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Definimos las variables del problema como

|1 sieltrabgoj sehaceenlaposicioni
%70 en otro caso

Lafuncion objetivo serala minimizacién de la demora media
1
mlnzz o

sujeto a estas restricciones.

Cada trabajo se hace unavez
2% =19
En cada posicion solo un trabajo
D> x =1 Vi
j

Para cada posicion i se acaba un trabajo en ellay su fecha de entrega es zj [ -

Por otra parte, € trabgjo j que acaba en esa posicion acaba en el instante
Z;dJstiin . Lasvariables n y p., cuentan si acaba antes de tiempo (adelantado) o
después (retrasado). Por eso p., que es la demora, es la que aparece en la funcion
objetivo

242 % +n-p =21 Vi
]

k<i j

n.p =0 xe{01

RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION |1
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max 29y, + 69y, — 6y, —18y, —10y, — 20y,
y, +2y, <90

2y, + 6y, <300

y, <40

15y, <y, <30y,

10u, <y, < 20u,

Yo ¥, 20,5, U, = {0’1}

maxg Pr Yi _ezk:thk _C;Xk

D % <X

k

>t x <t

k

Y = aX, VK

WY, < Y SU Y, VK
X Y =0,u, :{0,1},Vk

RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION E INVENTARIO

min’(ci; +¢; p;)
]

i+p,—d =i,
pjsﬁj

<

i, = 250,i, =100
i, p; 20

RESULTADO DEL PROBLEMA MISION PACIFICA
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MaX 2Xy +9Xg + 4Xyg +3Xy, +4X; + Xy + 2Xg, + 95X, +4X, +3Xy,
Xg T X5+ Xeg + X =1

Xg +Xg + Xy + Xg, <1

Xg X+ X + X%, <1

Xgg T Xy + X + X =1

Xep T Xpp + X + Xy, <1

Xy T Xg + X + X + Xy + Xgg + X+ Xy + X+ X, =2

X5 < X

Xef’Xei’XBQ’XBP’Xfi’ng’Xfp’)ﬁg’)gWXgpe{011}

RESULTADO DEL PROBLEMA MEZCLA DE CRUDO

max 7000(X,; + X,;) +6000(X;, + Xy,) - 4500(%; + X, ) - 3500(X,; + X55)
'400(X11 T X + X+ Xzz) “Yi Y,
X, + X, <5000

X5, + X, <5000

X, + X, + X + X, <9000

12X, + 6%, 100X, + X;1)

12X, +6%,, 2 8(X,, + X,)

0.5%;; + 2%, < Xy + Xy

0.5%, + 2%, < 2(X;, + X5,)

X, + X%, = 3000+ 0.1y,

X, + %X, = 2000+ 0.1y,

Xll’ X121 X21! X221 yl, y2 2 0

RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION VI

a)
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minZ{calmAlj +Z(CVUF?; +cf. A4, +carr Arr, )}

Zﬁ+NH=%m+NjVjU%=®

R <pmd; Vi ]
/740 =1

R Alj 2 OJ'U' € {0’1}
Arr,e{0,1} 6 Arr, >0

ij —
b)
A+ A

ij—1 ij+1

A

g <1 Vi, 2<j<n-1
o hien

/llj + A

jn<2-2Par; Vi,l<j<n-1
RESULTADO DEL PROBLEMA TRANSPORTE POR FERROCARRIL

a)

maxz=Y (b -6)x

2 Px<P
0<x <mx Vi

Se deben dar las cantidades de las mercancias a transportar, €l valor de la variable
dual de laprimerarestriccion paradar €l valor de cada unidad de volumen, €l valor de la
variable dual de la segundarestriccion paradar el valor de cada unidad de peso y a cada
propietario del que no se transporte nada e coste reducido de su variable
correspondiente que seria en lo que tendria que aumentar su oferta para que se
transporte algo de su mercancia.

b)
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maxz=3 (& -9 —G)X
2 VX <V

2. Px<P

0<x <mx Vi

maXZ=iZj:(Q—Q)>§;—CV392j:yj
ZV%; <Vy; V]

Z,pi)ﬁj <Py, V]

DX Smx Vi

J

x>0, y,e{01
0 bien
maxz=2> (f —¢)x —cvag-y
2 ViX S\I7y
2P <Py

0<x<mx Vi
yeZ*

RESULTADO DEL PROBLEMA EDICION DE CDs
maxzj: Y,
D x =1 Vi

J

Ztam X, <700y, Vi
Zindipgj > 45y, Vi
X;+%;+%; <1 V]
%;,y; €{0.1f
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RESULTADO DEL PROBLEMA VUELOS CHARTER
min) C,x; + > 6y, min» C,x; +6) X,
i,j i i,j i,j
> CARY j-x,2D D CARY j-x 2D
i i obien i j
D% <y, Vi D> % <1 Vi
j j

%, ¥ €{0,1} x; €{0,1}

RESULTADO DEL PROBLEMA PROVEEDORES

1
min 3 (c; X; +ccont,Y; )
> x:j’]s a Vi
]
Z X;=d, Vi

X; <MY, Vi, (M cotasuf. grande, por gjemplo, M = max(d,) =135)
X; 20,Y,€{0,1}

min " (g X; +(c; + penal,) X;; +ccont;Y; )
N
> X;<a Vi
j

2 X =d; V]
X; <MY; Vi, j(M cotasuf. grande, por gemplo, M = max(d;) =135)
X=X +X; Vi, j
Zxij >k (1-Z) Vi
J
X;<mZ Vi, j
Xi<m;(1-2) Vi, ]j(m; cotasuf.grande, por gemplo, d;)
X, X5, X 20)Y;,Z,€{0,1}

ijr7tijo ij ¥ =ij
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RESULTADO DEL PROBLEMA COMPOSICION DE PIENSO
a)
minY cX;+> p;(D,+E))
i j
quxi >min; Vj
2.8 X <max; V]
Zi:aijxi +D,-E, =opt; V]

X;,D;,E; 20

b) Dos model os aternativos:
min ¢ X; +¢,X, + (¢ +0.05) X/ +Z p,(D, +E))
quXiZminj vj |
261] X, <max; V]
Zi:aijxi +D,-E, =opt; V]

X, =X+ X/

X,=2X,<Mé

X; <M(1-96)

X, <M§

X, X, X;,D,,E; 20 6€{0,1}
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min > ¢ X, + Extra+»_ p,(D, +E;)
i j

D aX;2min; Vj

D g X, <max; Vi
Zajxi+Dj—Ej=optj Vj
X,—2X,<MJ

Extra > 0.05X, — M (1 6)
X,,D,,E, Extra>0 5€{0,1}

RESULTADO DEL PROBLEMA EXPLOTACIONES GANADERAS
a) i explotaciones ganaderas, granjas (G1y G2)
j mataderos (M1, M2y M3)
k tipo de animal (vacay cerdo)
N.. ndmero de vehiculos para transportar animalestipo k en explotacion i
DISR, disponibilidad de animales k en las explotaciones ganaderas i

DEM,, demandaen cadamatadero j decadaanimal k

COSTE;, coste unitario de transporte de explotaciones ganaderas i a mataderos |

paracadaanimal k

CAR, capacidad de cadatipo de vehiculo k
FIJO, costefijo de uso del camion para transportar animales tipo k
VOL, volumen unitario de cadatipo de animal k

Transformar un dato: ANIM, =| CAR, /VOL, |: nimero animales que caben en un
camion detipo k
Podrian ser dos problemas separados de transporte (nada los liga)

Variables:

X, animalestipo k transportados entre la explotacion i y €l matadero |
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z;, vehiculos paraanimalestipo k usados entre explotacion i y matadero j

min Ek:[izj:(cosrajkxjk + F|Jok;jk)j
> % < DIS?,  Vik
i
ijk >DEM, Vj,k
z:z%:siﬂm Vi, k
>q:.k < ANIM, 7, Vi, j,k Cuasicorrecto:VOL, x;, <CARz, Vi, j,k
X1 Zy € 2"

b)
i explotaciones ganaderas, granjas (G1y G2)
j mataderos (M1, M2y M3)
k tipo de animal (vacay cerdo)

n vehiculo
N.. ndmero de vehiculos para transportar animalestipo k en explotacion i
DISR, disponibilidad de animales k en las explotaciones ganaderas i

DEM,, demandaen cadamatadero j decadaanimal k

COSTE;, coste unitario de transporte de explotaciones ganaderas i a mataderos |

para cada animal k

CAR, capacidad de cadatipo de vehiculo k
FI1JO, costefijo de uso del camion paratransportar animales tipo k
VOL, volumen unitario de cadatipo de animal k

INCCOSTE, incremento de coste unitario de transporte para cada animal k

Variables
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>g'j‘E cantidad de animales de tipo k transportados entre la explotacion ganadera i y

el matadero | transportados en € vehiculo nimero n del tipo k

yi'j‘i;” cantidad de animales de tipo k transportados entre la explotacion ganadera i y

el matadero j transportados en el vehiculo nimero n del tipo k" (enestecaso k y k’
son diferentes)

nk
Vi

transportar animales entre la explotacion ganadera i y el matadero j

uso o no del vehiculo n diseflado para € transporte del animal k para

min" (COSTE,, X% + (COSTE,, + INCCOSTE, )y} + FIJO V")
k]
VOL, X +VOL, yin <CARV"  Vknij
;(&TE +y")>DEM,  Vjk
>4+ Y <DISR, ik
nj
>V <1 vikn
j
X Yok € Z°
vi"e {01

La solucién éptima con unatoleranciarelativa del 3 % tiene un coste de 4943 €.

Vehiculos Vehiculos
de vacas de cerdos
M1 M2 M3 M1 M2 M3
Gl (8,0)| (0,23) (0,26) | (0,24)
(8,0 (1,22
(6.0)
G2/ (80)| (67) (0,26) | (0,26)
(8,0) (0,26) |(0,26)

RESULTADO DEL PROBLEMA CORTE DE BOBINAS

Definimos i como € indice de cada pedido o bobina hija, | es el nimero total de
pedidos, j como € indice de las bobinas madre, J es el nimero maximo de bobinas
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madre posibles (una cota superior es el nimero de pedidos). A es la anchura de cada

pedido, F. eslafecha de entrega de cada pedidoy A eslaanchurade labobina madre.

Definimos lavariable

X = 1 s € pedidoi seobtiene delabobinamadre |
"] 0 enotrocaso

, D, e desperdicio delabobina j .

~ {1 si se usalabobinamadre j
j

0 enotrocaso

Lafuncion objetivo de minimizacion del nimero total de bobinas se expresa como
J
min>"Y,
j=1
Satisfaccion de cada pedido i
J
D X;=1 Vi
j=1

L os pedidos de una bobina no pueden exceder su ancho

> AX,;<AY, V]
1

La funcién objetivo de minimizacién del desperdicio de las bobinas madre se

expresa como
J
min " D,
j=1
El desperdicio se calcula cambiando la restriccion anterior
l —_—
D AX;+D; =AY, V]
i=1

La funcion objetivo de minimizacion del retraso en la fecha de entrega de los

pedidos se expresa como

minzl“R'I'i

i=1
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siendo AD, y RT. €l adelanto o retraso en lafecha de entrega del pedido i

El retraso en lafecha de entrega de cada pedido se calcula en esta ecuacion

J J
D 6jX;+AD -RT, =F Vi obien ) 6jX,-RT, <F Vi

j=1 j=1

RESULTADO DEL PROBLEMA EMPRESA DISTRIBUIDORA
1. Variables

X : numero de unidades enviadasde i a j

Y, : nimero de unidades enviadas de | a k

min > G, Xi; + 2 Wi, Y
i ik
D> X, <g Vi
]
>, =d, Vk

J
Z X = Zk:ij Vj

XY, 20 XY, eZ?

ij? ij?

1 leproveedistribuidor 1

2. Nuevavariable: Z = L
0 leproveedistribuidor 2

Afadir a modelo |as restricciones:

Y, <MZ

11 —
Y21 <M (1_ Z)
ze{0,1}

siendo, por gemplo, M =d,

3. Entiendo por €l enunciado que las m primeras siempre cuestan o mismo y las que
Se pasen son las que tienen descuento (no todas una vez se pasan).

Nuevas variables

N;., P, : excesoy defecto sobre el valor m
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1 siN,>0
710 sP, >0

Modificar funcion objetivo afiadiendo el término —z hN;,
ik
Afiadir |as restricciones:
Ye=m+N, -B, Vjk
Ny <MS, Vjk
ij <M (1_5“() ank

(Estas dos Ultimas son necesarias pues si no pueden ser distintas de 0 ambas a la
vez, paraun mismo valor de Y y lograr menor coste).

4. Seacap= {%J numero de articul os que caben en un camion. Sean las variables:

T; : nimero de camiones enviadosde i a |

S, T, : numero de camiones enviadosde j a k

Modificar lafuncion objetivo afiadiendo el término +C(ZT” +>. Sij
ij jk
Afadir las restricciones:
X; <capT; Vi, ]
Y scapS, Vjk

RESULTADO DEL PROBLEMA PROGRAMACION DE RUTAS
1.

max f, = 3A+ 4B +55C +6.5D —0.75(B+ C + D) ~1(C + D) - 0.75D
A+ B+C+ D <1000
AB,C,D=0

Solucion optima: coeficiente en objetivo A: 3, B: 3.25, C: 3.75, D: 4. Todos aportan
igual en restricciones, asi que vender todo en D.

2.
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max f, = f, —3005, — 4005, — 2506,

A+B+C+D <1000

B+C+D<10005, C+D<10005, D <10006,
AB,C,D>0 §e{01}

3.
max f, = f, +100(Y, +Y, +Y;)
A+B+C+ D <1000
B+C+D<10005, C+ D <10000, D <10000,
B+C+D=>=300Y, C+D=300Y, D > 300y,
AB,C,D>0 ¢6€{01} Ye{01

4.

max f,= f,+E +E, + E;

A+B+C+ D <1000

B+ C + D <10000, C+ D <10009, D <10000,
B+C+ D >300Y, C+ D > 300Y, D = 300Y,

E <025B+C+D) E,<0.25C+D) E, <0.25D
E, < 250Y, E, < 250Y, E, < 250Y,

AB,C,D,E >0 5e{01 Ye{0l

RESULTADO DEL PROBLEMA CENTRAL HIDROELECTRICA
a)

indices

e: embalses, E1y E2.

h: horas, 1 a24.

Parametros
V,, V,: volumen méximo [hm?].
P : produccién méaxima [MW].

A, , A, : aportaciones horarias [hm?.
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CE,, CE,: coeficiente energético [MWh/hm?].
VI,, VI, VF,, VF,: volumeninicial y final del dia[hm®].

PR, : precio en hora h [€/MWh].

Variables

P, - produccion de la central desde el embalse e enlahora h [MW].

v, : volumen del embalse en lahora h [hm?].

Funcion objetivo

M aximizacion de la remuneracion de la turbinacion de la central

maxz PR, p,,
eh

Restricciones

Continuidad en e volumen de cada embalse

vm_1+AH1—£—E“2veh Veh

e

V,=VIl, Ve
V,,, =VF, Ve

Cotas ala produccion del grupo
0<p,<P Veh
D py<P Vh

Cotas a volumen de los embal ses

0<v, <V, Veh

Se necesita crear una variable binaria que indique s se turbina desde un embalse o

desde otro pero no de ambos simultaneamente.
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t,, - seleccion de turbinacion desde el embalse e enlahora h {0,1}.

Restriccion de no simultaneidad en la turbinacién desde 1os embal ses con un retraso
de hasta dos horas

t,+t, <1 Vh
b +tna <1 Vhy t +t,,,<1 Vh
t, +t,,<1 Vh t,+t,,<1 Vh

Relacién entre produccion y variable binaria de seleccion de embalse

0< p, <Pt, Veh

Parametros

CB,, : rendimiento e bombeo [MWh/hm?).

B : consumo méximo como bomba [MW]
Variables

b, : consumo de la central en lahora h [MW].
Funcién objetivo

maXZPRh(pdn_bn)

eh

Restricciones

Continuidad en & volumen de cada embalse

Py _ B, >v, Vh
CE, CB,
P B
CE, CB,

Viha T Alh -
Vona t Azh - 2 Van Vh

Cotas a consumo del grupo

0<h <B Vh
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1.2 Codificacion de problemas de optimizacion

1.2.1 Lenguajesde modelado

Las principales aternativas actuales para el desarrollo de modelos de optimizacion

suelen ser, Sharda (1995):

Lenguajes de programacion de propésito general (C, C++, Java, Visua Basic,
FORTRAN 90) que llaman a una biblioteca de optimizacion

Tienen sentido cuando el tiempo de solucion es critico o € modelo es gjecutado con
mucha frecuencia o cuando se necesitan interfaces a medida para la entrada de datos
o salida de resultados o cuando el modelo tiene que ser integrado en otra aplicacion
0 se necesitan agoritmos de optimizacion especificos. Ademas permiten la
implantacion del modelo en un entorno software o hardware especial. Como
contrapartida requiere un tiempo de desarrollo muy elevado y, sobre todo, presenta
unagran dificultad y consumo de recursos para el mantenimiento del codigo.

Actualmente ya existen bibliotecas de componentes orientados a objetos (clases
C++) dedicadas exclusivamente a optimizacion, por gemplo, Concert de ILOG,
LINDO API de LINDO Systems, OptiMax 2000 de Maximal Software, FLOPC++
de Universidade de Aveiro. Es necesario también mencionar la iniciativa de
desarrollo de software abierto para investigacion operativa denominada
Computational Infrastructure for Operations Research (COIN-OR) (www.coin-

or.org).

Lenguajes o entornos de calculo numérico o simbdlico (hojas de calculo, lenguajes
para calculo numérico intensivo, como MATLAB, 0 para caculo simbdlico, como
Maple o Mathematica, etc.)

Los optimizadores de las hojas de célculo, por ser aplicaciones muy comunes y
conocidas, pueden ser un vehiculo eficaz de difusién de un modelo entre cierto tipo
de usuarios y facilitan e manejo de datos que se encuentren ya en dicho formato
[Ragsdale, 1998]. Como ventgjas especificas se pueden mencionar: su facilidad de
uso, su integracion total con la hoja de célculo, la familiaridad con e entorno que
facilita la explicacion del modelo y de sus resultados, asi como la facilidad de
presentacion de resultados en gréficos. Sin embargo, no inducen una buena practica
de programacion, presentan la dificultad de su desarrollo, verificacion, validacion,
actualizacion, documentaciéon y, en general, e mantenimiento del modelo y no
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permiten modelar problemas complegjos 0 de gran tamafio [Gass, 1995]. Frontline
Systems (www.solver.com) ha desarrollado optimizadotes para Microsoft Excel.

Los lengugjes de calculo numérico o ssmbdlico no son especificos de problemas de
optimizacion pero facilitan la manipulacion numérica o simbdlica de matrices y
vectores. También disponen de funciones de optimizacion.

Todas estas aternativas pueden ser utilizadas para desarrollo rapido de un prototipo
0 una demostracion ya que presentan capacidades de presentacién gréfica que
pueden ser aprovechadas. Son dificilmente utilizables cuando se plantean problemas
de optimizacion de tamafio medio o superior.

e Lenguajes algebraicos de modelado

Son las alternativas méas complejas y potentes por su capacidad de indexacion de las
variables y ecuaciones, permiten cambiar sin dificultad las dimensiones del modelo,
de forma natural separan datos de resultados. Desde &l punto de vista del modelador
permiten la deteccidn de errores de consistencia en la definicion y verificacion del
modelo. Desde e punto de vista del usuario simplifican drasticamente su
mantenimiento. Entre los lengugjes de modelado mas conocidos se pueden
mencionar: GAMS (www.gams.com), AMPL (www.ampl.com) de origen
estadounidense y MPL (www.maximal software.com) y AIMMS (www.almms.com)
y XPRESS-MP (www.dashoptimization.com) de origen europeo, por citar algunos.
De agunos de ellos se pueden descargar versiones de estudiante desde sus paginas
web. GAMS es el mas antiguo, pero con el conjunto de usuarios méas amplio, quiza
por eso con agunas limitaciones en sus capacidades de modelado. AMPL es mas
nuevo, muy potente para el modelado pero con un conjunto reducido de usuarios.
MPL es otro lenguaje de modelado robusto, cuya versién de estudiante acomparia al
libro [Hillier y Lieberman, 2002].

Existe una herramienta integrada denominada OPL Studio (www.ilog.com), en la
que se dispone de un lenguaje de modelado (OPL) y varios optimizadores
dependiendo del modelo propuesto. Esta especialmente desarrollada para problemas
de programacion (scheduling) y planificacion, aunque admite también cualquier

modelo de optimizacién lineal y lineal entera mixta. Es una herramienta integrada
ya que ademas del lenguaje de modelado, incluye sus propios optimizadores,
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Scheduler, Solver, CPLEX:, estando los dos primeros basados en la programacion
derestricciones: y el Ultimo en programaci dn matemética.

GAMS es € lenguge més ampliamente difundido comercialmente con su propia
lista de discusion de usuarios (gams-l@listserv.gmd.de) mientras que AMPL se esta
potenciando mucho en las universidades estadounidenses. Existe un proyecto
denominado NEOS Server for Optimization
(http://neos.mcs.anl.gov/neos/solversindex.html) para € céculo distribuido que
permite el envio de problemas de optimizacion escritos en AMPL o0 GAMS através
de internet y éstos son resueltos por optimizadores especificos para el tipo de
problema enviado en servidores de la red devolviendo los resultados de la
optimizacion.

Existen libros especificos que describen sus caracteristicas y que sirven como guias
de usuario tanto para € lenguaje GAMS [Brooke, 1998], [McCarl, 1998], para
AMPL, [Fourer, 2000], o para OPL [Van Hentenryck, 1999]. Incluso en Espaia se
ha publicado un libro de optimizacion que se apoya en GAMS para la presentacion
de g emplos [Mocholi, 1996]. Los campos de aplicacién de estos lenguajes son tan
amplios como los de la optimizacion propiamente dicha. Abarcan desde la micro y
macroeconomia, a la economia de la energia, a la planificacién energética o
eléctrica, a la ingenieria quimica o forestal, a la planificacion del desarrollo
econdémico o del comercio internacional, a la cobertura de riesgos financieros, a
problemas de transporte y comunicaciones, a organizacion de la produccién o
fabricacién o ala planificacién de grandes proyectos. En € caso de la programacién
de restricciones ésta aparece especiamente en problemas combinatorios para
modelar restricciones logicas.

1.2.2 Lenguaj es algebraicos de modelado

Los lenguajes algebraicos son lenguajes de alto nivel que han sido disefiados

especificamente para € desarrollo e implantacién de model os de optimizacion de forma
mas directa para los programadores y mas inteligible para los usuarios. En

? CPLEX es problablemente el mejor optimizador existente en la actualidad para problemas LP y

MIP.

3 Se denomina programacion de restricciones a un tipo de programacién légica donde el dominio de

las variables viene definido por relaciones |dgicas y por restricciones.
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consecuencia, el campo de actuacion y utilidad de los modelos de optimizacion se ha
ampliado tremendamente a utilizar estos lenguajes. Entre sus caracteristicas y ventajas
principales destacan las siguientes:

Proporcionan una formulacion sencilla de modelos grandes y complejos
Facilitan sobremanera el desarrollo de prototipos

Mejoran sustancialmente la productividad de los modeladores a permitir dedicar
mas tiempo a disefio, gecucion del modelo y andlisis de los resultados y menos ala
codificacion del mismo

Estructuran los buenos habitos de modelado al exigir una representacion concisa 'y
exacta de |os parametros/variables y sus relaciones

Recogen simultédneamente la estructura del modelo y su documentacion

Separan de manera natura los datos de la estructura del modelo y ésta de los
algoritmos de solucién

La formulacion del problema es independiente del tamafio. Permiten e uso de la
estructura del modelo para diferentes casos

Los optimizadores pueden ser intercambiados sin dificultad, se pueden probar
nuevos optimizadores, nuevos métodos 0 huevas versiones

Por gemplo, en € lengugie GAMS se encuentran entre otros disponibles los
optimizadores CPLEX, OSL, XA y XPRESS para problemas LPy MIP, MINOS y
CONOPT para problemas NLP, DICOPT para problemas MINLP y MILES y
PATH para problemas MCP.

Permiten la realizacién de cambios en e modelo de manera sencilla 'y segura, es
decir, se puede afrontar un refinamiento continuo en la formulacion del problema

Cualquier tipo de problemas de programacion lineal, no lineal, flujos en redes o
mixta complementaria resulta muy facil implantar su formulacion

4 Una manera habitual de desarrollar es utilizar una maqueta (caso ejemplo) para la depuracion y

verificacion de modelo y unavez comprobada su validez utilizar €l caso real a ser resuelto.
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Permiten la implantacion de algoritmos avanzados, que incluyan varias llamadas al
optimizador o procedimientos especificos para e problema (como por gemplo los
métodos de descomposicion)

Permiten la portabilidad de los model os entre plataformas y sistemas operativos
Como desventajas principales se pueden mencionar |as siguientes:

No son adecuados para la resolucion de problemas de pequefio tamafio por parte de
usuarios esporadicos por la barrera de entrada que supone el aprendizaje de un
nuevo lenguaje

No pueden utilizarse para la resolucion directa de problemas gigantescos cuya
formulacion completa incluso no se puede realizar (por ejemplo, a partir de 1 millén
de restricciones y/o variables)

En la gecucion se incluye un tiempo de creacion del modelo y de interfaz con €l
optimizador que raentiza la obtencion de la solucién, por lo tanto no es
recomendable cuando el tiempo de g ecucién es un factor critico.

Las tendencias o caracteristicas més actuales en e desarrollo de lenguajes

algebraicos se mueven hacia:

Interfaces de entrada y salida de datos més estrechamente rel acionadas con bases de
datos u hojas de célculo

El desarrollo de interfaces gréficas que faciliten a usuario laformulacion visual y el
entendimiento de problemas de optimizacion

Interfaz con lenguajes de propodsito general para la incorporacién de funciones
externas definidas por €l usuario dentro de la optimizacién

El avance en las capacidades de resolucion directa de problemas estocésticos (con
adicion de caracteristicas especificas en € propio lenguaje y uso de algoritmos de
descomposicion en €l optimizador) o problemas no lineales complejos

La posibilidad de ocultar € cédigo fuente produciendo versiones ejecutables para
usuarios finales

L a seleccion automatica del método y optimizador
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1.2.3 Modelado en GAMS

En este apartado se presentan varios gemplos sencillos que permiten mostrar
algunas de las caracteristicas del lenguge GAMS. Sin embargo, € manual de usuario
contiene un capitulo tutorial y lareferencia de todas las caracteristicas del lenguaje.

El tiempo de gjecucion de un modelo escrito en GAMS se puede descomponer en
estos tres tipos principales::

e tiempo de creacion

formulacion del problema de optimizacion especifico, es decir, creacion de las
variablesy de las restricciones.

e tiempo deinterfaz

5 Esta clasificacion del tiempo de gecucién de un modelo en tres componentes es relevante para los

modelos escritos en GAMS. Quiza con otros lenguajes de modelado alguno de estos tiempos puede ser
despreciable.
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escritura del problema de optimizacién en disco para su lectura por el optimizador y
viceversa.

e tiempo de optimizacion
resolucion del problema de optimizacion por parte del optimizador.

Ademas de éstos hay que afadir el tiempo de compilacién del modelo. Sin embargo,
este tiempo se da Unicamente una vez a comienzo y habitualmente es despreciable
frente a resto.

El valor e importancia de cada uno de estos tiempos se puede conocer con las
opciones stepsum, gque resume el consumo de tiempo entre [lamadas a optimizador, y
profile, que informa sobre el consumo de tiempo y memoria en cada instruccién del
codigo. Antes de iniciar las acciones de mejora es necesario realizar un andlisis de los
consumos de tiempo del modelo y de como se reparten.

1.2.3.1 Ejemplo detransporte

V eamos a continuacion un caso tipico de un problema de optimizacion lineal clésico
y cdmo este problema se codifica en el lenguaje GAMS. En € apartado de modelado en
programacion lineal entera mixta se presenta formalmente este problema y sus
caracteristicas. Sean i fébricas de envasado y j mercados de consumo. Cada fébrica

tiene una capacidad maxima de produccion de a cajas y cada mercado demanda una
cantidad b, de cajas (se supone que la capacidad de produccion total de las fabricas es

superior a la demanda total para que e problema sea factible). El coste de transporte
entre cada fabrica i y cada mercado j por cada cga es ¢;. Se desea satisfacer la

demanda de cada mercado al minimo coste. Las variables de decision del problema
seran las cajas transportadas entre cada fabrica i y cadamercado |, X, . Las ecuaciones

gue deben satisfacerse son:

Limite de capacidad maxima de produccion de cada fabrica

D x; <& paracadafabrica i
j

Satisfaccion de la demanda de cada mercado

> x; =b, paracadamercado |
Lafuncion objetivo seré laminimizacion de los costes totales de transporte
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Esta es la forma algebraica de representacion de este problema de optimizacion. La
codificacion en lenguaje GAMSS aparece a continuaci on.

STITLE MODELO DE TRANSPORTE

SETS
I fédbricas de envasado / VIGO, ALGECIRAS /
J mercados de consumo / MADRID, BARCELONA, VALENCIA /

PARAMETERS
A(i) capacidad de produccién de la fébrica i [cajas]
/ VIGO 350

ALGECIRAS 700 /

B(j) demanda del mercado j [cajas]
/ MADRID 400
BARCELONA 450
VALENCIA 150 /

TABLE C(i,J) coste unitario transporte entre 1 y j [miles de euros por cajal
MADRID BARCELONA VALENCIA

VIGO 0.06 0.12 0.09
ALGECIRAS 0.05 0.15 0.11
VARIABLES

X(i,Jj) cajas transportadas entre fédbrica i1 y mercado j [cajas]

CT coste de transporte [miles de euros]

POSITIVE VARIABLE X

EQUATIONS
COSTE coste total de transporte [miles de euros]
CAPACIDAD (i) capacidad méxima de cada fébrica i [cajas]
DEMANDA (3 ) satisfaccién demanda de cada mercado j [cajas] ;
COSTE .. CT =E= SUM[(i,3), C(i,3) * X(i,3)] ;
CAPACIDAD(i) .. SUMI[J, X(i,3)] =L= A(i) ;
DEMANDA () .. SUM[i, X(i,3)] =G= B(J) ;

MODEL TRANSPORTE / COSTE, CAPACIDAD, DEMANDA /

SOLVE TRANSPORTE USING LP MINIMIZING CT

Se ha puesto especial cuidado en presentar de forma clara, concisa y limpia el
codigo. El contenido de este codigo resulta practicamente autoexplicativo. El resultado
de la gjecucién del model o de transporte se presenta a continuacion.

Compilation
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COMPILATION TIME = 0.000 SECONDS 0.7Mb  WIN-19-115
Equation Listing SOLVE TRANSPORTE USING LP FROM LINE 39
---- COSTE =E= costetota detransporte [miles de euros]
COSTE.. - 0.06*X(VIGO,MADRID) - 0.12*X(VIGO,BARCELONA) - 0.09* X(VIGO,VALENCIA)
- 0.05*X(ALGECIRAS,MADRID) - 0.15* X(ALGECIRAS,BARCELONA)
- 0.11*X(ALGECIRASVALENCIA) + CT =E=0; (LHS=0)
---- CAPACIDAD =L= capacidad méximade cadafébricai [cajas]
CAPACIDAD(VIGO).. X(VIGO,MADRID) + X(VIGO,BARCELONA) + X(VIGO,VALENCIA) =L= 350 ;
(LHS=0)
CAPACIDAD(ALGECIRAS).. X(ALGECIRASMADRID) + X(ALGECIRAS,BARCELONA)
+ X(ALGECIRAS,VALENCIA) =L= 700 ; (LHS = 0)
---- DEMANDA =G= satisfaccion demanda de cada mercado j [cgjas]
DEMANDA(MADRID).. X(VIGO,MADRID) + X(ALGECIRASMADRID) =G=400;
(LHS =0, INFES = 400 ***)
DEMANDA (BARCELONA).. X(VIGO,BARCELONA) + X(ALGECIRAS,BARCELONA) =G=450;
(LHS =0, INFES = 450 ***)
DEMANDA(VALENCIA).. X(VIGO,VALENCIA) + X(ALGECIRASVALENCIA) =G=150;
(LHS =0, INFES = 150 ***)
ColumnListing  SOLVE TRANSPORTE USING LP FROM LINE 39
---- X cgjas transportadas entre fabricai y mercado j [cajas]
X(VIGO,MADRID)
(LO, .L,.UP=0,0, +INF)
-0.06 COSTE
1 CAPACIDAD(VIGO)
1 DEMANDA(MADRID)
X(VIGO,BARCELONA)
(LO, .L,.UP=0,0, +INF)
-0.12 COSTE
1 CAPACIDAD(VIGO)
1 DEMANDA (BARCELONA)
X(VIGO,VALENCIA)
(LO, .L,.UP=0,0, +INF)
-0.09 COSTE
1 CAPACIDAD(VIGO)
1 DEMANDA(VALENCIA)
REMAINING 3 ENTRIES SKIPPED
---- CT coste de transporte [miles de euros]
CT
(LO, .L, .UP=-INF, 0, +INF)
1 COSTE
Model Statistics SOLVE TRANSPORTE USING LP FROM LINE 39

MODEL STATISTICS
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BLOCKSOF EQUATIONS 3 SINGLE EQUATIONS 6
BLOCKSOF VARIABLES 2 SINGLE VARIABLES 7
NON ZERO ELEMENTS 19

GENERATION TIME = 0.140 SECONDS 14Mb  WIN-19-115
EXECUTION TIME = 0.140 SECONDS 14Mb  WIN-19-115
SOLVE SUMMARY
MODEL TRANSPORTE OBJECTIVE CT
TYPE LP DIRECTION MINIMIZE
SOLVER CPLEX FROM LINE 39
**** SOLVER STATUS 1NORMAL COMPLETION
**** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
**x*x OBJECTIVE VALUE 93.5000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.401 1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 5 10000

GAMS/Cplex May 18, 2000 WIN.CP.CP 19.3 016.014.038.WAT For Cplex 6.6
Cplex 6.6.1, GAMS Link 16, Using a GAMS/Cplex demo license installed at runtime.

Optimal solution found.
Objective: 93.500000
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
---- EQU COSTE . . . 1.000
COSTE coste total de transporte [miles de euros]
---- EQU CAPACIDAD capacidad méximade cadafabricai [cajas]
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

VIGO -INF  350.000 350.000 -0.030
ALGECIRAS -INF 650.000 700.000

---- EQU DEMANDA satisfaccion demanda de cada mercado j [cajas]
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

MADRID  400.000 400.000 +INF 0.050

BARCELONA 450.000 450.000 +INF 0.150

VALENCIA 150.000 150.000 +INF 0.110

---- VAR X cgjas transportadas entre fabricai y mercado j [cajas]

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

VIGO .MADRID . . +INF  0.040
VIGO .BARCELONA . 350.000 +INF .
VIGO .VALENCIA . . +INF  0.010
ALGECIRAS.MADRID . 400.000 +INF
ALGECIRASBARCELONA . 100.000 +INF
ALGECIRASVALENCIA . 150.000 +INF

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
----VARCT -INF 93500 +INF
CT coste de transporte [miles de euros]

*¥*** REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
O INFEASIBLE
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0 UNBOUNDED
EXECUTION TIME = 0.030 SECONDS 0.7Mb  WIN-19-115
**** FILE SUMMARY

INPUT  D:\TR.GMS
OUTPUT D:\TR.LST

1.2.3.2 Ejemplo de planificacién dela produccién

A continuacion se presenta un gjemplo de planificaciéon de la produccion de una
fabrica de papel. Se dispone de varias maguinas para producir diferentes tipos de papel.
Se trata de determinar cudles son las cantidades Optimas a producir de cada tipo de
papel en cada méquina para maximizar el beneficio. La demanda de cada tipo de papel
se considera fija y conocida y existen limitaciones en e tiempo de produccion
disponible en cada maguina.

STITLE Planificacidén de la produccidén de una papelera

* la papelera puede producir cuatro tipos diferentes de papel en tres maquinas
* distintas. Dada una demanda fija se trata de determinar la produccidn que

* maximiza los beneficios mensuales

SETS
M maguinas / maquinal * maquina3 /

P tipos de papel / prensa, folio, imprenta, reciclado /

TABLE TASAPROD(p,m) tasa de produccién (t por h)

maquinal magquina2 magquina3l

prensa 53 52 49
folio 51 49 44
imprenta 52 45 47
reciclado 42 44 40

TABLE COSTEPROD (p,m) coste de produccidén (€ por t)

maguinal maguina2 magquina3

prensa 76 75 73
folio 82 80 78
imprenta 96 95 92
reciclado 72 71 70

TABLE DATDEM (p, *) demanda y precio de venta
demanda precio

* (t por mes) (€ por t)
prensa 30000 77
folio 20000 81
imprenta 12000 99
reciclado 8000 105

PARAMETER TIEMPOMAQ (m) tiempo disponible al mes de cada méquina (h)
/ maquinal 672
maquina? 600
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| magquina3l 480 /

VARIABLES
PRODUCC (p,m) produccién de cada tipo papel en cada mdgquina (t por mes)
BENEFICIO beneficio (€ por mes)

POSITIVE VARIABLE PRODUCC

EQUATIONS
CAPACMAQ (m) capacidad de cada maquina (h por mes)
DEMANDAP (p) demanda de cada tipo de papel (t por mes)
BENEF beneficio (€ por mes) ;
CAPACMAQ (m) .. SUM[p, PRODUCC (p,m)/TASAPROD(p,m)] =L= TIEMPOMAQ (m) ;
DEMANDAP (p) .. SUM[m, PRODUCC(p,m)] =E= DATDEM(p, ‘demanda’) ;
BENEF .. BENEFICIO =E= SUM[p, DATDEM (p, 'demanda’) *DATDEM (p, 'precio’)]

- SUM[ (p,m), COSTEPROD (p,m)*PRODUCC (p,m)] ;

MODEL PAPELERA / ALL /

SOLVE PAPELERA USING LP MAXIMIZING BENEFICIO

1.2.3.3 Ejemplo de secuenciacion de érdenesde trabajo

Dada una méquinay 5 trabajos que hay que redizar en ella, en cualquier orden, se
dispone del tiempo de g ecucién de cada trabajo

TR1 | TR2 | TR3 | TR4 | TR5

15 13 12 14 16

y del tiempo de gjuste de la mégquina para pasar de gjecutar €l trabajo i (fila) a gjecutar
el trabajo j (columna)

TR1 | TR2 | TR3 | TR4 | TR5

TR1 2 5 1 6
TR2 3 4 2 5
TR3 4 2 3 4
TR4 5 3 6 5

TR5 4 4 4 3

Resolver € problema de determinar cudl es el menor tiempo posible para compl etar
los 5 trabagjos y como hacerlo. Se considera un ciclo de trabajo cerrado, que se repite y
vuelve a comenzar.
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STITLE Secuenciacidén de dérdenes de trabajo

SETS

I trabajos que se van a ejecutar / TR1 * TR5 /

ALIAS (i,3)

TABLE C(i,j) tiempo de ajuste para pasar del trabajo i al trabajo jJ

TR1 TR2 TR3 TR4 TR5
TR1 2 5 1 6
TR2 3 4 2 5
TR3 4 3 4
TR4 5 6 5
TR5 4 4 3
PARAMETERS

m cota superior de tiempo del problema;
VARIABLES
X(i,Jj) paso del trabajo i al trabajo j
T(i) instante de comienzo de trabajo i

TT tiempo total en completar los trabajos

BINARY VARIABLE X
POSITIVE VARIABLE T

EQUATIONS
TIEMPOTOT tiempo total de trabajo
ANTERIOR (i) de cada trabajo se parte una vez
POSTERIOR(j) a cada trabajo se llega una vez
TIEMPO(i,j) tiempo inicio trabajo j despues de i

TINICIO(j) tiempo inicio segundo trabajo;
TIEMPOTOT .. TT =E= SUM[(1i,3j) $(NOT SAMEAS(i,Jj)), C(i,J)*X(i,3)] ;
ANTERIOR(i) .. SUM[Jj $(NOT SAMEAS(i,j)), X(i,j)] =E= 1 ;
POSTERIOR(j) .. SUM[i $(NOT SAMEAS(i,j)), X(i,3j)] =E= 1 ;
TIEMPO(i,j) $(NOT SAMEAS(i,j) AND ORD(i)>1) .. T(j) =G= T(i) + C(i,3J)-m*(1-X(i,3)) ;
TINICIO(J)$(ORD(j)>1).. T(Jj) =G= SUM(i$(ORD(i)=1),C(i,J)-m*(1-X(1,3)));

MODEL AJUSTE / TIEMPOTOT, ANTERIOR, POSTERIOR, TIEMPO,TINICIO/;
m=SUM((i,3),C(i,3));

SOLVE AJUSTE USING MIP MINIMIZING TT

1.2.3.4 Ejemplo del viajante de comercio

Veamos tres posibles formulaciones del problema del vigjante de comercio escritas
en GAMS. La primeraformulacion es la denominada de Miller, Tucker y Zemlin
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TN 2 6%

:E:)% =1Vj

> x =1 Vi (1.12)
j

u —u; +[card(i) —1]x;, < card(i)—2 Vi, j
x;€{0,1},u >0

y las dos ultimas a las presentadas previamente en la seccion 1.3.2 de formulacién de
problemas de optimizacion lineal entera.

STITLE Problema del viajante de comercio

SETS

I Ciudades

K Etapas

ALIAS(I,J)

PARAMETER

COSTE (i, 3) Coste de ir de la ciudad i a la ciudad j [€]
m COTA PARA EL MAXIMO TIEMPO

VARIABLE
FOBJ Funcidén objetivo [€]

BINARY VARIABLES
X(1i,3) Indica si se viaja de la ciudad i a la ciudad j

POSITIVE VARIABLE

T(1i) Instante en que llega a una cierta ciudad

EQUATIONS

E_FOBJ1 Funcidén objetivo

E_ORIGENI1 (i) Cada ciudad es origen una sola vez

E_DESTINOL (3) Cada ciudad es destino una sola vez

E_TIEMPO(i,3) Restricciones para eliminar subciclos relacionando tiempo
E_TINICIO(]) la primera en visitar...

E_FOBJ1 .. FOBJ =E= SUM[(i,J) $(NOT SAMEAS(i,j)), COSTE(i,j) * X(i,j)1;
E_ORIGEN1 (i) .. SUM[] $(NOT SAMEAS(i,3j)), X(i,3)] =E= 1;

E_DESTINO1(j) .. SUM[i $(NOT SAMEAS(i,j)), X(i,3j)] =E= 1;

E_TIEMPO(i,Jj) $(NOT SAMEAS(i,j) AND ORD(i)>1) .. T(j) =G= T(i) + COSTE(i,Jj)-m*(1-X(i,3))
E_TINICIO(J)S(ORD(Jj)>1).. T(j) =G= SUM(i$(ORD(i)=1),COSTE(i,])-m*(1-X(i,3)));

MODEL TSPl / E_FOBJ1l, E_ORIGEN1l, E_DESTINOl, E_TIEMPO, E_TINICIO /

R R R RS E S S S S S SRS E S SRS SRR R SRR ESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEES
* Caso ejemplo: Schrage (1997) p. 319

* Esta informacién se podria introducir mediante ficheros de texto
* utilizando la instruccién SINCLUDE nombrefichero

SETS
I Ciudades
/ Atl, Chi, Cin, Hou, LA, Mon, NY, Phi, Pit, StL, SD, SF /
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TABLE COSTE(i,j) Coste de ir de la ciudad i a la ciudad j [€]

Atl Chi Cin Hou LA Mon NY Phi Pit StL SD SF
Atl 0 702 454 842 2396 1196 864 772 714 554 2363 5679
Chi 702 0 324 1093 2136 764 845 764 459 294 2184 2187
Cin 454 324 0 1137 2180 798 664 572 284 338 2228 2463
Hou 842 1093 1137 0 1616 1857 1706 1614 1421 799 1521 2021
LA 2396 2136 2180 1l6l6 0 2900 2844 2752 2464 1842 095 405
Mon 1196 764 798 1857 2900 O 396 424 514 1058 2948 2951
NY 864 845 664 1706 2844 396 0 92 386 1002 2892 3032
Phi 772 764 572 1614 2752 424 92 0 305 910 2800 2951
Pit 714 459 284 1421 2464 514 386 305 0 622 2512 2646
StL 554 294 338 799 1842 1058 1002 0910 622 0 1890 2125
SD 2363 2184 2228 1521 95 2948 2892 2800 2512 1890 O 500

SF 2679 2187 2463 2021 405 2951 3032 2951 2646 2125 500 0
COSTE(i,j) = COSTE(i,j) / 1le3 ;

m=SUM( (i,J),COSTE(i,3))

OPTION OPTCR = 0

SOLVE TSPl USING MIP MINIMIZING FOBJ
DISPLAY X.L, T.L

1.2.3.5 Ejemplo de asignacion de grupos térmicos

El problema de la asignacion de grupos térmicos de produccién de electricidad
consiste en la decision de qué grupos térmicos hay que acoplar en cada hora del dia (o
semana) de manera que:

e Seminimicen los costes variables de generacion (incluyendo costes de combustible
y costes de arranque y parada)

e Sesuministre la demanda en cada hora
e Semantengaun cierto nivel de reservarodante

e Se respeten los pardmetros de funcionamiento de los grupos térmicos (minimos
técnicos, potencia nominal, rampas de subiday bajada)

Datos

D, demandatérmicaen lahorah[MW]

R coeficiente de reserva rodante con respecto ala demanda [p.u.]

a, término lineal del coste de combustible del grupo térmico t [€/MWh]
b términofijo del coste de combustible del grupo térmico t [€/h]
ca, costede arranque del grupo térmico t [€]

cp, coste de parada del grupo térmicot [€]
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P potenciaméximadel grupo térmico t [MW]
P, potenciaminimadel grupo térmicot [MW]
rs rampade subidadel grupo térmicot [MW/h]
rb, rampade bajadadel grupo térmico t [MW/h]
Variables

R, potencia producida por el grupo térmico t en lahorah [MW]
A, acoplamiento del grupo térmicot en lahorah[0,1]
AR, arranque del grupo termicot enlahorah [0,1]

PR, paradadel grupotérmicotenlahorah[0,1]

minZi(a[Pht +h A, +ca AR, +cpPR,)

H
h=1 t=1

R.=D

=

(RA,-R)=RD, H

thﬂq W[\q—
[=N [N

A <R, <RA, 2HT

> 1o

t A1—1t = ARht - PRht (H-DT
S N (H-DT
R1—1t - F?n < I‘h (H _1)T

R.20 A, AR,.PR, {01

$TITLE ASIGNACION HORARIA DE GRUPOS TERMICOS

SETS

T grupos térmicos /GALICIA, CATALUNA, MADRID, VALENCIA,
EXTREMAD, ANDALUCI, CASTLEON/

H hora h /hl * h5/

SCALAR
r porcentaje de reserva rodante sobre la demanda [p.u.] /0.2/

PARAMETERS

d(h) demanda cada hora [MW]

/hl 1000 , h2 1400 , h3 2400 , h4 2000 , h5 1000/

pmax (t) pot médxima de cada térmico [MW]

/GALICIA 400, CATALUNA 500, MADRID 700, VALENCIA 400,
EXTREMAD 300, ANDALUCI 800, CASTLEON 800/

pmin(t) pot minima de cada térmico [MW]

/GALICIA 100, CATALUNA 150, MADRID 150, VALENCIA 50,
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EXTREMAD 50, ANDALUCI 400, CASTLEON 200 /

rs(t) rampa de subida [MW por horal

/GALICIA 200, CATALUNA 300, MADRID 500, VALENCIA 300,
EXTREMAD 100, ANDALUCI 500, CASTLEON 400/

rb(t) rampa de bajada [MW por hora]

/GALICIA 300, CATALUNA 300, MADRID 200, VALENCIA 100,
EXTREMAD 100, ANDALUCI 500, CASTLEON 400/

c(t) coste lineal de produccidén [€ por Mwh]

/GALICIA 4, CATALUNA 4, MADRID 4, VALENCIA 4,
EXTREMAD 3, ANDALUCI 2, CASTLEON 7/

b(t) coste fijo de produccidn [€]

/GALICIA 50, CATALUNA 30, MADRID 30, VALENCIA 25,
EXTREMAD 30, ANDALUCI 80, CASTLEON 70/

ca(t) coste de arranque

/GALICIA 10, CATALUNA 20, MADRID 10, VALENCIA 15,
EXTREMAD 20, ANDALUCI 10, CASTLEON 15/

cp(t) coste de parada

/GALICIA 5, CATALUNA 10, MADRID 5, VALENCIA 10,
EXTREMAD 5, ANDALUCI 15, CASTLEON 10/

VARIABLES

CT coste variable total del sistema [M€]

A(t,h) acoplamiento del grupo t a las h horas [0-1]
AR(t,h) arranque del grupo t a las h horas [0-1]
PR(t,h) parada del grupo t a las h horas [0-1]

P(t,h) generacidén producida por el grupo t a las h horas [MW]

BINARY VARIABLE A,6AR,PR
POSITIVE VARIABLE P

EQUATIONS

COSTE costes variables de generacién-funcidén objetivo [€]
DEMANDA (h) abastecimiento de la demanda [MW]

RESERVA (h) reserva rodante del sistema [MW]

COTASUP(t,h) cota superior de produccién del grupo t [MW]
COTAINF (t,h) cota inferior de produccidén del grupo t [MW]
RAMPASUB (t,h) limitacién de rampa de subida del grupo t [MW]
RAMPABAJ (t,h) limitacidén de rampa de bajada del grupo t [MW]

LOGICA(t,h) relacidén légica entre variables de acoplamiento arranque y parada ;
COSTE .. CT =E= SUM[(T,H), c(t)*P(t,h)+b(t)*A(t,h)+ca(t)*AR(t,h)+cp(t)*PR(t,h)] ;
DEMANDA (h) .. SUM[T, P(t,h)] =E= d(h) ;

RESERVA (h) .. SUM[T, A(t,h)*pmax(t)-P(t,h)] =G= d(h)*r;

COTASUP(t,h) .. P(t,h) =L= pmax(t)*A(t,h);

COTAINF (t,h) .. P(t,h) =G= pmin(t)*A(t,h);

RAMPASUB(t,h) .. P(t,h)-P(t,h-1) =L= rs(t);

RAMPABAJ (t,h) .. P(t,h-1)-P(t,h) =L= rb(t);

LOGICA(t,h) .. A(t,h)-A(t,h-1) =E= AR(t,h)-PR(t,h);

MODEL ASIGNA /COSTE,DEMANDA,RESERVA,COTASUP,COTAINF, RAMPASUB, RAMPABAJ, LOGICA/ ;
P.UP(t,h) = pmax(t)
OPTION OPTCR = 0

SOLVE ASIGNA USING MIP MINIMIZING CT
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1.2.4 Elementos de estilo de programacién

“En los Ultimos afios se ha reconocido la programacion de computadores como una
disciplina cuyo dominio es basico y crucia para e éxito de muchos proyectos de
ingenieria’ Niklaus Wirth (1976).

La programacion no es un castigo divino para los humanos, es ciencia y arte. Es
ciencia en la medida que se pueden implantar modelos matematicos compleosy que €l
pensamiento, la disciplina, la rigurosidad y la experimentacion acompafian este
desarrollo. El resultado es arte por la belleza, elegancia, sensacion que puede transmitir
un modelo y la profesionalidad de su creador.

Una forma de aprender a escribir con estilo y estructura ordenada es mediante la
lectura de gemplos ilustrativos o de codigo geno. Una manera de programar es por
refinamiento gradual de los detalles. Es importante recordar que en el desarrollo de una
aplicacion € diablo se esconde en |os detalles.

La potenciay concision de los modelos escritos en un lenguaje de modelado hacen
que €l propio codigo forme parte de la documentacion. De hecho la reutilizacion de
modelos fue una de las causas que dieron origen a los lenguajes de modelado. La etapa
de disefio del modelo cobra gran importancia para permitir posteriores ampliaciones.
Por esta razon es importante el estilo en la programacion, que incide en la calidad y
mantenibilidad: del codigo desarrollado. Piénsese que e tiempo dedicado a
mantenimiento y ampliacion de un modelo es muy superior al inicia de desarrollo. El
desarrollo y la depuracion del modelo se debe hacer con una maqueta (caso ejemplo
sencillo) parafinalmente utilizar un problemareal.

He agui agunas recomendaciones para la escritura de un modelo que inciden en la
calidad del desarrallo:

M ODULARIDAD

Estructurar e modelo en diversos modulos con diferentes propdsitos. Por gjemplo,
la inclusién de los datos' y la escritura de resultados deben separarse en diferentes
ficheros que son convenientemente insertados mediante la instruccion $include en el
modulo principal, gue contiene la formulacion del problema de optimizacion.

¢ Se entiende por mantenibilidad |a reutilizacion, reparacion o modificacion de un modelo.

™ Se recomienda la introduccién de los datos tal como son recogidos y entendidos por €l usuario y se
hacen en € modelo los célculos auxiliares que sean necesarios.
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Utilizacion de las entidades (parametros, escalares, etc.) con el mismo propoésito y
significado en las diferentes partes del codigo. Es decir, mantener la definicion y uso de
cada pardmetro y escalar en todo el cédigo para evitar la confusion del lector.

Comprobacion de la pertenencia de un subconjunto a un conjunto de forma explicita
en su definicion, es decir, evitar € uso de indices comodin en vectores y matrices. Esta
es una manerade validar y evitar errores en laintroduccion de los datos.

ESCRIBIR CODIGO PARA FACILITAR SU LECTURA

Estas otras recomendaciones estan orientadas a cuidado exquisito de la estética. Es
el primer paso en el desarrollo profesional de un modelo. Son fundamentales, aunque
aparentemente carecen de importancia para € desarrollador, pero se hacen
imprescindibles para su mantenimiento y ampliacion. El codigo debe ser limpio y claro
para que pueda ser mantenido.

Mantener una coherencia en las reglas de escritura, de manera que se observe una
norma sistematica en todo € cddigo. Por gemplo, endentacion en las instrucciones
repetitivas, sangria de tres espacios cada vez que se realiza una instruccion tipo LOOP,
IF. Las palabras reservadas del lenguaje van en mayusculas (LOOP, IF, THEN, ELSE,
SET, SCALAR, PARAMETER, TABLE, etc.). La coma del final de instruccion va
separada por un blanco. El signo de igualdad en las asignaciones se separa por espacios
en blanco a ambos lados.

Establecer paralelismos o réplicas entre instrucciones consecutivas semejantes.

Las lineas de cddigo deben tener una longitud aproximada de 100 columnas, no
sobrepasando nunca las 110. Romper la instruccién en cuantas lineas sea necesario para
cumplir esta recomendacion.

Los comentarios deben ser suficientemente ilustrativos del contenido y estar bien
localizados. Deben ayudar a documentar la naturalezay origen de los datos

Se deben utilizar nombres largos y descriptivos paralas entidades del modelo.

Los nombres y los indices de los parametros, variables y ecuaciones han de ser
acronimos que representen su significado. Se recomienda una longitud de hasta 10
caracteres para los primeros y de hasta 2 para los segundos. Los comentarios
explicativos pueden hacerse de hasta 80 caracteres.

Las definiciones de las entidades del modelo deben llevar |as dimensiones fisicas del
problema.
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Hacer un uso sistematico de maylsculas y minasculas con algun criterio
predefinido, que debe ser coherente y mantenerse a lo largo de todo € programa. Por
gjemplo, los nombres de los pardmetros, variables y ecuaciones van en mayusculas. Los
nombres de sus indices van en minusculas.

REFORMULACION MANUAL DEL PROBLEMA

Un primer estadio en laformulacion de un problema esté en la eleccion de la propia
formulacion. A veces se pueden utilizar formulaciones semejantes con coste
computacional muy diferente. Por g emplo, para la representacion de las pérdidas en un
circuito eléctrico se puede utilizar una funcién no lineal o una poligonal aproximada.
Habitualmente la formulacion poligonal convexa requiere mucho menos tiempo.

Diferentes formulaciones matematicamente equivalentes de un mismo problema de
optimizacion pueden requerir tiempos de optimizacion muy distintos. Esta afirmacion es
especidmente relevante en problemas de programacion lineal entera mixta y
programacion no lineal. Por esta razon, siempre es conveniente un gjercicio continuo de
experimentacion y reformulacién de los problemas.

V eamos estas tres formul aciones de un problema NLP
min) > ag,%Xx
i=1 j=i+1

n

X; =1
j=1
n

™M
—
X
[
Oﬂ
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=1

La ventaja de la formulacion segunda con respecto a la primera es inmediata. La

formulacion 1 requiere para evaluar la funcion objetivo aproximadamente Zn%

multiplicaciones. En la formulacion 2 se necesitan n+ n% aproximadamente. La

tercera formulacion tiene esencialmente las mismas multiplicaciones pero aparecen en
restricciones lineales. EI nimero de restricciones aumenta sustancialmente pero todas
son linedes y los métodos de manipulacion de restricciones lineales son
extremadamente eficientes. La formulacion 3 resulta ser lamés eficiente.

De hecho, algunos optimizadores realizan una etapa previa de preproceso: del
problema antes de su resolucion (pardmetro de control presolve en el CPLEX). Como
gjemplo, el impacto en el tamafno de dos problemas LP debido a preproceso realizado
por €l optimizador CPLEX 6.0 se muestraen latabla 1.3.

Caso 1l Caso 2
Restricc. Variables Elementos Restricc.|Variables Elementos
Sin preproceso | 19047 | 27262 | 81215 | 48971 | 63935 | 187059
Con preproceso, 15744 | 21982 | 51079 | 40794 @ 56133 | 135361
Decremento 17% 19% 37% 17% 12% 28%

Tabla 1.3 Reduccion de tamafios con la opcién de preproceso.

En la formulacién del problema la opcion profile muestra € tiempo y memoria

consumidosy €l nimero de asignaciones realizadas o restricciones creadas.

¢ El desarrollo de las técnicas de preproceso y reformulacién han originado avances muy importantes

en laresolucion de problemas MIP.
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Entre |las principales consideraciones para mejorar la formulacion de un problema de

optimizacion se pueden citar:

Calculo analitico del nimero de restriccionesy variables

Este es una ayuda para ser consciente del tamario esperable del problemay ver su
dependencia en funcion de los elementos bésicos que lo componen. El nimero real
de restricciones para un caso concreto se muestra con la opcién profile. Puede ser
utilizado para detectar errores en la formulacion. Por g emplo, por excesivo nimero
de ecuaciones a haber puesto dimensiones superfluas no controladas
convenientemente con conjuntos dinamicos.

Es conveniente también conocer la estructura de la matriz de restricciones, es decir,
los bloques que la componen. Existe alguna utilidad, citada en el siguiente apartado,
gue lo permite hacer.

No crear variables ni ecuaciones superfluas.

Hay que tener cuidado con lo que se entiende por superfluas porque agunas
condiciones redundantes pueden realmente llevar a obtener un modelo més fuerte en
el contexto de programacion entera. Sin embargo, €l conocimiento de la naturaleza
del problema permite introducir condiciones logicas (mediante el uso del operador
$) que eliminan algunas de ellas en la escritura de las ecuaciones o de las variables.
Por gjemplo, en el caso de una red se suprimen variables o ecuaciones asociadas a
lineas entre nudos no conectados entre si. Aunque |os optimizadores pueden detectar
algunas de estas ecuaciones/variables superfluas, es mas eficiente evitarlo mediante
condiciones expresas.

La opcion solprint=on o la utilidad gamschk puede ayudar en la deteccion de las
variables 0 ecuaciones superfluas (porgue toman valor 0 o conocido bajo toda
circunstancia en la solucion).

Reduccion del nimero de restricciones y/o elementos de la matriz aun a costa de
aumentar € nimero de variables.

Una manera de reducir e nimero de ecuaciones o de variables es introduciendo
expresamente el conocimiento que se tiene del problema real (casos particulares que
pueden aparecer y sus implicaciones). Es mas conveniente hacerlo manualmente a
dgjar quelo intente el preproceso del optimizador.
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Se puede hacer mediante sustitucion, definicion de nuevas variables, reformulacion
en general se debe intentar reducir €l nimero de restricciones y/o de el ementos de la
matriz.

Como norma general para la formulacion de problemas lineales es conveniente
saber que € tiempo necesario para su solucion por e método simplex depende
aproximadamente del cubo del nimero de restricciones, no siendo demasiado
influyente el nimero de variables. En el método de punto interior € tiempo de
gjecucion depende principalmente del niUmero de elementos (densidad) de la matriz
de restricciones.

Escalacion tanto de variables como de coeficientes y valores de restricciones a
numeros alrededor de 1

Esto mejora el comportamiento numérico en laresolucion del problemay reduce el
tiempo de gecucion. La escalacion resulta muy conveniente en problemas LP de
gran tamafio pero es imprescindible en problemas NLP. Implicitamente los valores
por omision de los parametros de control de los optimizadores estan fijados
suponiendo que €l problema esta bien escalado arededor de 1. Con una escalacion
razonable puede haber como mucho 6 6érdenes de magnitud de diferencia (por
giemplo, coeficientes de las variables entre 0.001 y 1000). La utilidad gamschk es
una herramienta muy Util para observar los intervalos de variacion de los
coeficientes de las variables en las restricciones y de las costas de éstas para detectar
potenciales problemas de escal ado.

La escalacion se puede hacer manual mente —expresando las variables, pardmetros y
ecuaciones en unidades naturales con sentido fisico para e problema— o
automaticamente mediante las opciones disponibles en € lenguage
(nombre_modelo.scaleopt=1) 0 en e optimizador (scale). La escalacion manual
requiere méas cuidado y control pero es preferible porque conserva la naturaleza
fisicadel problema dentro del codigo y esigual de efectiva que la automatica.

En cualquier caso hay que tener cuidado a realizar el escalado, especialmente en
problemas no lineales, donde pueden existir efectos no lineales que invaliden la
nueva formulacion.

Acotamiento de las variables.

Las cotas en las variables no cuentan como restricciones desde el punto de vista del
tiempo de célculo, ya que los algoritmos de optimizacion las tratan de forma
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especifica. Las cotas pueden tener sentido fisico (y, por tanto, forman parte de la
naturaleza del problema) o ser algoritmicas (es decir, cotas superfluas que nunca
deben ser activas en la solucion Optima pero que reducen e tiempo de
optimizacion).

El preproceso generalmente incluye procedimientos para €l fortalecimiento de las
cotas de las variables (reduccién de las cotas superiores y aumento de las inferiores).

TRATAMIENTO EXPLICITO DE CONJUNTOS ORDENADOS SOSN

L os conjuntos ordenados (Special Ordered Sets SOS) son conjuntos de variables que
cumplen las siguientes condiciones:

Como mucho n elementos del conjunto toman valores diferentes de 0. El resto de
elementoshadeser O

Si hay n elementos que son diferentes de O deben ser contiguos

Los conjuntos ordenados tienen un tratamiento especial en la optimizacién, por o
gue su definicion puede mejorar mucho el tiempo requerido paralaresolucion.

SELECCION DEL OPTIMIZADOR Y TIPO ALGORITMO DE OPTIMIZACION

Un lengugje de modelado permite utilizar diferentes optimizadores para la
resolucion de un mismo problema de optimizacion. Esta caracteristica representa una
gran ventaja por laflexibilidad que aporta en la seleccion del optimizador més adecuado
alas caracteristicas del problema.

En Internet (www-c.mcs.anl.gov/otc/quide/fag/linear-programming.html) y en la
revista OR/MS Today, Fourer (2003), se pueden encontrar opiniones y revisiones del
software disponible para la resolucion de problemas de optimizacion de todo tipo. Entre
los optimizadores a los que se ha tenido acceso destacan CPLEX y OSL para LP,
MINOSy CONOPT paraNLPy MILESyY PATH paraMCP.

El mgor método para un problema concreto depende de las caracteristicas del
problema, de los detalles de implantacion del método simplex o del punto interior y del
ordenador utilizado. Por esta razén los paguetes comerciales de LP importantes
incluyen métodos de punto interior (habitualmente primal-dua predictivo-correctivo),
métodos simplex (en su versién prima y dua) y de resolucion de flujos de redes
(ssimplex de red). Se debe utilizar € método de optimizacion (punto interior o barrera,
simplex primal o simplex dual) més adecuado al tipo o tamafio del problema.
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Como recomendacion general, para problemas de tamafio medio (hasta
aproximadamente de 10000 x 10000) el método més adecuado es el simplex y para
problemas de gran tamafio (desde 10000 x 10000 hasta 100000 x 100000) € mejor
método es € de punto interior (especialmente en problemas degenerados). Para
problemas de tamafio superior se requiere el uso de técnicas de optimizacion especificas
(como, por ejemplo, las de descomposicidn entre otras [Ramos, 1996]). La seleccién de
un método u otro se debe readlizar principalmente en funcion del tamafio del problema.
[Bixby, 2000] es un articulo préctico reciente donde se presentan algunas
comparaciones entre métodos de solucion del optimizador CPLEX tanto para problemas
lineales como enteros mixtos.

El método simplex también resulta adecuado en la redizacion de andisis de
sensibilidad, es decir, cuando se trata de resolver problemas similares disponiendo de
una solucion proxima y una base previa, como sucede en € método de ramificacion y
acotamiento para resolver problemas lineales enteros.

A continuacion se presenta la tabla 1.4 de comparacion entre varios optimizadores y
métodos de optimizacién. En la tabla 1.5 se muestra la diferencia de funcionamiento
entre las opciones de preproceso de dos optimizadores.

Caso 1 Caso 2

Tiempo | Indice | Iter. | Tiempo | indice | Iter.
Punto interior 41.8 1.0 32 237.3 1.0 35
CPLEX 6.0 |Simplex dual 99.8 14| 12692| 1812.6 6.6 48695
Simplex primal 156.2 3.7| 21622| 1217.5 5.1| 50280
MINOS5.3 |Simplex primal 1863.6 44.6| 23927 - - -
Punto interior 163.9 3.9/ 10798 774.4 3.3| 19524
OsL 21 Simplex primal 5309 12.7| 12685 7426.6/ 31.3| 62019

Tabla 1.4 Comparacion entre diferentes optimizadores en problemas LP.
Caso 1l Caso 2
Restricc. | Variables | Elementos| Restricc. | Variables | Elementos
Sin prep 19047 27847 82295 49715 64679 189477
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Prep CPLEX -148% | -193% | -36,2% | -17,9% | -132% | -28,6%

Prep OSL —4,9% 0,0% —2,4% | —15,6% 0,0% —9,1%

Tabla 1.5 Comparacion entre diferentes preprocesos.

Las diferencias en tiempo de resolucién que pueden encontrarse entre métodos de
optimizacion o entre implantaciones de un mismo método Ilegan a ser significativas (de
hasta 45 veces para una comparacion entre CPLEX 6.0 utilizando un método de punto
interior y MINOS 5.3 utilizando e método simplex para un problema de 19000
restricciones, 28000 variables y 82000 elementos no nulos). Para un mismo método de
optimizacion se han encontrado diferencias de hasta 3 veces entre implantaciones.

UTILIZACION DE ULTIMASVERSIONES

En general, las Ultimas versiones aportan mejoras de tiempo o funcionalidad con
respecto a versiones previas.

En particular, una caracteristica muy atractiva de los lenguajes de modelado es la
posibilidad de actuaizar la version del optimizador o cambiar de optimizador sin
necesidad de realizar modificaciones en el codigo del modelo. Ser consciente de ello y
aprovecharlo forma parte de un uso avanzado del lenguaje.

AJUSTE DE PARAMETROS DE CONTROL DEL OPTIMIZADOR

Habitual mente los parametros de control de un optimizador toman unos valores por
omision generalmente adecuados para un problema estandar de optimizacion. Sin
embargo, cuando se trata de problemas dificiles, como pueden ser los LP de muy gran
tamafio o los NLP o MIP, son convenientes pruebas especificas de gjuste con algunos
pardmetros. En particular, algunos relacionados con la eficiencia y estabilidad numérica
del algoritmo.

Los pardmetros son propios de cada optimizador y también pueden serlo de cada
método de optimizacion. Por mencionar algunos que pueden ser importantes en MINOS
(linesearch tolerance, penalty, major iterations, minor iterations, factorization frequency) y en
CPLEX (epopt, eprhs, epmrk).

Como consgjo para evitar errores o confusiones es conveniente la creacion de los
ficheros de pardmetros de control del optimizador dentro del codigo en lugar de
editarlos manual mente.
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USO DE SOLUCIONESINICIALES Y/O BASESPREVIAS

El uso de puntos iniciales es particularmente importante en el caso de problemas no
lineales, donde se debe gecutar un problema lineal cuya solucién resulte cercana a la
previsible solucién del problemano lineal.

Cuando se trata de g ecuciones sucesivas es conveniente, desde € punto de vista de
célculo, aprovechar en el algoritmo del simplex las bases de soluciones previas del
mismo problema u otro similar que haya sido resuelto previamente. La base contiene la
informacion relativa alas variables primales y duales del problema. El aprovechamiento
se controla con la opcién bratio que marca un criterio de aceptacion o rechazo de la
misma.

Como ejemplo del impacto en € tiempo de optimizacién del aprovechamiento de la
base, un problema LP de 8000 restricciones, 10000 variables y 30000 elementos
requiere 10.3, 4.4, 4.7 y 2.6 segundos en sucesivas resol uci ones.

A pesar de ello esta ventaja puede no ser suficiente para ciertos tamafios como para
superar a método de punto interior. Por ejemplo, aproximadamente a partir de 20000
restricciones por 20000 variables el método de punto interior resulta mas competitivo
gue el simplex aun comenzando éste con una base previa de un problema anterior.

DETECCION DE INFACTIBILIDADES

Un méodo muy sencillo aungue laborioso y que puede producir problemas de
consistencia y de dimensiones, es introducir variables de holgura en cada restriccién y
penalizarlas en lafuncion objetivo. Este procedimiento hace las restricciones el asticas.

Alternativamente algunos optimizadores tienen un pardmetro que detecta € nicleo
menor de restricciones infactibles de un problema (pardmetro Irreducible Infeasible
Subsets iis) y, por consiguiente, ayudan a localizar su posible causa. Una vez conocidas
el desarrollador debe modificar o eliminar alguna del conjunto para que e problema se
haga factible. Un articul o reciente de John W. Chinneck sobre algoritmos para encontrar
este conjunto minimo es [Guieu, 1999]

ANALISISDE SENSIBILIDAD

Proporciona informacién adicional sobre la solucion de un problema de
optimizacion lineal.

Algunos optimizadores permiten realizar directamente un analisis de sensibilidad a
cambios en los coeficientes de la funcidn objetivo que no producen una alteracion de la
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base Optima 0 a cotas de las restricciones que no producen pérdida de factibilidad
(pardmetros objrng, rhsrng).
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2 Teoriadeladecision

En la vida real, y tanto en e ambito profesional como € personal, nos vemos
enfrentados a multitud de situaciones en las que tenemos que decidir entre varias
aternativas. La propia optimizacion no es méas que una forma de tomar una decision
entre unas aternativas factibles.

Asi, en su dimension més bésica, un proceso de toma de decision puede entenderse
como laeleccion delo “meor” entre lo “posible”’. Ahorabien, segiin se defina qué eslo
mejor y qué es lo posible nos enfrentaremos a distintas situaciones de decision.

La optimizacién clasica tiene como caracteristica general que o mejor, €l objetivo,
es Unico y esta claramente determinado (excepto en optimizacion multiobjetivo) y que
lo posible, las soluciones factibles, no vienen expresadas explicitamente sino en forma
de restricciones y sin incertidumbre (excepto en optimizacion estocéstica, que no es
precisamente clésica)

Pero ademas de estos contextos de decision de optimizacion clésica, existen otros
gue configuran lo que se suele denominar en términos amplios la teoria de la decision.
Tres grandes bloques son los que se suelen abordar en este andlisis:

a) Lateoria dela decision con incertidumbre o riesgo, en la que se analizalatoma
de decisiones con aeatoriedad o incertidumbre en los resultados, de modo que
las consecuencias de una decisién no estén determinadas de antemano, sino que
estan sujetas a azar.

b) Ladecision multicriterio, en la que s bien dada una decision sus consecuencias
estan perfectamente determinadas, o que no esta definido tan claramente es quée
eslo megor, existiendo varios objetivos en conflicto.

¢) Lateoria de juegos, en la que las consecuencias de una decisién no dependen
Unicamente de la decision adoptada, sino, también de la que €lijan otros
jugadores. En este contexto, los problemas de decision con aleatoriedad del
bloque anterior suelen ser denominados juegos frente a la natural eza.

A continuacién, se presenta unaintroduccion a estos tres enfoques de decision.
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2.1 Teoriadeladecision con incertidumbre o riesgo

Una de las situaciones que més dificultad Ileva a la hora de tomar una decision es
aquella en la que las consecuencias de las decisiones no pueden ser controladas, sino
que estén sujetas a la aleatoriedad; esta aleatoriedad puede provenir, tanto porque €l
proceso pueda estar gobernado por € azar, como por una falta de informacién que nos
impida determinar con exactitud cuales son esas consecuencias.

El contexto en que nos encontramos por o tanto, es aquél en que el decisor ha de
tomar una decision ante una situacion con diversos estados gobernados por el azar.

L os elementos que intervienen en un proceso de decision de estas caracteristicas son

e E={E,..,E,}: conjunto de estados de la naturaleza o posibles escenarios.

e A={A,...A}: conjunto de posibles alternativas o decisiones

e X consecuenciade tomar ladecision A y sedeel estado E,

En ocasiones también intervienen las probabilidades a la hora de tomar una
decision:

e p,: probabilidad de que se de € estado E, ; este valor en muchas ocasiones no

es conocido.

S estas probabilidades son conocidas (0 han sido estimadas) antes de tomar la
decision, se dice que es un proceso de decision bajo riesgo, mientras que S son
desconocidas se habla de decisién bajo incertidumbre.

Con estos elementos, cuando el proceso se define en una sola etapa, es decir, hay
una unica decision que tomar en un momento dado, y los conjuntos de estados y
alternativas son finitos, para facilitar la comprensiéon de la situacion, se representa el
problema mediante unatabla de decision:

E!E |-!E,
R
A Xyt Xy e Xy
A Xa X 1t Xon
R IR BN A N
Ah anixnzi":xnm
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A lamatriz central formada por las consecuencias, se le suele denominar matriz de
pagos 0 consecuencias, tomada esta denominacién mas del contexto de la teoria de
juegos gque de ladecision clasica

2.1.1 Criteriosparavalorar las posibles decisiones

Lamayor dificultad en este contexto es cOmo valorar una decision o aternativa para
poder compararla con otras. Asi se presentan distintos criterios para valorar las
alternativasy, segun sea € criterio adoptado, decidir cua es la decision éptima.

Los criterios se clasifican segun utilicen las probabilidades de los distintos estados o
no. Los primeros esta claro que solo pueden ser utilizados cuando estas probabilidades
son conaocidas, mientras que los segundos pueden ser aplicados en cualquier caso.

Criterios utilizando las probabilidades de |os estados de |a natural eza.

Criterio del valor esperado:

Este criterio supone seleccionar aquella alternativa cuyo pago esperado o medio
sea mejor (s los pagos son beneficios la de mayor beneficio esperado y si son
costes la de menor coste esperado).

Este criterio es el mas comin cuando las probabilidades son conocidas, pero no
tiene por qué ser e més apropiado. Obsérvese que si e proceso de decision se
repite muchas veces en idénticas condiciones las leyes de los grandes nimeros
aseguran que en el limite e pago medio es la esperanza. Asi pues este criterio es
apropiado cuando el proceso se va a repetir muchas veces, pero puede no serlo
cuando se presenta una situacion Unica, en laque el proceso no va a ser repetido.

Criterio de lo mas probable

Este criterio supone elegir la aternativa con mejor valor para € estado més
probable, es decir, visto cudl es el estado mas probable elegir la alternativa con
mejor valor en ese estado.

Este criterio se suele utilizar més cuando el proceso de decision no es iterativo,
es decir, sellevaacabo unalnicavez.

Criterio del escenario medio

En ocasiones, cuando el espacio de estados es numérico, también es posible
establecer un escenario medio y buscar aquella aternativa Optima para este
escenario. Tiene sentido hacerlo sobre todo con distribuciones continuas
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(espacio de estados infinito). Si las consecuencias son proporcionales a estado,
este criterio es equivalente a del valor esperado. NO es un criterio muy
aconsgjable, pues, e escenario medio puede distar mucho de los escenarios
reales, aungque en ocasiones se utilice para simplificar € procedimiento.

Criterio del valor enriesgo VaR (value at risk)

Este criterio es especialmente Gtil cuando €l conjunto de estados de la naturaleza
es continuo 0 a menos tiene un nUmero de posibles escenarios muy elevado. Se
basa en que normalmente € decidor siente aversion por el riesgo, mientras que
para cantidades que superan un umbral las diferencias no le importan tanto. El
VaR es un percentil de ladistribucién de lafuncion de utilidad. Asi si se trata del
rendimiento de una inversion el VaR seria e percentil «, de modo que €
(100—- ) % de las veces se espera superar ese valor, con lo que se elegira la

opcion que tenga un VaR mayor (a revés si fueran costes). Habitualmente en
finanzas se mangja e VaR como del 5%, y en ocasiones del 10%. Este criterio
no suele usarse solo sino en compafiia del criterio del valor esperado, entrando
entonces en e mundo de la decisién multicriterio.

Criterios sin utilizar las probabilidades de |os estados de la naturaleza

Estos criterios se utilizan cuando |as probabilidades son desconocidas o ignoradas:

Criterio de Wald o minimax-maximin o pesimista

Para cada alternativa se supone que va a pasar 10 peor, y elige aquella alternativa
gue dé mejor valor. De esta forma se asegura que en € peor de los casos se
obtenga lo mejor posible, que corresponde a una vision pesimista de lo que
puede ocurrir. En e caso de que los pagos sean costes esta filosofia supone
elegir el minimo de los méximos denominandose minimax, mientras que Si son
ganancias serd el maximo de los minimos, denominandose maximin.

Criterio optimista

Es el criterio justamente opuesto al anterior, para cada aternativa se supone que
pasaralo mejor, y se elige laque dé mejor valor. Este criterio apenas es utilizado
ya que no tiene en cuenta en ninglin momento |os riesgos gque se corren al tomar
una decision.

Criterio de Hurwicz
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Este criterio combina las actitudes pesimista y optimista, valorando cada
dternativa con una ponderacion entre lo mejor y lo peor posible. Esta
ponderacion se hace multiplicando lo mejor por un factor « entre 0 y 1,
denominado indice de optimismo, y lo peor por 1-«, sumando ambas
cantidades. Se elegira la dternativa que mejor valor dé. Este criterio presentala
dificultad de estimar el valor del indice de optimismo del decisor, de modo que
habitualmente se obtiene la solucién para todos los posibles valores de este
indice y se intenta situar a decisor en alguno de los intervalos resultantes del
indice de optimismo.

o Criterio de Savage o costes de oportunidad

Este criterio toma en consideracion e coste de oportunidad o penalizacién o
arrepentimiento por no prever correctamente el estado de la naturaleza. Estos
costes de oportunidad se evalUan para cada alternativa 'y cada estado, haciendo la
diferencia entre lo mejor de ese estado y |o que proporciona esa aternativa para
ese estado, construyendo la llamada matriz de penalizaciones o costes de
oportunidad. Sobre esta matriz se aplican los criterios anteriores, pudiendo
aplicarse € del coste esperado, o, 1o que es més habitual, € criterio minimax
conociéndose entonces también como criterio de minimizar e maximo
arrepentimiento.

Vamos a ver un gemplo para clarificar todos estos conceptos. Supdngase que en la
demanda prevista para el mes siguiente de un determinado producto es 1, 2, 3 0 4, con
probabilidades 0.1, 0.3, 0.4, y 0.2, respectivamente. Si un producto que es fabricado un
mes se vende ese mismo mes el precio de venta serd de 6500 euros, mientras que si ha
de venderse el mes siguiente sera de 4000. Los costes unitarios de produccién son de
5000 euros.

Con estos datos se forma la matriz de decision:

E=1 E,=2 E,=3 E,=4

p =01 p,=0.3 p,=0.4 p,=0.2
A=1 1500 1500 1500 1500
A=2 500 3000 3000 3000
A =3 -500 2000 4500 4500
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‘ A =4 ‘ -1500 1000 3500 6000

Las distintas alternativas sel eccionadas para | os distintos criterios seran:
e Criterio dela ganancia esperada.

Las esperanzas de ganancia son las siguientes: para A 1500, para A, 2750, para A,

3250y para A, 2750. Con lo que ladecision optima es producir 3 articul os.

e Criterio delo mas probable

El estado més probable es E,, y para este estado la mejor alternativa es pedir 3

articul os.
e Criterio del escenario medio

El escenario medio resulta ser : 1x0.1+ 2x0.3 + 3x0.4 + 4x0.2 = 2.7, cOMO Se ve no
corresponde a ninguno de los estados ya que no es entero. Los beneficios serian para
A 1500, para A, 3000, para A, 3750y para A, 2750, que como se ve no coinciden

con los valores de la ganancia esperada. La alternativa elegida seria A,.

e Criterio de Wald.

Los minimos para cada decision son 1500, 500, -500 y —1500, respectivamente,
luego, la alternativa preferida seria producir 1 articulo.

e Criterio optimista.

En este caso los maximos son 1500, 3000, 4500, -1500, y por lo tanto, se elegiria
producir 4 articulos.

e Criterio de Hurwicz
En este caso, para cada alternativa tenemos: A 1500, A, 3000« +500(1-« ), A
4500 -500(1-r) y A, 6000« -1500(1- ¢ ). Si @ <0.4, la alternativa seria producir

1 articulo, mientras que s es superior seria producir 4 articul os.
e Criterio de Savage

El primer paso es construir la matriz de penalizaciones o costes de oportunidad. La
matriz la formamos por columnas, obteniendo el maximo de la columnay restéandole
aeste valor e pago de cada alternativa. Asi lamatriz obtenida es:
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0 1500 3000 4500
1000 0 1500 3000
2000 1000 0 1500
3000 2000 1000 0

Ahora aplicamos €l criterio minimax, para minimizar la méxima penalizacion,
obteniendo que los maximos son 4500, 3000, 2000 y 3000, por lo que la aternativa
seriaproducir 3 articulos.

2.1.2 Valor esperado delainformacion perfecta (VEIP)

La idea en esta seccion es que podria modificarse €l conocimiento que se tiene
acerca de los estados de la naturaleza. Esa modificacion puede conllevar un coste y la
pregunta es, ¢qué valor tiene disponer de esainformacion? ¢cuénto estamos dispuestos a
pagar por ella? Hay que tener en cuenta que con mayor informacion la ganancia
esperada serd mayor.

Asi, se define la ganancia esperada con informacion perfecta a la esperanza de la
ganancia tomando para cada estado la mejor opcion. Para el gemplo de la seccién
anterior seria 0.1-1500+ 0.3-3000+ 0.4- 4500+ 0.2- 6000 = 4050.

Por otro lado, se estima la ganancia esperada con incertidumbre, es decir, la
ganancia esperada con la decisién que se haya tomado con alguno de los criterios
anteriores. Asi, si ladecision seleccionadaesla A;, laganancia esperada es 3250.

Por ultimo se define e valor esperado de la informacién perfecta, denotado por
VEIP, a la diferencia entre ambas ganancias, es decir, la diferencia entre la ganancia
esperada con informacién perfecta y la esperada con incertidumbre. Para el gjemplo
seria VEIP= 4050 — 3250 = 800.

Obsérvese que es equivalente a utilizar e criterio de Savage con la minima
penalizacion esperada.

2.1.3 Procesos decision polietapicos: Arboles de decision

Otra situacion muy habitual en un proceso de decisién es que no sea un proceso
estatico, sino dinamico, es decir, que sea un proceso secuencia de decision-azar, donde
secuencialmente se van tomando decisiones y va actuando € azar condicionando las
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decisiones posteriores. Esta situacion es absolutamente andloga a la de la programacion
estocastica, y en particular, alade la programacion dindmica estocastica.

Para representan |a aleatoriedad por etapas se suele utilizar os denominados arboles
de escenarios. Sin embargo, para nuestro contexto no es suficiente representar la
aleatoriedad, ya que las decisiones tomadas en el proceso condicionan |o que puede 0 no
darse posteriormente, representandose en un arbol de decision la secuencia de
aleatoriedad y decisiones que conforman el proceso. Esta representacion es apropiada
cuando tanto el espacio de estados como el de |as decisiones es discreto.

Para representar graficamente en un arbol de decision el proceso se utilizan los
siguientes elementos y notacion:

Vértice de azar: son vértices que representan puntos en los que la naturaleza
elige un estado. De estos vértices salen tantos arcos como estados de la
natural eza posibles hay en ese punto, y se representan mediante un circulo.

Vértice de decision: son vértices que representan puntos en los que hay que
tomar una decision. De ellos salen tantos arcos como aternativas posibles hay en
ese punto, y se representan mediante un cuadrado.

Vértice inicial o raiz: es la raiz del arbol, de donde salen tantos arcos como
decisiones iniciales hay, ya gue en un proceso de estas caracteristicas lo primero
es tomar una decision.

Vértice terminal u hoja: son los vértices finales de una rama que es sucesion de
estados y decisiones. Se les asigna €l coste 0 beneficio (segun sea la funcion
objetivo a evaluar) del camino seguido para llegar a él, y se representan por un
tridngulo.

El &bol se construye de laraiz alas hojas, mostrando € proceso secuencial que es
seguido. Unavez acabado se valora de las hojas alaraiz de la siguiente forma:

Nodos de azar: se valoran con aguno de los criterios mostrados para valorar
decisiones, en general, suele ser el del valor medio, pero, no tiene por qué ser
asi.

Nodos de decision: se valoran eligiendo la mejor decision segin € criterio

considerado. Las decisiones no seleccionadas se consideran rechazadas y con
ello todos |os caminos que salgan de ese arco.
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Veamos € siguiente gemplo. Un vendedor ambulante ha de decidir en el mes de
Enero s va a acudir a una feria que se celebra en el mes de septiembre, porque en el
caso en que sea que si tendra que pagar 40.000 euros de licencia para poder montar su
puesto en la feria. Un mes antes de la feria se conocen las previsiones meteorol 6gicas
para el mes de septiembre, de modo gque s estas son de mal tiempo e vendedor sabe
que lo mas rentable es no ir ala feria. Por experiencias de afios anteriores sabe que €l
30% de las veces estas previsiones son de mal tiempo. En el caso de que sean buenas las
previsiones, €l vendedor decidirdir alaferiay hacer el pedido de productos a vender.
Puede hacer dos tipos de pedido: un pedido grande de 900 unidades, con un precio
unitario de compra de 100 euros y un precio de venta de 300 euros, 0 un pedido
pequefio de 600 unidades que comprara a 125 euros y vendera a 350. Una vez en la
feria, este vendedor estima que la demanda puede ser de tres tipos. demanda alta de 900
unidades, media de 600 unidades, y baja de 300 unidades, con probabilidades 0.3, 0.5y
0.2, respectivamente. Sin embargo, se da la circunstancia de que si la demanda es mayor
que la cantidad de productos que ha llevado €l precio de venta se vera reducido en 50,
en concepto de penalizacion.

Este problema es claramente un proceso secuencial de decisionesy aleatoriedad que
puede ser representado gréficamente mediante el siguiente arbol de decision:

D.Alta 0'3..- 140.000

A2 M DNEdia 05 > \50.000
P. Grande /DMedla 0'5 l

D.Bga0z -40.000

: D2
Buen tiempo 4
o7 D.Alta03.. ¥ \65.000

‘e l 5000
P. Pequefio A2 Ve D.,.Médiao-s..,,»&
D Baaoz ™/ \.10.000

D1 Maltlempo' ﬁ -40.000

No permM 0

Lavaloracion de los nodos se hace como sigue:

e Nodo A2: habra que valorarlo segun alguno de los criterios vistos, por ejemplo si
utilizamos el del valor medio se valorara con 59.000, s fuera el de Wald con —
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40.000. En cualquier caso hay que definir uno de ellos para todos los nodos, asi
gue lo desarrollaremos segun €l criterio del valor medio.

e Nodo A’2: puesto que se ha decidido hacerlo segin € criterio del valor medio,
sera 65.000.

e Nodo D2: a ser un nodo de decision se valora con el mejor valor de los nodos
conectados a él, esdecir, el mejor de A2y A’2, con 65.000

e Nodo Al: es un nodo de azar, luego se valora por el criterio adoptado con la
media del nodo 45.500.

e FEl otro nodo es un nodo terminal valorado con O.

e Nodo D1: es un nodo de decision en e que se elige entre 45.500 y 0, con lo que
resulta valorado 3n 45.500. Ademas es el nodo inicial, con lo que ya se ha
valorado todo el arbol.

Asi la politica Optima resulta ser pedir € permiso en Enero, y si hace buen tiempo ir
con pedido pequefio. Esta politica 6ptima nos da una ganancia esperada de 45.500
euros.

En bastantes situaciones es posible incorporar informacion al arbol de decision de
manera parcial. Para llevar a cabo esta incorporacion ha de utilizarse el analisis
bayesiano. Este andlisis modifica las probabilidades de los escenarios en funcion de la
nuevainformacion de que se dispone.

El andlisis bayesiano se fundamenta en los dos resultados de probabilidad méas
utilizados en el célculo de probabilidades condicionadas. € teorema de Bayes y €l
teorema de la probabilidad total.

El teorema de la probabilidad total permite calcular la probabilidad de un suceso a
partir de las probabilidades de este suceso condicionadas a otros sucesos que formen un
sistema completo, es decir, cuya union sea todo el espacio muestral y sean diguntos.

Asis {B,...,B,} sontdesque UB =Q y BB, =& Vi=# ], paracualquier suceso

(no necesariamente sobre el mismo espacio) setiene
P(A)=> P(A/B)-P(B)
Por otra parte € teorema de Bayes establece la probabilidad de un suceso A

condicionada a la ocurrencia de otro suceso, cuando la informacion de la que se dispone
es del condicionado inverso:
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P(A/B)-P(B)

P(B/A) = oA

Supdngase que en € gjemplo anterior, €l vendedor dado la suma tan ata que esta en
juego busca desesperadamente alguien que pueda darle informacion adicional en Enero
acerca de lo que va a ocurrir con € clima en septiembre. Al fin encuentra a un experto
meteorologo que le dice que € puede hacer una prediccion por 10.000 euros de nada, y
que yalo ha hecho mas veces con | os siguientes resultados:

- cuando hizo bueno acerté 3 de cada 5 veces
- cuando hizo malo acert6 2 de cada 5 veces.

Al vendedor entonces se le presenta una decision previa a decidir si va a pedir €l
permiso que es si consultar a experto. Asi ahora el nodo inicial es otro del que salen
dos arcos, uno gue es consultar a experto y otro que es no hacerlo. En € caso de que no
le consulte todo se mantiene igual exactamente que antes, con lo que el nodo que sale de
ahi ya estaria valorado: 45.500. Quedaria por valorar €l otro nodo, pero hay que tener en
cuenta que tras la consulta viene un nodo de azar acerca del resultado de la consulta, y
que ademas segln sea este resultado modifica las posteriores probabilidades de
ocurrencia de buen tiempo y mal tiempo (todo €ello fidndonos de lo que dice el experto,
claro estd).

Asi, primero necesitamos obtener |as probabilidades de lo que dira el experto.

Empecemos por recopilar y denotar la informacion disponible. Llamaremos B a
suceso hace buen tiempo en septiembrey M a suceso hace mal tiempo. Llamaremos
DB a suceso e experto dice que va a hacer buen tiempo, y DM al suceso el experto
dice que va a hacer mal tiempo.

La informacion de la que disponiamos ya es P(B)=0.7 y P(M)=0.3. Por otra
parte, ahora nos dicen P(DB/B)=3/5=0.6 y P(DM /M) =2/5=0.4, de los que se
deducen por complementariedad, P(DM /B)=1-3/5=04 y
P(DB/M)=1-2/5=0.6. De estos datos, aplicando el teorema de la probabilidad total
podemos obtener directamente la probabilidad de que el experto diga que hara bueno o
que diga que haramalo:

P(DB) =P(DB/B)P(B)+P(DB/M)P(M)=0.6x0.7+0.6x0.3=0.6

P(DM) = P(DM / B)P(B) + P(DM / M)P(M) = 0.4x0.7+0.4x0.3= 0.4
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Este ultimo valor podia haberse obtenido directamente por complementariedad.

Estas seran las probabilidades de los arcos que salen del nodo del experto, pero
segln sea una u otra afectard a las probabilidades que habra que poner en los arcos
posteriores cuando se llegue a nodo de la prevision meteorologica de septiembre, ya
que las probabilidades han de ser probabilidades condicionadas a los valores que la
aleatoriedad haya tomado previamente. Asi en los arcos posteriores a que dice que €l
experto dice que hara bueno, las probabilidades que hay que situar son P(B/DB) y

P(M /DB), mientras que en las que derivan del estado dice el experto que hara malo
seran condicionadas al suceso DM . Por lo tanto, hay que calcular estas probabilidades
condicionadas ya que no las tenemos y paraello se utiliza el teorema de Bayes.

P(DB/B)P(B) 0.6x0.7 _

P(B/DB) = 07
P(DB) 0.6
p(M /DB) = P(PB/M)P(M) _ 06x03 _ 5
P(DB) 0.6
p(B/DM)= P(OM/B)P(B) _04x07 _,,,
P(DM) 0.4
P(M /DM) = P(OM/M)P(M) _0.4x03_, 5

P(DM) 0.4

Estas probabilidades son las que habria que poner entonces en las ramas
correspondientes y valorar de nuevo toda esta parte del érbol. Sin embargo, en este caso
No es necesario, ya que resulta evidente que las probabilidades de que haga buen o mal
tiempo no se ven afectadas por 1o que diga €l experto, de modo que éste no es més que
un embaucador que pretende engafiar al vendedor y aprovecharse de su buena fe. Suerte
gue nuestro vendedor sabe de célculo de probabilidades y de teoria de la decision.

2.1.4 Utilidad: concepto y funciones de utilidad

Por ultimo, dentro de esta introduccion a la teoria de la decision vamos a hablar de
un concepto muy utilizado en este contexto, la utilidad.

En lo gque hemos visto siempre hemos supuesto que las aternativas tienen pagos
cuantificables, sin embargo, no siempre es cierto. Vaoraciones de tipo calidad,
prestigio, etc. no son valores numéricos. Por otra parte, aunque los pagos sean
numeéricos el valor que nosotros damos a una cantidad, que es personal, no siempre es
proporciona a ella. Obsérvese que para una persona determinada y en un contexto

28/09/2009



MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

determinado, no es o mismo ganar de repente un millén de euros teniendo un capital de
10 euros, que disponiendo ya de 100 millones de euros ganar ese millén. O visto de
forma negativa, no es lo mismo perder un millén cuando no tienes nada, que perderlo
cuando tienes 100 millones.

Parareflgar esta valoracion de los pagos, no por el pago en si, sino por e valor que
tiene éste para el decisor, se utiliza la utilidad, que es una valoracion persona de una
cantidad que no varia proporciona al importe de esa cantidad.

La utilidad se plasma en la funcion de utilidad que es una funcién que resume la
importancia que esa persona asocia a diferentes cantidades. Se trata de un indice o
escala personal del decisor, y por lo tanto, diferente para cada persona que lo plantee,
que ha de ser no decreciente (a mayor importe, mayor utilidad).

Laformalizacion de lo que ha de cumplir una funcién para poder ser unafuncion de
utilidad, se hace axiométicamente. No hay una Unica forma de establecer los axiomas
gue ha de cumplir una funcién de utilidad. A continuacién, se presenta la axiomética
planteada por Von Neumann y Morgenstern cuando introdujeron este concepto. Para
ello definiremos lo que son las loterias y la relaciéon de equivalencia entre ellas, para
poder definir larelacion de preferencia que ha de reflgjar una funcion de utilidad.

Una loteria viene dada por un conjunto de valores posibles de ganancia y unas
probabilidades. Formalmente se describe como (p,,f;...; p,,f,), donde p denota la

probabilidad de obtener una ganancia r, . Por ejemplo, dada una |oteria que gréficamente
seria

500

3/4 0

se denotaria por (1/4, 500; 3/4, 0).

Se definelarelacion L pL, s laloteria L, es preferidaalaloteria L,, y larelacion
de equivalencia LjL, s la loteria L, es indiferente a la loteria L,, es decir, son

equivalentes.

Dadas estas definiciones, podemos definir formalmente la utilidad de una cantidad
r. en funcion de una loteria y que denotaremos por u(r.) como €l valor g tal que es

equivalente recibir con seguridad la cantidad r., que serialaloteria (L) alaloteriaen
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que se recibe con probabilidad g el valor més favorable de la loteria de referenciay

con probabilidad 1- g, €l resultado menos favorable.

Lafuncién de utilidad seriala funcion que especifica todos los pagos de la loteria, y
la utilidad esperada de una loteria seria Z pu(r). Asi pues, las aternativas de un

problema de decision se pueden ver como loterias, ya que se tienen unos pagos con
ciertas probabilidades cuando es decision bajo riesgo.

Dadas estas definiciones, se pueden mostrar los axiomas que Von Neumann y
Morgestern establecieron para que una relacion de preferencia/indiferencia pueda
definir una funcion de utilidad.

Axiomas de Von Neumann y Morgestern

De ordenacion completa

Dados r, y r,r2 se cumple: r,pr, 0 r,pr, 0 rir,. Ademés esta ordenacion ha de
cumplir lapropiedad de transitividad (r,pr, y r,pr, implicaque r pr, ).

De continuidad

Sirpr, y r,pr, entoncesexiste c tal que (L,r,)i(c,r;1-c,r,)

Deindependencia

S rjir, entonces Vce (0,1) sonindiferentes (c,r;;1-c,r;) y (c,r,;1-c,r,)

De probabilidad desigual

Si r,pr, entonces (c,r;1-c,r,)p(c',r;1-c'r,) SSc>C

De probabilidad desigual

Dada una loteria compuesta existe una equivalente simple. Por gemplo, son
equivalentes las siguientes dos loterias:

0.3 10 10
05 O<:Z 0.15
Oio 0.7 -5

0. 5 0.85 5
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La funcion de utilidad aunque no vaya entre 0 y 1 puede ser transformada a este
rango. Sea u(x) unafuncion de utilidad, y sea v(x) =au(x)+b (a>0). Entonces:

L, pL, usando u(x) sy solos L,pL, usando v(x)
*LjiL, usando u(x) siy solos LjiL, usando v(x)

De modo que s la funcién de utilidad de un individuo no vaentre 0 y 1, se puede
X—min(u(x))
max(u(x)) — min(u(x))

transformar a este rango utilizando la funcién de utilidad v(x) =

Por ultimo, restaria saber como estimar la funcion de utilidad de un individuo. Para
ello, se propone ir comparando loterias, de modo que en unas se obtenga un valor
seguro y en otras ciertos valores con determinadas probabilidades, o viceversa. Por
giemplo, se parte de u(min(x)) =0 y u(max(x))=1. A continuacion, para saber qué
valor tendrd utilidad %%, se pide que €l individuo diga cudl es la cantidad en que para €l
es indiferente recibir esa cantidad con seguridad frente ajugar una loteria en que puede
obtener el méximo con probabilidad ¥2 'y el minimo con probabilidad también %2 (es
decir, serialaloteria (1/2, max(x);1/ 2, min(x))). A continuacion, hacer |o mismo con el
de Y4 (pero utilizando en la loteria de comparacion en lugar de e maximo € valor
obtenido antes de utilidad ¥%2), con € de %,... y asi sucesivamente, hasta describir la
funcion de utilidad.

Una funcién de utilidad de un individuo ha de representar la conducta ante €l riesgo
de este individuo. Para €ello, se define € equivalente de certeza de una loteria (CE(L))
como el valor en que es indiferente ese valor seguro a la loteria L, y ventaja de riesgo
(RP(L)) aladiferencia entre el valor esperado de la loteriay su equivalente de certeza,
es decir, E[L] — CE(L). Seguin sea el signo de este valor supondra que hay preferencia
por €l riesgo o por el contrario aversion al riesgo. Mas concretamente, se puede resumir
en los siguientes tres tipos de actitud ante € riesgo:

e Contrario alos riesgos 0 aversion al riesgo: RP(L) > 0 (la funcion de utilidad seria
concava)

e Neutra frente ariesgos: RP(L) = 0 (lafuncion de utilidad seria unalinea recta)

e Preferenciapor € riesgo: RP(L) < 0 (lafuncion de utilidad seria convexa)

Una gréfica de una posible funcién de utilidad es la que se tiene a continuacion. Las
zonas concavas (en la gréfica las extremas) suponen zonas de aversion al riesgo ya que
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dados dos puntos la cuerda que los une, que representaria la neutralidad queda por
debajo, 1o que supone valorar més la cantidad que su propio valor. Sin embargo las
Zonas convexas representan preferencia por e riesgo ya gque vaoran por debago las
cantidades.

Utilidad

V alor real

Es muy habitual aplicar todos los conceptos de decision vistos previamente con
utilidades méas que con las cantidades reales para reflgjar claramente e caracter del
decisor.

2.2 Decision multicriterio
2.2.1 Introduccion: conceptos basicos

Se puede decir que un problema general de decision consiste en elegir lo meor entre
lo posible. Esta definicidn, como ya se havisto, implica definir qué eslo mejor y qué es
lo posible.

Respecto a lo posible, se trata de establecer las alternativas o puntos factibles
existentes. El conjunto puede ser discreto o continuo. En general, se considera discreto
y se aplicala metodol ogia apropiada cuando es factible enumerar y tratar explicitamente
cada uno de las alternativas posibles. En el caso continuo o caso discreto donde no
viene explicitamente definido el conjunto de aternativas es cuando se habla de conjunto
0 region factible. Este conjunto o regién factible, a su vez, puede venir definido de
forma rigida mediante restricciones o de forma mas flexible mediante lo que se conoce
como niveles de aspiracion.

Respecto a lo mejor, se puede definir segin un Unico criterio 0 segin varios
criterios. Los problemas de decision con un unico criterio y conjunto factible continuo
(entendiendo por éste la extension a conjuntos discretos no definidos explicitamente)
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son basicamente problemas de optimizacion “clasica’: lineal, entera o no lineal. S
ademas incluyen aleatoriedad, estariamos ante un problema de optimizacion estocastica.
Si e conjunto factible es discreto, solo tiene sentido plantearse el problema en e caso
de que haya aeatoriedad, siendo entonces un problema de los conocidos como
problemas clésicos de decision® y visto en la seccién anterior.

En e caso en que haya varios criterios, s la region factible es continua, se puede
resolver €l problema mediante métodos denominados de optimizacion multiobjetivo o
mediante métodos satisfacientes (programacion por metas). Si 1o posible viene definido
por un conjunto discreto de alternativas (pudiendo incluso no ser numeérico el valor de
los criterios), existen métodos multicriterio discretos para resolver € problema.

De forma general un problema de decision multicriterio vendria formulado de la
siguiente forma:

opt z(x) = (z,(X),...., Z, (X))
xe F

donde F es € espacio de decisiones o soluciones (si es continuo, se denomina region
factible, F c R").
Al conjunto z(F) se le denomina espacio de objetivos o resultados (en el caso de

que sean criterios numéricos z(F) c RP).

A continuacién se exponen algunos conceptos basi cos de la decision multicriterio:

Atributo: “valor” observado (medido) de una decision independientemente del
decisor. Los atributos suelen ser competetidores o contradictorios entre si.

Objetivo: direccion de mejora de un atributo. Esta direccidn sera de maximizaciéon o
minimizacion en el caso de atributos numéricos y en el caso de atributos no
numéricos vendra dado por un sistema de preferencias (por ggemplo, si e problema
fuera la seleccion de un automovil, € color seria un atributo no numérico y se
estableceria un sistema de preferencias sobre este atributo).

Nivel de aspiracion: es un nivel aceptable de logro para un atributo.

* No tiene sentido sin aleatoriedad, ya que si € conjunto esta definido explicitamente y no hay
aleatoriedad, basta una exploracion de las alternativas para ver cua eslamejor.
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Meta: es lacombinacion de un atributo con su nivel de aspiracion.

Criterio: son los atributos, objetivos o metas relevantes en un problema de decision.

Dadas estas definiciones previas, 10 primero que se necesita en un problema de
decision multicriterio es dar un concepto de solucién. El concepto de solucion utilizado
habitualmente es e concepto de éptimo de Pareto. Este concepto estd basado en €l
criterio de optimalidad paretiana, enunciado por Pareto en 1896:

“Una alternativa es €ficiente (o Pareto Optima) s toda alternativa que proporcione
una mejoraen un atributo produce un empeoramiento en a menos otro de los atributos.”

De esta definicién, se deriva la de alternativa dominada o no eficiente, como una
aternativa parala que existe otra alternativa con todos | os atributos mejores.

Asi se define el conjunto eficiente o de Pareto o también llamada frontera de Pareto
(por su representacion en el caso continuo como parte de la frontera del espacio de
objetivos o resultados) para atributos numeéricos con objetivos de maximizacion como

e ={xe F:3X e Flz(X) 2 z(x) Vk y 7(X) > (X) paraa menosunte {1..., p}}

Un g emplo gréfico para dos atributos podria ser € siguiente:

Espacio de objetivos

mm  (Conjunto eficiente o de Pareto

max(z,2,)

mm  Alternativas dominadas

Sin embargo, en la mayoria de las situaciones, € fin Ultimo es dar una Unica
solucion, no un conjunto de posibles soluciones. Se denomina solucion de mejor
compromiso alasolucion del conjunto eficiente que es seleccionada por el decisor.

A continuacion, vamos a ver diferentes métodos usados en decision multicriterio
continua. Basicamente hay dos enfoques dentro de estos métodos. los métodos de
optimizacion multiobjetivo y los métodos satisfacientes o programacion por metas.
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2.2.2 M étodos de optimizacion multiobjetivo

Estos métodos buscan optimizar los objetivos satisfaciendo unas restricciones
rigidas que determinan laregion factible. El planteamiento del problema seria

max z=(z,(X),...., Z,(X))
xe F

donde z(x) es la funcion matemética que describe € atributo i-éssimo, xc R" es €

vector de variables de decisién y F es & conjunto de restricciones que definen las
posibles soluciones.

Dentro de los métodos de optimizacién multiobjetivo existen métodos para generar
el conjunto eficiente en su totalidad y métodos para dar una solucién compromiso.

Antes de ver estas técnicas se van a presentar dos conceptos que seran de gran
utilidad para comprender e interpretar €l problema planteado: la matriz de pagosy las
tasas de intercambio.

La matriz de pagos (pay-off matrix ) es una matriz donde se representan por filas el
valor Optimo de un objetivo sin considerar el resto de objetivos (resolviendo el
problema independientemente), y los valores que resultarian para los demas objetivos
con esa solucion. Esta matriz representa € grado de conflicto que hay entre los
objetivos propuestos.

Por gjemplo, supdngase un problema en que hay que determinar la composicion de
una mezcla a partir de unas ciertas componentes basicas. Supdngase que se desea que €l
coste unitario de la mezcla sea minimo pero que la calidad sea maxima, medida ésta
como una funcién de las componentes. Se tendrian entonces dos objetivos
contrapuestos. minimizar € coste y maximizar la calidad. La matriz de pagos seriade la
forma

Coste | Cdlidad

Coste m, m,
Cdidad m,, m,,

donde m, es el minimo coste que se puede lograr con las restricciones impuestas en e
problema y m, es la calidad para la composicion que da e minimo coste; en la

siguiente fila seriaa revés, es decir, m,, seriala maxima calidad que se puede lograr de
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la mezcla, y m,, seria €l coste de esa mezcla. Asi, si el espacio de objetivos fuera el

siguiente, donde el conjunto eficiente esta marcado en negrita,

3500

2000

Coste

1006

2 Calidad 9 11

la matriz de pagos seria

Coste | Calidad

Coste 1000 2

Calidad | 3500 11

Por otra parte, |as tasas de intercambio (trade-offs o costes de oportunidad) entre los
atributos representan |o que se esta dispuesto a empeorar de un objetivo por mejorar en
una unidad otro objetivo. Serian las pendientes de |os segmentos que forman € conjunto
eficiente. Asi, en el segmento A’B’ latasade intercambio entre el costey la calidad ser&

_2000-1000

AB T

=142.86, es decir, en ese segmento cada unidad mas de calidad

“cuesta’ 142.86 unidades. Andogamente, para € segmento B'C’ la tasa sera

= %29000 _ 750. Es decir, cada unidad més de calidad “ cuesta’ 750 unidades
monetarias.

2.2.2.1 Técnicas generador as del conjunto eficiente

Son técnicas de caracter mecanico, en las que no se incluyen las preferencias del
decisor. El fin para el que estan disefiadas es la obtencidn de todo € conjunto eficiente,
en general, tras aplicar métodos de programacion paramétrica.
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Método de las ponderaciones [Zadeh, 1963]

Este método consiste en multiplicar cada objetivo por un peso o factor no negativo 'y
agregarlos en una unica funcion. Variando los pesos se puede obtener todo € conjunto
eficiente, resolviendo los distintos problemas planteados mediante programacién
parameétrica.

maXiM(x)

xe F P(A)
A>0

Uno de los resultados en que se fundamenta este método dice que st A4 >0 Vi,
entonces cualquier solucion optima del problema P(A) es eficiente. El reciproco es
cierto silo bajo ciertas condiciones (por gemplo, si todas las funciones objetivo y las
restricciones son lineales).

En cualquier caso, hay que tener en cuenta que para aplicar este método (y no solo
éste) es conveniente haber normalizado previamente |os criterios (para que no influyala
diferencia de unidades de | os criterios).

Método de las e-restricciones [Marglin, 1967]

Consiste en optimizar uno de los objetivos e incorporar €l resto como restricciones
paramétricas, resolviendo € problema resultante mediante programacion paramétrica
(variando los términos de la derecha se obtiene todo € conjunto eficiente).

max z ()
xe F R(e)
z(X)zeg, k=L..,01-11+1..,p

El fundamento de este procedimiento se recoge en |os dos resultados siguientes:

Teorema: Si la solucién del problema R(g) es Unica, entonces es una solucion

eficiente.

Teorema: Si X eseficiente, VI J¢, talesque X essolucion 6ptimade P(¢).
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Método simplex multiobjetivo [Zeleny, 1973]

Este método sdlo es aplicable para objetivos y restricciones lineales. Se trata de una
extension del método simplex que evalla en cada iteracion la eficiencia de las
soluciones bésicas obtenidas (puntos extremos), obteniendo asi todos los puntos
extremos eficientes. El conjunto eficiente serdn todas las combinaciones lineales
convexas de puntos extremos eficientes que sean adyacentes.

2.2.3 Programacion compr omiso

En la programacion compromiso el fin dltimo es seleccionar un punto del conjunto
eficiente y, para ello, naturamente, ha de incluir las preferencias del decisor. Las
técnicas que se presentan fueron desarrolladas inicialmente en los trabajos de Y u(1973)
y Zeleny (1973, 1974).

Se define € punto o alternativa ideal, como un punto del espacio de objetivos que
recoge los valores optimos de los objetivos individuamente tratados y se denota por

Z=(z,..%,..,2,), sendo ;*=man;(x), denominandose este valor individual
punto ancla.

Se define la solucién Optima o meor solucién compromiso, como la solucién
eficiente més préximaa punto ideal (axiomade [Z€eleny, 1973]).

La cuestion ahora es definir una distancia que ha de ser minimizada sobre €l
conjunto eficiente. Para ello se define el grado de proximidad del objetivo i-ésimo

normalizado como d,(x) = =3 gendo z, e antiideal del objetivo, es decir, d

peor valor posible para el objetivo sobre el conjunto eficiente.
Estos grados de proximidad son agregados para definir una métrica:

mL[zw[%_mj ]

xeF =y Zi* — Z*i

donde el conjunto de los pesos W suponen una ponderacion preferencial de los criterios

(ponderacion subjetiva dada por €l decisor, este sistema de ponderacién se puede
intentar obtener del decisor por varios métodos descritos en la literatura, como son €l
método de ordenacion, el método de Saaty, ...).
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Paralos distintos valores de 7 se obtienen diferentes métricas. Asi 7 =<, denotala
distancia de Tchebychev o lo que es lo mismo minimizar la maxima distancia (asi se
obtiene una solucion equilibrada, en que todos los grados de proximidad individuales
estan acotados, siendo a su vez un problemalineal).

Para €l caso 7 =1, se trata de una agregacion linea de distancias ponderadas, que
también mantiene el caracter lineal del problema.

En general, para diferentes valores de 7 se obtiene diferente solucion, de ahi que se
haya definido €l conjunto compromiso, como el conjunto de soluciones que se obtienen
a variar . Para € caso de dos objetivos, es usua dar € conjunto definido por €

segmento [L,L_] (es decir, el segmento que une las soluciones obtenidas con las dos
meétricas comentadas anteriormente), ya que bgjo ciertas condiciones es cierto que €

conjunto compromiso coincide con este segmento.

2.2.4 M étodos satisfacientes. programacion por metas

L os métodos satisfacientes se basan en la denominada | 6gica sati sfaciente enunciada
por Simon en 1955:

“en los contextos actuales de decision (informacion incompleta, recursos limitados,
conflictos de intereses, ...) e decisor més que optimizar unas funciones objetivo intenta
gue una serie de metas se aproximen lo més posible a unos niveles de aspiracion
prefijados.”

De ahi que se desarrollara, basandose en esta filosofia, 1a denominada programacion
por metas ([Charnesy Cooper, 1961], [Lee, 1972] e[lgnizio, 1976]).

Laidea de este método es que si un atributo tiene por expresion matemética z (x) y
para este atributo se tiene un nivel de aspiracién, es decir, un nivel aceptable de logro
para un atributo, Z, entonces una restriccion meta seria una restriccion de la forma
2(x)=7.

Sin embargo, dado que son niveles de aspiracion, una restriccién meta, en general,
no puede ser incluida como una restriccion rigida en € problema, ya que soluciones que
no logren ese nivel de aspiracion también son soluciones admisibles. Asi, una
restriccion meta se formula utilizando variables de desviacion: z(x)+n —p =2 . De

estas variables, una de ellas es una variable no deseada: si |a meta es “a menos’ un
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valor, la variable no deseada sera n, y s es del tipo “a lo sumo”, la variable de
desviacion no deseada sera p, .

Asi @ problema a resolver, suponiendo que todos los objetivos fueran de tipo
maximizar seria

p
min dn
xe F Nrestricciones meta Y

Este procedimiento se puede aplicar también a las restricciones del problema para
relgjarlas, admitiendo soluciones “cercanas’ ala regioén factible (el mismo concepto se
ha aplicado en |6gica difusa pararesolver problemas de programacion lineal).

La programacion por metas aplicada en la realidad muestra que se estan obteniendo
valiosos resultados, siendo una de las técnicas de decision multicriterio que esta
proporcionando mejores resultados. Sin embargo, no esta exenta de detractores que
critican aparentes debilidades del modelo que se presentaran mas adelante.

Algunas variantes de este método se han desarrollado con gran éxito y se exponen a
continuacion.

2.2.4.1 Variantes de la programacion por metas

Programacion por metas ponderadas

p
min (an +4p)

i=1
z(¥)+n-p=% i=L..,p
xe F

n=0p=0 i=1..,p

Laidea bésica es ponderar las variables de desviacion, ya que pueden tener diferente
relevancia las metas o diferentes unidades si no han sido previamente normalizados los
criterios.

Los distintos criterios, en general, vendran dados en distintas unidades, asi que la
funcion objetivo estaria agregando valores de distintas unidades. Una primera medida,
muy deseable, es ponderar las desviaciones dividiendo por €l nivel de aspiracion, con lo
gue serian desviaciones porcentuales que no tienen unidades y que corrigen el efecto de
las distintas magnitudes de éstas.
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Por otra parte, s solo se ponderan dividiendo por e nivel de aspiracion,
implicitamente lo que se esta haciendo es dar una misma importancia a todos los
criterios. Si no es ése e caso, se deben multiplicar por pesos que muestren larelevancia
dada por el decisor a cada meta.

Programacion por metas MINIMAX o Tchebychev

En este caso se busca una solucion “equilibrada’, de modo que ninguna de las metas
se desvie en exceso de su nivel de aspiracion. Para ello se minimizala méxima distancia
aeste nivel, es decir, el problema se plantearia en estos términos

mind

an+pp<d i=1.,p
z()+n-p=2 i=L..p
xe F

n=0p20 i=1..,p

Programacion por metas lexicogréficas

Este procedimiento establece niveles de prioridad en las metas y resuelve
secuencialmente el problema para cada nivel de prioridad, manteniendo los valores
previamente obtenidos para metas con mayor nivel de prioridad. Asi, si en un problema
se formulan k metas es posible que se consideren agrupadas en h(<k) niveles de

prioridad. Por eemplo, s €& problema incluye 6 metas, que denominaremos
g (n, p),i=1...,6, agrupadas en 3 niveles de prioridad de la forma las més importantes

las dos primeras, después la tercera, y por ultimo las 3 Ultimas, € problema se
representa como

Lexmina=[g,(n, p)+ g,(n, p), gs(n, p), g,(n, p) + gs(n, p) + gs(N, P)]

Para resolver € problema, se resolveria primero con las dos primeras metas.
Obtenidos los valores de las variables de desviacion no deseadas para éstas, sefijany se
resuelve € problema para la tercera meta (segundo nivel de prioridad). Una vez
resuelto, se fija el valor de la variable no deseada también para esta meta, y se resuelve
el tercer nivel incluyendo las tres Ultimas metas.
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2.2.4.2 Temascriticos en programaciéon por metas

A pesar de que la programacion por metas resulta un potente instrumento de gran
aplicabilidad e indudable éxito en la realidad, diferentes autores han apuntado algunas
aparentes debilidades de los modelos de metas. Estas consideraciones han llevado a
denominar temas criticos en programacion por metas a anomalias aparentemente
causadas por debilidades l6gicas de la programacion por metas, aunque en realidad se
deben a uso insatisfactorio del enfoque. La mayoria se presentan en las metas
lexicogréficas. Algunas de ellas se exponen a continuacion.

1. Posible equivalencia de soluciones entre modelos de programacion por metas y
model os de optimizacién de un solo criterio.

Es cierto, que, por giemplo, en las metas lexicograficas si se fijan unos niveles
muy pesimistas en los primeros niveles (faciles de alcanzar) y muy optimistas en
los Ultimos (dificiles de alcanzar), a resolverlo para los primeros niveles se
obtendra un valor 0 de las desviaciones, y puede llegar un momento en que para
una meta no haya Optimos alternativos y, por lo tanto, fijar €l valor de su
desviacion es ya dar una solucion haciendo redundantes las metas de prioridades
mas bgjas; de este modo, seria equivaente a fijar las metas de los niveles
anteriores en su nivel de aspiracion y optimizar la meta para la que no hay
optimos alternativos. Sin embargo, esta equivalencia se da por un mal
planteamiento de los niveles de aspiracién. La equivalencia puede darse también
en metas ponderadas, por gemplo, si se plantean unos niveles de aspiracion muy
pesimistas para las metas, excepto para una en que resulte muy optimista,
practicamente inalcanzable. En tal caso, es cierto que el problema puede ser
equivalente a optimizar ese atributo incluyendo las demés metas como
restricciones. En cualquier caso, estos problemas se derivan de la formulacion
del modelo y no a debilidades |6gicas de la metodol ogia.

2. Conclusiones equivocadas por agregar metas lexicograficas en una funcion
objetivo
Cuando se plantea un modelo de programacion por metas lexicogréficas, suele

haber una tendencia (casi natural) a intentar plantear un modelo equivalente que
se resuelva en una sola iteracién, sin tener que resolver un problema para cada
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nivel de prioridad. Asi es comun ver que se plantea una funcion objetivo como
en el procedimiento de metas ponderadas donde se multiplica cada variable de
desviacion por un peso asignado a su nivel de prioridad (asi para el primer nivel
el peso es mucho mayor que para € segundo, etc). En genera, este
planteamiento, ademas de ser l6gicamente incorrecto, puede llevar a obtener
soluciones que difieran mucho de las que se obtendrian con e modelo
lexicogréfico, y por lo tanto, s se intenta razonar sobre ellas como s fueran
soluciones del modelo lexicografico, a conclusiones claramente incorrectas.

3. Problemas derivados de la omisién de una variable de desviacion

Otros de los problemas que han surgido en la aplicacion, o mejor dicho, en la
incorrecta aplicacion de la programacion por metas, han sido los derivados por
no incluir una variable de desviacion. En ocasiones, se ha prescindido de la
variable de desviacion que no es considerada, por g emplo, si se desea que un
atributo sea superior a un nivel de aspiracion, la variable no deseada es la de
holgura & nivel de aspiracion, n, sin embargo de la otra variable, la de exceso
p, no se considera en €l objetivo. Obsérvese que prescindir de ella implica que

el atributo no pueda tomar valores superiores a nivel de aspiracion, sdlo
inferiores (no deseados) o igual, lo que restringe el espacio de soluciones,
eliminando del espacio de objetivos toda la region en que e atributo sea
superior. Por lo tanto, la variable de desviacion que no es la no deseada, también
debe aparecer en el modelo o formular la meta como una desigualdad y no una
igualdad. Ante e riesgo que puede presentar esta Ultima formulacion, se
aconsgia mantener ambas variables con la formulacion ldgica clasica de las
metas, ademas de que, en general, no incluirlas no conlleva una mejora
computacional (los métodos de resolucion suelen afadir una variable en las
desigualdades como primera medida).

4. Problemas derivados de la inclusiéon de metas con dos lados innecesariamente

Las metas con dos lados no deseados son menos habituales que las de un solo
lado, ya que es raro que un decisor desee €l logro exacto de una meta més que
superar, o no hacerlo, un determinado nivel. Incluir entre las no deseadas una
desviacion que no lo es, puede llevar a obtener soluciones subdptimas. Es claro,
gue hay que tener un especial cuidado en identificar cudles son las variables de
desviacion no deseadas.
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5.

Incompatibilidad entre ordenaciones lexicograficas y la existencia de una
funcion de utilidad

Una de las criticas mas fuertes al modelo lexicografico ha sido su
incompatibilidad con una funcion de utilidad del decisor. Esta incompatibilidad
demostrada, que aqui no se niega, se deriva de la incompatibilidad con uno de
los axiomas que se atribuye a una funcién de utilidad. Los axiomas que se
supone que deben ser cumplidos por una funcion de utilidad son comparabilidad,
reflexividad, transitividad y continuidad. De ellos, e que resulta incompatible
con las ordenaciones lexicograficas es el de la continuidad. Segun este axioma,
los conjuntos de nivel de la funcion de utilidad son superficies continuas, es
decir, dada una combinacién de dos elecciones posibles de un decisor, siempre
se podra reducir la cantidad de una eleccién encontrando un incremento de la
otra eleccién que compense exactamente la reduccion. Es fécil comprobar que
en las metas lexicograficas los conjuntos de nivel o superficies de indiferencia
estan formadas por un Unico punto (ver estos conjuntos como interseccion del
conjunto mejor y el peor respecto a un punto), por lo tanto, no es posible obtener
el mismo valor con dos puntos distintos, |0 que supone que no se cumple €
axioma. Sin embargo, la continuidad de las preferencias dista mucho de ser un
hecho, ni tan siquiera una hipétesis corroborada de forma empirica. Es tan solo
una hipotesis necesaria para axiomatizar la teoria neocldsica del consumo y
asegurar la existencia de un equilibrio competitivo. Es mas, hay situaciones en
las que suponer valido este axioma puede ser un disparate; por eemplo,
supongase un problema de planificacion forestal donde se tienen en cuenta
varios criterios, por ejemplo, uno econdmico que fuera la produccion de madera
y otro que fuera un indice que mida el riesgo de colapso ecoldgico del bosgue.
En este caso € supuesto de continuidad diria que siempre existe un incremento
en el volumen de madera producida que compense un incremento del riesgo de
colapso del bosque, por ato que éste sea, 10 que puede ser un auténtico
disparate. Es obvio, que en este caso y en otros muchos, las preferencias no son
continuas y por lo tanto no existe una funcién de utilidad para representarlas. Es
decir, no es absolutamente necesario aceptar la continuidad de las preferencias
para poder representar el problema de decision.
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6. Posible ineficiencia paretiana de la solucién obtenida por metas, y forma de
resolverlo

La programacion por metas no esta pensada para obtener soluciones eficientes
sino para obtener soluciones satisfacientes. En este sentido, es posible que la
solucion de un modelo de programacion por metas no sea eficiente. Para ello, 1o
que tiene que pasar es que haya éptimos aternativos del problema de metas
ponderadas o del Ultimo nivel de metas lexicogréficos (esta condicion es
necesaria aungque no es suficiente). Para algunos autores es un gran
inconveniente, pero no ha de olvidarse que el objetivo de la programacion por
metas, como ya se ha dicho, no es obtener soluciones eficientes sino
satisfacientes. Para comprobar si una solucion obtenida mediante programacion
por metas es eficiente, se fijan los valores de las variables de desviacion no
deseadas obtenidos, y se maximizan las variables opuestas; s la solucion no
cambia, es que la solucion es eficiente, mientras que si varia, la nueva solucién
sera una solucion eficiente con los mismos valores de las variables no deseadas.
Existe un test propuesto por Hannan (1980) gque permite a partir de una solucion
obtenida por metas, obtener todas las soluciones eficientes que tienen e mismo
valor de las variables de desviacion no deseadas. Este test consiste en aplicar la
técnicas multiobjetivo a un problema que sea € original pero incluyendo los
valores de las variables de desviacion (tanto las deseadas como las no deseadas)
obtenidas previamente mediante programacion por metas. Asi Sl una meta es que
X, sea a menos 5, y a resolverlo por metas se ha obtenido n, =0, p, =1, se

formularia unarestriccion para el test de Hannan que fuera:

X >5-n +p =5-0+1=6. Gréficamente, S Z es e punto obtenido por
programacion por metas, toda la zona rayada son puntos mejores, y Z1y Z2

serian puntos eficientes mejores que Z y todas las combinaciones lineales
convexas de ellos también:

f2
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De aqui se deriva un procedimiento para resolver modelos de programacion por
metas si se desea que ademés la solucion sea eficiente:

1. Resolver € modelo de metas inicial. Si no hay 6ptimos aternativos la
solucion es eficiente, en otro caso ir a paso 2.

2. S se desea una Unica solucion eficiente ir a 3, s se desea explorar un
conjunto de soluciones eficientes ir a4.

3. Maximizar la suma de las variables desviacionales opuestas sin empeorar |os
valores alcanzados. La solucién sera eficiente

4. Transformar e modelo de metas en uno multiobjetivo con e procedimiento
de Hannan para obtener todos los puntos eficientes del correspondiente
modelo de metas.

El concepto de meta redundante y repercusion en las metas lexicogr aficas

El concepto de metas redundante puede surgir tanto en metas ponderadas como
en lexicograficas, aunque con distinto sentido. Asi en metas ponderadas puede
surgir porque se plantee una meta inalcanzable y las deméas de modo pesimista,
con lo que e problema puede desviarse hacia la meta inal canzable olvidando las
demés. Sin embargo, donde es mas relevante y claro este concepto es en las
metas lexicogréficas, ya que si en un determinado nivel de prioridad sellegaaun
anico Optimo, todas las metas incluidas en niveles inferiores son un mero
ornamento, ya que no pueden variar la solucion. Se define como meta
redundante aquella cuya omisién no influye en e resultado. La existencia de
metas redundantes puede darse principal mente por tres causas:

1. Una excesiva priorizacion de las metas, es decir, una agrupacion en un
nlimero excesivamente el evado de niveles de prioridad

2. Ser excesivamente optimista, fijando los niveles de aspiracion muy préximos
al ideal del atributo.

3. Incluir muchas metas con dos lados, obligando a la minimizacion de ambas
variables de desviacion.

Cuando se da la redundancia es interesante saber en qué nivel de prioridad se ha
dado, y s parece oportuno, replantear €l problema. El replanteamiento puede
hacerse redefiniendo |os niveles de aspiracion de las metas anteriores o viendo si
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se han incluido metas de dos lados innecesariamente, 0 agrupando en distintos
niveles (por giemplo, se puede plantear un dltimo nivel con la dltima meta no
redundante ponderada para darle mas importancia y las restantes metas, las que
resultaron redundantes, con ponderacion menor).

2.2.5 Métodos de decision multicriterio discretos

Estos métodos se aplican cuando el conjunto de alternativas que se considera es
discreto y es factible enumerar y tratar explicitamente cada uno de las aternativas
posibles.

Existen distintos métodos para abordar estos problemas. En esta introduccién se van
a mostrar dos de €ellos, aunque no son los Unicos: € método ELECTRE vy los procesos
analiticos jerarquizados (AHP).

2.2.5.1 Procesos analiticos jerar quizados (método AHP)

Este método fue introducido por Saaty en 1977, y tuvo un gran impacto tedrico y
aplicado. Este método considera el problemadividido en 3 niveles o jerarquias:

Nivel 1: Propdsito del problema

Nivel 2: Criterios

Nivel 3: Alternativas

Por gemplo, si el problema es elegir e trazado de una carretera con tres posibles
aternativas A, B, C, evaluadas por su coste, impacto medioambiental y tiempo de
gjecucion, lostres niveles serian:

Nivel 1: trazado de una carretera
Nivel 2: Coste, Impacto medioambiental, tiempo gjecucién
Nivel 3: A, B, C

Una vez conceptualizada la estructura jerérquica del problema, se establece una
fuerte interaccion con e decisor en cada uno de los niveles para que emita su juicio de
valor o preferencias. Esto supone hacer comparaciones por pargjas de criterios y
aternativas:
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e Nivel 2:

La interaccion con el decisor consiste en comparar por parejas los criterios. El
procedimiento es el que se describié de Saaty en e punto 1 del método Electre:
construye una matriz de comparacion de criterios asignando un 1 si ambos son de la
misma importancia, un 3 si hay una moderada importancia de un criterio respecto a
otro, un 7 si hay una demostrada importanciay un 9 si hay extrema importancia.
Con ello se forma una matriz cuadrada a; que valora la importancia del criterio i

respecto a j. Si laimportancia de un criterio respecto a otro es g, , alainversa sera

1/4a; . Obtenida esta matriz, se busca un vector de pesos para los criterios que sea

solucion del sistema W': a;, 0loqueeslomismo, W —aW, =0 con lacondicién
j

anadida de que sumen 1 para evitar la solucién trivial de todos los pesos iguales a 0.

Lamentablemente, ese sistema no suele tener solucion dadas las normales

inconsistencias del decisor y hay que buscar 10s que mas se aproximen, por ejemplo

mediante |a programacion por metas.

En & gemplo del trazado de la autopista, supéngase que e centro decisor ha
emitido sus juicios de valor obteniendo la siguiente matriz de comparaciones

Coste |Impacto Medioambiental | Tiempo gjecucion

Coste 1 2 5
Impacto Medioambiental 1/2 1 3
Tiempo gjecucion 1/5 1/3 1

A partir de esta matriz se buscan |os pesos preferenciales de | os criterios resolviendo
el siguiente problema donde se han introducido las variables de desviacion para

resolverlo:
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3
min > (n +p)
i=1
W, - 2w, + 1, — p, =0

W -5W,+n,-p,=0
W, —3W, +n,— p, =0

W+W, +w, =1

La solucion obtenida es (w;,w,,w,) =(.588,.294,.118), siendo las variables de

desviaciones n, = p, = p,=n,=pP,=0,n,=0.06.

e Nivd 3:

La interaccion con el decisor en este nivel supone que el decisor emita sus
juicios de valor cuando se comparan las aternativas por pargas para un
determinado criterio. De esta forma se obtiene una tabla de comparaciones de
alternativas para cada criterio. Estas comparaciones se valoran igua que en €
caso anterior. Supongamos que para e gjemplo, se han obtenido las siguientes

tres tablas:
A B C A B C A B C
A 6 3 All 19 15 All Y2 Y
76 1 % B|9 1 2 Bl 2 1 %
cC |13 2 1 C|5 % 1 cl4 2 1
Coste Imp. Medioamb. Tiempo gjecuc.

De nuevo se plantean sendos problemas de programacion por metas para obtener
uNoS pesos consistentes con las preferencias del decisor. En latabla siguiente, se
recogen estos pesos de las alternativas con cada criterio, donde se han puesto
también en los criterios |os pesos obtenidos en €l nivel anterior:

Impacto

Criterios| Coste Tiempo
medioambiental . -
gjecucion
0.294
Alternativas 0.583 0.118
A 0.667 0.069 0.143
B 0.111 0.621 0.286

28/09/2009

121



C 0.222 0.310 0.571

Por dltimo, se obtienen los pesos globales de las alternativas para ambos niveles
jerarquicos mediante una agregacion multiplicativa, es decir, para cada alternativa se
suman los productos de |os pesos de ésta por €l peso del criterio correspondiente. Asi,
para la alternativa A se obtendria 0.667x0.588+0.069x0.294+0.143x0.118=0.429. De
esta forma se obtienen los pesos globales 0.429 para A, 0.282 paraB y 0.289 para C. De
este modo se obtiene una ordenacion de las alternativas, resultando la A la preferida.

2.25.2 Método Electre

El Método Electre fue desarrollado por Benayoun, Roy y Sussman, en 1966. El
método, basicamente, pretende reducir el tamafio del conjunto de soluciones eficientes,
realizando una particion del conjunto eficiente en alternativas mas favorables (nucleo) y
menos favorables. Esta particion se lleva a cabo mediante una relacion de
sobreclasificacion entre las aternativas. Una relacion de sobreclasificacion se basaen la
siguiente relacion entre aternativas.

Una dternativa E; sobreclasifica (outranks) a otra Ex s para los atributos
considerados el enunciado "la aternativa E; es a menos tan buena como la aternativa
E" esvalido.

Esa definicion de “a menos tan buena’ en e método Electre se define a partir de la
concordanciay discordancia entre alternativas:

. Laconcordancia de una aternativa E; y otra Eyx cuantifica hasta qué punto en un
numero alto de atributos E; es preferida a Ey.

. Ladiscordancia cuantifica hasta qué punto no hay atributo en que Ex es mucho
mejor que E;

Para que una alternativa sobreclasifique a otra y forme parte del nicleo, ha de
superar un umbral minimo de concordancia (C)y no superar otro umbral de

discordancia(d ).

Obsérvese que la sobreclasificacion es distinta de la dominancia, en e sentido
paretiano. Por otra parte, se trata de una relacion que no tiene la propiedad de la
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transitividad, es decir, una alternativa puede sobreclasificar aotray éstaa unatercera, y
sin embargo, la primera no sobreclasificar a la tercera. Esta falta de transitividad se
presenta como una ventga ya que las razones por las que un centro decisor puede
preferir la primera alternativa a la segunda y las que llevan a preferir la segunda a la
tercera pueden ser muy diferentesy no llevar aque la primera sea preferida alatercera.

El método Electre puede recogerse en el siguiente algoritmo.

Algoritmo Electre

1.- Formar la matriz decisional (Ei,Aj), es decir, una matriz donde las filas son las
posibles eleccionesy las columnas los atributos, siendo el “valor” de un elemento de
lamatriz el valor de ese atributo para esa eleccion.

Dar un vector de pesos preferencial de los atributos W, es decir, dar un vector que
ordene laimportancia de los criterios. La forma més sencilla de obtenerlo es pedirle
al decisor que clasifique los criterios por orden de importancia, de modo que si hay
ncriterios, al mas importante le asigne €l valor 1y a menos importante e valor n;
acontinuacion, con €l fin de que lasumade los pesos seal sele asignaal criterio en

. /T, n-r +1
posicion j-esima €l peso W, =—— 0 €l peso W, =—;

Zri Z(n—ri+1)

este método es que no tiene en cuenta la diferencia de importancia entre criterios, es
decir, cuanto mas importante es uno que el siguientes. Para evitarlo Saaty propone
otro método que consiste en comparar los criterios por pargjas, de modo que se
asigne un 1 s ambos son de la misma importancia, un 3 s hay una moderada
importancia de un criterio respecto a otro, un 7 s hay una demostrada importanciay
un 9 s hay extrema importancia. Con ello se forma una matriz cuadrada a; que

. El problema de

valora la importancia del criterio i respecto a j. S la importancia de un criterio
respecto a otro es g;, a la inversa sera 1/a; . Obtenida esta matriz, se busca un

o ., : W
vector de pesos para los criterios que sea solucion del sistema —-=a;.
i

Lamentablemente, ese sistema no suele tener solucién dadas las normales
inconsistencias del decisor y hay que buscar 10s que més se aproximen.
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Aungue no puede hablarse de cud es e meor método para estimar pesos
preferenciales, siempre que la situacion lo permita parecen tener més solidez 1os
métodos propuestos por Saaty que los anteriores.

2.- Cédculo de lamatriz de indices de concordancia, c(i,k):
c(i,k) = sumade los pesos de |os atributos en que E; es mejor que Ex
(en caso de empate en un atributo se sumala mitad del peso)

3.- Normalizacion de la matriz decisional: consiste en normalizar los criterios para
evitar el posible efecto de trabgjar con distintas unidades. Hay varios métodos para
la normalizacion: dividir los valores por el mejor que haya en ese criterio, o dividir
por e rango o recorrido del criterio, o restar al mejor valor del criterio e de esa
alternativay dividir después por el rango (con este procedimiento |os valores quedan
entre0y 1, siendo 0 el mejor y 1 el peor).

4.- Céculo de la matriz de decision normalizada y ponderada: Multiplicar cada
columna (atributo) de la matriz de decision por el peso preferencia correspondiente
aese atributo.

5.- Cédculo de lamatriz de indices de discordancia, d(i,k):

d(i,k) = diferencia mayor entre los criterios en que E; es dominada por Ex dividida
entre la diferencia mayor en valor absoluto entre los valores de un criterio
cuaquiera.

6.- Fijar un umbral minimo de concordancia, T, y un umbral maximo de discordancia,

d.

7.- Calcular la matriz de dominancia concordante: poner un 1 s €l indice de
concordancia es mayor que el umbral, un 0 si no.

8.- Cacular la matriz de dominancia discordante: poner un 1 s e indice de
discordancia es menor que el umbral, un 0 si no.

9.- Calcular la matriz de dominancia agregada: multiplicar términos homologos de las
matrices de dominancia concordante y discordante. Asi si un elemento de esa matriz
es 1 es porque la aternativa de esa fila es megjor que la de la columna en un nimero
de importante de criterios y no es claramente peor en ningun criterio. Si hay un 0 es
gue o bien no es mgjor en un nimero importante de criterios o es claramente peor en
algun criterio 0 ambas.
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10.- Obtener e nucleo: se eliminan las alternativas que estdn sobreclasificadas por
alguna otra, es decir, las que tienen a menos un 1 en su columna en la matriz de
dominancia agregada. Si se representa en un grafo en los nodos las adternativas y en
los arcos las sobreclasificaciones (el origen es la alternativa que sobreclasifica a otra
gue es el destino), el nucleo serd unico s este grafo no tiene circuitos.

Obsérvese que segun se fijen los umbrales de concordancia y discordancia €l
resultado sera distinto.

Por giemplo, sea el problema es elegir & trazado de una carretera con cinco posibles
aternativas A, B, C, D y E, evaluadas por su coste, impacto medioambiental y tiempo
de gjecucion, arrojando los siguientes valores:

Coste(cien millones€) Medioambiental (u. més alto peor) Tiempo gec(a.) |
A 1 8 1
B 2 6 2
C 2.5 7 15
D 3 4 2
E 4 2 2.5 i

El proceso seria €l siguiente:

1.- Formar la matriz decisional (matriz anterior), y dar un vector de pesos preferencial
de los atributos W: mediante e método descrito por Saaty y utilizando
programacién por metas, una posible tabla de comparaciones seria

Coste |Impacto Medioambiental | Tiempo gecucion
Coste 1 2 5
Impacto Medioambiental 1/2 1 3
Tiempo gecucion 1/5 1/3 1

A partir de esta matriz se buscan |os pesos preferenciales de | os criterios resolviendo
el siguiente problema donde se han introducido las variables de desviacion para
resolverlo:
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3
min > (n +p)
i=1
W —2w, +n - p =0
W, —5W; + 1N, — p, =0
W, —3wW, +Nn,— p, =0
WHW, +w, =1
La solucion obtenida es (w;,w,,w,) =(.588,.294,.118), siendo las variables de
desviaciones n, = p,=p,=n, = p,=0,n, =0.06.
2.- Cdculo de lamatriz de indices de concordancia, c(i,k):
c(i,k) = sumade los pesos de |os atributos en que E; es mejor que Ex
(en caso de empate en un atributo se sumala mitad del peso)

A B C D E

A - 7171 71 .71
B 29 - 88 65 .71
c 29 12 - 71 .71
D 29 3% 29 - 71

E 29 29 29 29 -

3.- Normalizacion de la matriz decisional: se selecciona que €l rango seaO al,y que 0
sea siempre €l peor valor.

4.- Céculo de la matriz de decision normalizada y ponderada: Multiplicar cada
columna (atributo) de la matriz de decision por el peso preferencia correspondiente
aese atributo.

C. E |
A 0 29 0
B .19 .19 .08
C 29 24 .04
D 39 .10 .08
E 59 0 .12

5.- Cédlculo de lamatriz de indices de discordancia, d(i,k):

d(i,k) = diferencia mayor entre los criterios en que E; es dominada por Ex dividida
entre ladiferencia mayor en valor absoluto entre |os valores de un criterio.
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[ A B C D E]
A - 016 .08 33 5
B 33 - .07 .16 .33
C 5 16 - .25 .42
D 66 .33 .16 - .16

E 1 6 5 33 -

6.- Fijar un umbral minimo de concordancia, €=0.7, y un umbra maximo de
discordancia, d = 0.2.

7.- Calcular la matriz de dominancia concordante: poner un 1 s el indice de
concordancia es mayor que el umbral, un 0 si no.

ABCDE
A- 1111
B O-101
Co0o0-11
DOOO - 1
E 000 0 -|

8.- Cacular la matriz de dominancia discordante: poner un 1 s e indice de
discordancia es menor que €l umbral, un 0 si no.

A B CD
-1 10
-1 1

0

OO0 w >
R O O O m

1 -
0O 0 -

o O O ©
o O -

E

9.- Calcular la matriz de dominancia agregada: multiplicar términos homologos de las
matrices de dominancia concordante y discordante.

28/09/2009 127



o o o |
o =
I = = 0O
O O o O
R O O o m

0O 0 -
0O 0 0 0 -

mooO w>

10.- Obtener el nuacleo: es Unico y esta formado por las alternativas A y D. Segun €
grafo:
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2.4 Biblioteca de problemas

PrROBLEMA 1

El vendedor de periddicos Chema Pamundi vende en la esquina de la Avenida de
Roquetas y la Avenida de Aletas de la Frontera, y cada dia debe determinar cuantos
periddicos pedir. Chema compra a 100 céntimos de euro cada periodico y lo vende a
125. Los periédicos que no vende al final del dia no tienen valor. Chema sabe que cada
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dia puede vender entre 6 y 10 periodicos, siendo igual cada probabilidad. Dar la
decision 6ptima segiin cada uno de |os criterios.

PROBLEMA 2

Una compafiia ha disefiado un nuevo circuito integrado que le permitira entrar en e
mercado de los microordenadores si asi 1o desea. En otro caso, puede vender sus
derechos por 80 millones. Si elige construir ordenadores, la rentabilidad de este
proyecto depende de |a habilidad de la compafia para comercializarlas durante € primer
ano. Tiene suficiente acceso a los distribuidores para asegurar la venta de 1000
ordenadores. Por otro lado, si tiene éxito puede llegar a vender hasta 10000 maguinas.
La compafia piensa que ambas aternativas de venta son igualmente probables y que
cualquier otra puede ignorarse. El coste de instalar la linea de produccion es de 60
millones. La diferencia entre el precio de venta y el coste de cada ordenador es de
60000 euros. Determinar segun los diferentes criterios cud es la decision optima.

Supoéngase ahora que se puede realizar un estudio de mercado a un coste de 40
millones para predecir cua de los dos niveles de demanda es més probable que se dé.
La experiencia indica que esta investigacion de mercado es correcta dos tercios de las
veces. Determinar la politica Optima a seguir, segun €l criterio del valor medio.

PROBLEMA 3

Colaco tiene en la actualidad activos de 15 millones de euros y desea decidir s
vende o no un refresco con sabor a chocolate, la Chocola. Colaco tiene tres opciones: 1)
Probar en forma local € mercado de Chocolay, a continuacién, usar |os resultados del
estudio de mercado para decidir si vende la Chocola a nivel nacional 0 no. 2)
Directamente vender la Chocola a nivel nacional. 3) Decidir directamente no vender la
Chocola.

A fata de un estudio de mercado, Colaco cree que Chocola tiene un 55% de
posibilidades de éxito nacional, y 45% de fracaso absoluto. Si es un éxito nacional, €l
beneficio serdde 30 millonesy si es un fracaso, se perderéan 10.

Si Colaco decide hacer €l estudio previo a un coste de 3 millones, hay un 60% de
posibilidades de que sea un éxito local y un 40% de fracaso local. Si obtiene éxito local
hay un 85% de posibilidades de que Chocola sea éxito nacional. Si se obtiene un fracaso
local hay sdlo un 10% de que Chocola sea éxito nacional. Si Chocola es neutral respecto
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ariesgos, ¢qué estrategia debe seguir? ¢Y s Colaco valora sus ganancias de forma no
lineal asignando las siguientes utilidades: u(45 millones)=1, u(42 millones)=.99, u(22.6
millones)=.6649, u(15 millones)=.48, u(12 millones)=.40, u(5 millones)=.19 y u(2
millones)=07?

PROBLEMA 4

Una compafiia es duefia de unos terrenos en los que puede haber petrdleo. Un
gedlogo consultor ha informado a la gerencia que piensa que existe una posibilidad de 1
entre 4 de encontrar petrdleo. Debido a esta posibilidad, otra compariia petrolera ha
ofrecido comprar las tierras por 9 millones de euros. Sin embargo, la compafia esta
considerando conservarla para perforar ella misma. Si encuentra petréleo, espera ganar
aproximadamente 70 millones, pero perderd 10 si € pozo esta seco.

1. Dar la decision Optima segun los distintos criterios de decision. Para el criterio de
Hurwicz determinar el grado de optimismo que separa cada una de las decisiones.
¢Cuadl darias como solucién si sabes que la empresa esta operando con poco capital
y la pérdida de 10 millones resultaimportante?

2. A laempresa, se le ofrece una opcion anterior atomar una decision que consiste en
llevar a cabo una exploracion sismica detallada en € &rea para obtener una mejor
estimacion de la probabilidad de encontrar petrdleo, y cuyo coste es de 3 millones.
Se sabe gue éste sondeo cuando hay petroleo 1o predice correctamente seis de cada
10 veces, mientras que s no lo hay, acierta 8 de cada 10.

Dar la politica Optima de estas decisiones, y dar el beneficio esperado de esa
politica.

3. Dado que hay problemas de capital, se observa que la pérdida de 10 millones, y
otros 3 si se encargd € sondeo previo, puede resultar muy grave para la empresa.
Por ello se plantea la posibilidad de sustituir los beneficios/costes reales por
utilidades de éstos. El duefio de la compafiia da la siguiente tabla de utilidades:

Beneficio | -13 | -10 |6 |9 | 67| 70

Utilidad -151-105|6| 9| 58 | 60

Replantear € problema con estas decisiones.
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4. Antes de llevar a cabo la politica de decisiones, la empresa es vendida a un
empresario con mayor aversion al riesgo que plantea una nueva tabla de utilidades:

Beneficio |-13 -10 6 9 67 70

Utilidad -20 |-13 |6 |9 4 |45

¢Cuadl seraladecision del nuevo duefio?

PROBLEMA 5

La empresa HeladoSA desea lanzar un nuevo producto a que permita introducirle
en nuevos mercados. En la siguiente tabla se muestra los beneficios (o pérdidas en su
caso) esperados de los tres productos candidatos dependiendo del impacto de la
campana publicitaria.

Alto Impacto | Impacto Medio | Bao Impacto

Chocolight 25 10 15
Chocochufa 15 15 15
Chocodisco 20 10 -10

Determine qué producto sacaria a mercado si aplica el criterio de Savage, € de
Waldy el de Hurwicz (paralos distintos valores de «).

PROBLEMA 6

Hay un concurso de television que funciona como sigue: primero se me pregunta
algo acerca de Stupid Videos. Si contesto bien gano 10000 euros. Creo tener una
probabilidad de 0.8 de contestar bien esa pregunta. Si la contesto mal, se acab6 y no
gano nada. Si contesto bien me puedo quedar las 10000 euros o proseguir €l juego y
contestar alguna pregunta de Stupid TV Shows. Si contesto bien gano otras 30000
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euros, pero si contesto mal pierdo lo anterior. Creo poder responder bien con una
probabilidad de 0.6. Si la contesto bien, puedo irme con mi ganancia o proseguir y
responder a una pregunta de Estadistica. Si la contesto bien gano otras 50000 euros,
pero si contesto mal pierdo todo lo anterior. La probabilidad de acertar esta pregunta es
de 0.4. ¢Como puedo maximizar mi ganancia esperada y cuad es esta ganancia? Usar
resultados de decision.

PROBLEMA 7

Una empresa de suministros, “Sumis, S.A.” desea andlizar varias opciones de
expansion de la empresa, fundamental mente asociadas a su proceso productivo. Por una
parte, tiene la opcion de mejorar el material que esta utilizando haciendo una fuerte
inversion en investigacion sobre materiales, logrando un mayor beneficio unitario
posterior de los productos. Por otra parte, tiene la opcion de ampliar la capacidad de
produccion haciendo una ampliacion de la planta de produccion ya existente. Ademas
tiene otra posibilidad para ampliar la capacidad que consiste en abrir una nueva planta
de produccion. El presupuesto disponible no le permite abordar varias estrategias de
expansion alavez, de modo que ha de elegir unade las aternativas.

Por otra parte, las consecuencias derivadas de cada una de las decisiones son
distintas segln sea la coyuntura que rodee a momento de la expansion. Asi, pueden
darse distintos escenarios de demanda de los suministros en funcion fundamental mente
de lo que una empresa competidora, “Multi” pueda hacer. La otra empresa puede
construir una nueva fébrica en € pais, construir una nueva fébrica fuera del pais, o no
aumentar su produccion.

L os beneficios que considera la empresa para cada una de sus opciones segun se den
las opciones de la otra empresa se recogen en la siguiente tabla, donde las filas
representan las opciones de laempresa“ Sumis, S.A.” y los nimeros su beneficio.

Nuevafabricaen Nueva fabricafuerade No hace
pais pais nada
Nuevo material 10 -1 10
Ampliaplanta 0 3 10
Nueva planta 5 -2 6
No hace nada -15 2 5
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¢Qué aconsgjarias a la empresa “Sumis, SA.” hacer s las estrategias de la otra
empresa son conocidas pero se desconoce absolutamente |a val oracion que esta empresa
puede hacer de ellas, ya que ademas opera en otros mercados? ¢Cambiarias laopinion si
supieras que las probabilidades de que la otra empresa lleve a cabo cada una de sus
estrategias son de 0.1, 0.8 y 0.1, respectivamente? Justificar.

PROBLEMA 8

El gestor de las lineas de ferrocarril de un pais desea instalar un sistema de
seguridad en una nueva linea férrea en construccion. Para ello harecibido la oferta de 5
empresas. Cada una de las ofertas esta compuesta por tres partes. la oferta técnica, la
oferta econdmicay el plan de desarrollo. Cada oferta es evaluada por expertos, y tras un
andlisis en que se considera que la oferta de la Empresa 5 no esviable, y si las del resto,
conceden una“puntuacion” en cada unade |as tres partes.

Se asigna una puntuacion a cada parte y empresa, desestimando la mejor y la peor
de las puntuaciones obtenidas, y haciendo la media de las otras. A continuaciéon se
muestra la tabla de puntuaciones asignadas:

Ofertatécnica| Oferta econdmica | Plan de desarrollo
Empresa 1 10 4 8
Empresa 2 6 9 5
Empresa 3 8 6 7
Empresa 4 7 7 9

El gestor ha de decidir a la vista de las puntuaciones obtenidas, qué empresa
desarrollarq el sistema. Suponiendo que las preferencias del gestor mantienen la
relacion lineal (es decir, una diferencia en un criterio de 10 a 8, es igual que de 8 a 6,
por ejemplo), dar la opcion en tres supuestos.

a) Lospesosasignadosalostrescriterios son 0.4, 0.35y 0.25, respectivamente

b) Lamatriz de comparacion entre criterios es.

28/09/2009



MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

O. Técnica O. Econdmica P. Desarrollo

O. Técnica 1 3 5
O. Econdmica 1/3 1 3
P. Desarrollo 1/5 1/3 1

c¢) Plantearlo con valoraciones propias de |os criterios

PrROBLEMA 9

La planificacion energética se ha venido realizando tradicionalmente, en funcién de los
costes del productor. Sin embargo, la asignacion de recursos en base a este criterio no
siempre es eficiente, ya que existen otros costes asociados a las distintas opciones, que
no aparecen reflejados en e coste de generacion.

Este es € caso de los costes medioambientales. La generacion eléctrica conlleva
unos impactos sobre el medio ambiente que, sin embargo, no son tenidos en cuenta a la
hora de asignar eficientemente los recursos, desde un punto de vista social. Esta
ineficiencia hace que la alteracion del medio se siga produciendo, a pesar de la cada vez
mayor sensibilizacion por parte de la opinién publica, sin que las fuerzas del mercado
sean capaces de impedirlo.

Para evitar estas debilidades del mercado, es necesario introducir otros criterios para
la toma de decisiones econdmicas. Una de las formas de hacerlo es la aplicacion de la
decisién multicriterio. Esta metodologia presenta la ventgja de que no es necesario
determinar un valor monetario para los impactos medioambientales. Su desventgja, sin
embargo, radica en que esta heterogeneidad hace necesario analizar cada caso por
separado, con la complejidad analitica que ello supone, |0 que seria innecesario si todos
los costes estuvieran medidos en las mismas unidades.

En este caso se presenta una planificacion el éctrica muy simplificada, ya que ha sido
necesario hacer supuestos, no siempre evidentes, para reducir la complejidad operativa.
Esta simplificacion se debe a que €l objetivo buscado es simplemente mostrar como los
resultados de una planificacion eléctrica tradicional pueden verse alterados s se
introducen otros criterios. Laintroduccion de los costes medioambientales se ha hecho a
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través de una variable asociada, como las emisiones de CO2, ya que estas emisiones son
un aspecto medioambiental de gran relevancia en la actualidad.

Se supone una demanda eléctrica anual de 150000 GWh, que puede ser satisfecha
mediante el empleo de las siguientes fuentes de energia: carbdn, energia nuclear, gas
natural, energia edlica, biomasa procedente de cultivos energéticos, y energia hidraulica.
El coste de generacidn, asi como los costes medioambientales producidos deben ser
minimos.

L as posibilidades de utilizacion de cada una de las opciones estén determinadas por
el potencia existente, o por condicionantes de otro tipo, que se detallan a continuacion:

- laenergia nuclear esta sujeta a una moratoria que impide la expansion de la potencia
instalada, con una produccion anual de 53000 GWh.

- respecto a gas natural, se supone una potencia maxima instalada de 1.835 MW,
establecida por el Plan Energético Nacional. Suponiendo una utilizacion de 7.000 h
al afo, la produccion potencia seria de 12.845 GWh.

- ¢ potencia de la energia edlica en nuestro pais ha sido evaluado en unos 2.000
MW, que, para una utilizacion media de 2.500 h, produciria un maximo de 5.000
GWh.

- los recursos de biomasa para produccion energética han sido estimados en 22 Mtep,
gue equivaldrian a unos 40000 GWh de produccion eléctrica.

- por ultimo, se supone un potencial hidraulico de 31.755 GWh.

Estos supuestos simplifican bastante la operacién del problema, aunque se gjustan
bastante a la realidad. En primer lugar, se considera que toda la demanda debe ser
satisfecha con estas opciones, sin tener en cuenta otras como el fuel-ail, la energia solar,
la cogeneracion, etc. En segundo lugar, la planificacion se va a realizar en base a la
produccion, no ala potenciainstalada. Para ello se consideran unas horas de utilizacion
determinadas, 10 que en légica, deberia venir definido por la posterior optimizacion de
los costes de generacion, ya que es a partir de ésta cuando debe calcularse el tiempo de
funcionamiento, y no antes. En cualquier caso, es de esperar que los supuestos no
alteren demasiado € carécter ilustrativo de este gjercicio

L os costes de generacidn que se van a utilizar son costes medios aproximados de la
generacion eléctrica en Espafia, para una utilizacién normal durante el afio, segun la
planificacion tradicional. En la tabla 1, aparecen los costes de generacion, y emisiones
de CO2 para las opciones consideradas. Para poder referirlas a la produccion de
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electricidad, ambos vienen establecidos con relacion a kWh generado. Hay que
recordar que algunos costes son simplemente estimaciones. El coste del carbon
corresponde a carbén importado.

Tabla 1. Costesy emisiones de CO, de lageneracion eléctrica

Fuentesde energia Cogte (c€/kWh) Emisionesde CO, (¢/kWh)
Carbon 5,85 1015

Nuclear 8,24

Gas natural 5,00 401

Edlica 9,00

Biomasa 12,00

Hidraulica 6,00

Las tecnologias consideradas para estimar las emisiones son, para € carbon,
combustion con combustible pulverizado, para € gas natural, un ciclo combinado, y
para la biomasa, combustion en lecho fluidizado. En este dltimo caso, aunque hay
emisiones de CO2 en la combustion, las emisiones netas se consideran nulas debido ala
fijacion previa del CO2 por los cultivos energéticos empleados para la produccion de
electricidad.

2.5 Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1

Por @ criterio del valor esperado, son indiferentes 6 y 7 periddicos, siendo €l
beneficio esperado de 150 centieuros.

Por € criterio de Wald, se piden 6 periddicos.
Por €l criterio de Savage, son indiferentes 6y 7 periodicos siendo 100 la pérdida.

Por el criterio de Hurwicz, para o< 0.8 se piden 6 periodicos y para o > 0.8 se
piden 10 periddicos.

RESULTADO DEL PROBLEMA 2
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Por el criterio del valor esperado, se elige construir con un beneficio esperado de
270 millones de euros.

Por € criterio de Wald, se venden |os derechos.
Por €l criterio de Savage, elige construir con una posible pérdida de 80 millones.

Por e criterio de Hurwicz, para o < 0.148 se venden los derechos y para o > 0.148
Se construyen ordenadores.

Si tiene la posibilidad de encargar e estudio, a fin decide no encargarlo e invertir
directamente, con €l beneficio esperado de 270 millones.

RESULTADO DEL PROBLEMA 3

Colaco debe lanzar la nueva bebida a nivel nacional sin estudio local, siendo la
cantidad esperada al final de sus activos de 27 millones de euros.

Sin embargo, s emplea las utilidades, debe encargar €l estudio local, y s resulta un
éxito local lanzarlo a nivel nacional, y si no, no lanzarlo. La utilidad esperada en este
caso es.6649.

RESULTADO DEL PROBLEMA 4
1. Por € criterio del valor esperado, debe perforar esperando ganar 10 millones.
Por &l criterio de Wald, decide vender los terrenos.

Por e criterio de Savage, decide perforar siendo e coste de oportunidad de 19
millones.

Por € criterio de Hurwicz, para « < 0.2375 vende los terrenos y para « > 0.2375
decide perforar.

2. Decide hacer € sondeo previo y s resulta favorable perforar, y s no, vender,
esperando ganar 12.3 millones.

3. Decide seguir lamisma estrategia, aunque ahora su utilidad es de 10.65.
El nuevo duefio, decide vender recibiendo los 9 millones.

RESULTADO DEL PROBLEMA 5
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Segun el criterio de Wald, sacard Chocochufa; segin € de Savage, sacara
Chocolight; y segun el criterio de Hurwicz, para a <1/3 sera Chocochufa, y para
o >1/3 serd Chocolight.

RESULTADO DEL PROBLEMA 6

La ganancia esperada maxima es 19200 euros, decidiendo responder la primera
pregunta, Si la acierto responder la segunda, y después de ésta, en ningin caso
continuar.

RESULTADO DEL PROBLEMA 8

a)  Puntuaciones de las ofertas de las empresas. 7.4, 6.8, 7.05y 7.5. Se elegiriala
ofertadelaEmpresa4

b)  Pesos obtenidos mediante metas para los criterios: 0.65, 0.22 y 0.13, con una
desviacion del segundo criterio respecto a tercero de 0.174. Con estos pesos
las puntuaciones de las ofertas de las empresas son: 8.42, 6.53, 7.43y 7.26. Se
elegirialaofertade laEmpresa 1.
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3 Técnicas de planificacion y control de proyectos

En un negocio o industria es habitua que se establezcan tareas que hay que
desarrollar existiendo un determinado orden total o parcial para llevarlas a cabo. Estas
tareas pueden ser tareas pertenecientes a un proyecto y lo que se busca es determinar el
menor tiempo posible para acabar ese proyecto, 0 pueden ser, por eemplo, procesos
productivos que requieren el uso de determinados recursos y hay que decidir como
secuenciar 10s procesos en |os recursos con distintos objetivos 0 metas a alcanzar. Lo
gue resulta comin a ambos planteamientos es la existencia de unas tareas que
desarrollar y unas precedencias entre ellas, pudiendo considerarse todo ello
planificacion de tareas, con o sin recursos. Sin embargo, la planificacion de proyectos
tiene una entidad propia y un uso generalizado por lo que ha sido objeto de andlisis
pormenorizados y ha dado lugar a técnicas especificas, por o que debe tener un
tratamiento diferenciado. Existen aplicaciones ampliamente utilizadas en la industria
que ayudan en la planificacién y control de proyectos como son Microsoft Project
(www.microsoft.com) y Gantt Project (ganttproject.sourceforge.net), esta Ultima de
domino publico.

Por lo tanto, en esta seccion se veran en primer lugar las técnicas mas usuaes de
planificacion de proyectos por su relevancia 'y en la seccion siguiente los modelos de
secuenciacion sobre maguinas. Sin embargo, es conveniente observar que las técnicas
que se presentaran para modelar los problemas de secuenciacion son aplicables y
extensibles a cualquier situacion donde se busgue una planificacion de tareas con
precedencias entre ellas.

3.1 Introduccion

L as técnicas que vamos a ver en esta seccion se utilizan cuando se desea planificar
un proyecto con multiples actividades, permitiendo no solo llevar a cabo la
programacion de las actividades que configuran € proyecto, sino ademéas detectar
cuellos de botella, estimar 1a probabilidad de cumplir los plazos de entrega establecidos,
evaluar el impacto en laplanificacion de realizar cambios de programa, etc.

Se entiende por proyecto un conjunto de actividades interrelacionadas, cada una con
una duracién y unos recursos necesarios para llevarla a cabo. Asi €l primer paso para
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planificar un proyecto es definirlo. Esto supone definir todas las actividades que
configuran el proyecto, sus relaciones de precedenciay sus requerimientos de tiempo y
recursos parallevarlas a cabo.

Estas condiciones configurarian las restricciones que la planificacion debe cumplir,
pero es necesario determinar cua es el objetivo de la planificacion. Se pueden plantear
distintos objetivos, siendo fundamentalmente dos. objetivos de tiempo y objetivos de
coste. Las técnicas béasicas se plantean €l objetivo de encontrar €l tiempo minimo en que
puede ser completado el proyecto, sin embargo veremos algunas variantes donde se
incluyen objetivos de coste o de asignacion de |os recursos.

Para resolver el problema del tiempo minimo en los afios 50 se desarrollaron dos
técnicas que difieren en la consideracion de la duracion de las actividades, siendo una
para duraciones deterministas y otra para duraciones estocéasticas. Estas técnicas son:

e CPM (Critical Path Method): Método del camino critico

e PERT (Program Evaluation and Review Technique)

Para aplicar ambas técnicas se requiere primero representar el proyecto mediante
unared de actividades.

3.2 Red de actividades

Un proyecto se representa mediante una red que visualiza graficamente las
relaciones de precedencia en la realizacion de las actividades. Existen dos formas de
llevar a cabo esta representacion, una en gque las actividades se localizan en los nodos y
otraen laque las actividades se localizan en los arcos.

La técnica de busgueda del tiempo minimo de finalizacion del proyecto
representando el proyecto con las actividades en los nodos es conocida como método
ROY vy su red como grafo ROY. La representacion del proyecto mediante un grafo
ROY suele resultar més intuitiva, pero cuando hay muchas actividades y relaciones de
precedencia entre ellas puede resultar bastante mas complejay, por tanto, mucho menos
atil. De ahi que en este contexto se presenten las técnicas sobre una red de actividades
donde éstas se localizan en los arcos.
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En lared cada actividad se representa por un arco con orientacion la de progreso del
proyecto. La duracion de la actividad o su duracién media, segiin € caso, determina la
longitud del arco.

Los nodos establecen las relaciones de precedencia, de modo que los arcos que
Ilegan a un nodo son las actividades que tienen que haber terminado para que puedan
comenzar aquéllas que vienen representadas por arcos que salen de ese nodo. Asi pues
un nodo es identificado con un evento, entendiéndose por éste e fin de las tareas que
Ilegan a ese nodo o € inicio de las tareas que salen de ese nodo.

Como tales eventos que son considerados los nodos, en toda red deben existir un
nodo inicial y un nodo fina que representan el inicio del proyecto y su finalizacion.

Después de estas consideraciones se construye la red de actividades manteniendo
dos propiedades:

1. Cadaactividad es representada por uno'y solo un arco delared

2. Dos nodos pueden estar conectados por a lo sumo un arco (ya que una actividad
vendra representada por sus nodos inicia y final)

Es posible que a construir la red no se puedan mantener estas propiedades y
representar correctamente la relacion entre las actividades sin afiadir en algunos casos
actividades ficticias. Una actividad ficticia es una actividad que se afiade sin duracién
alguna para establecer relaciones de precedencia que de otra forma no se podria o para
evitar violar las propiedades anteriores. Por gemplo, s dos actividades tienen
exactamente los mismos predecesores y son antecesoras de las mismas actividades
habria que poner dos arcos entre dos nodos, |o que violariala propiedad 2, teniendo que
usar una actividad ficticia como se muestra en lafigura

!/  CORRECTO
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Otro caso donde también seria necesario introducir actividades ficticias es si dos
actividades tienen distintos predecesores pero a menos uno comun. Veamos el
siguiente ggemplo de proyecto y su red de actividades correspondiente.

Un determinado articulo esta compuesto por dos productos ensamblados. Se desea
hacer la planificacion para saber cuando sera posible disponer del articulo ya terminado
habiéndose determinado que las actividades a redlizar, sus precedencias y sus
duraciones son |las que se recogen en la siguiente tabla:

Actividad  Descripcion Predecesores| Duracion
A Capacitar trabajadores - 6
B Comprar materia prima producto 1 - 9
C Comprar materia prima producto 2 - 5
D Fabricar producto 1 A,B 8
E Fabricar producto 2 A,C 7
F Probar producto 2 E 10
G Ensamblar productos 1y 2 D, F 12

3.3 Método del camino critico (CPM)

Este método se aplica cuando las duraciones de las actividades se suponen
conocidas o estimadas con exactitud. El método obtiene la duracién total necesaria para
completar €l proyecto, la programacién de las actividades y la clasificacion de éstas en
actividades criticasy no criticas.

Una actividad se denomina critica cuando no hay holguraal determinar sus instantes
deinicio y final, es decir, cuando cualquier retraso en la finalizacion de esta actividad
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(tanto porque empezara més tarde que el instante previsto como porgue se alargara su
duracion) supone un retraso en el final del proyecto.

Una actividad no critica, sin embargo, tendra holgura, pudiendo ser adelantada o
retrasada dentro de unos limites sin afectar ala duracién total del proyecto.

Se denomina camino critico a un camino en la red desde € inicio hasta € fin
formado por actividades criticas. Obsérvese que en una red puede haber mas de un
camino critico.

El método del camino critico se lleva a cabo en dos pasadas, una hacia delante en la
red y otra hacia atras. En la primera se determinan |os instantes mas tempranos en que
pueden comenzarse las actividades y termina determinando la duracion total del
proyecto. En la segunda se calculan, yendo hacia atrés, |os instantes mas tardios en que
pueden acabar las actividades. Una vez obtenidos estos valores es facil determinar
cuales son las actividades criticas.

Se usara la siguiente notacion:

e d;: duracion delaactividad que vadel nodo i a nodo |
e {: instante mas temprano del nodo i (es el instante mas temprano en que pueden
empezar las actividades que salen de ese nodo)

e T instante més tardio del nodo i (es el instante mas tardio en que pueden acabar

las actividades que llegan a ese nodo)

Fase hacia delante (determinacién de instantes méas tempranos):

1. Etiquetar el nodo inicial con tiempo O, es decir, t, =0.
2. Elegir unnodo j tal que todos los nodos anteriores unidos directamente a é por un
arco ya hayan sido etiquetados ( p,q,...,v). Etiquetar €l nodo j con el maximo de

las etiquetas de estos nodos mas la longitud del arco que los une, es decir,

t; =max{t,+d, t, +dg,...t,+d,}.

3. Repetir el paso 2 hasta etiquetar €l nodo final n, entonces t, esladuracion minima

del proyecto.
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Fase hacia atrés (determinacion de instantes mas tardios):

1. Etiquetar el nodo final con tiempo €l del proyecto, es decir, T, =t .

2. Elegirunnodo j tal quetodoslos nodos posteriores unidos directamente a €l por un
arco ya hayan sido etiquetados ( p,q,...,v). Etiquetar el nodo j con e minimo de
las etiquetas de estos nodos menos la longitud del arco que los une, es decir,

T, =min{T,-d,,,T,-d,..T,—d,}.

3. Repetir e paso 2 hasta etiquetar €l nodo inicial (que debe ser etiquetado con T, =0,

pues si no fueraasi no seria correcto y se habria cometido algun error).

Con esto acaba € procedimiento de calculo de los instantes méas tempranos y mas
tardios. Ahora es facil identificar las actividades criticas que son aquellas actividades
gue no tienen holgura, es decir, una actividad (i, j) (denotada por sus nodos inicia y
final) sera critica s se verifica T, =t;, T =t y T,-T, =t, -t =d, . Las actividades

criticas han de formar un camino (al menos) desde €l inicio al final. Puede haber mas de
un camino critico.

Para ilustrar e procedimiento y los conceptos que se han introducido y los que se
comentaran después veamos un gjemplo. Seala siguiente red de actividades:

cuyos datos son los siguientes

Actividad | Predecesores | Duracion

A - 5

B - 6
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C 3
D 8
E B,C 2
F B,C 11
G D, E 12
H D 1

El procedimiento seria el siguiente:

Fase hacia delante:

1 t,=0

2. t,=t,+d,=0+5=5

2. ty=max{t, +d,,t,+d,} =max{0+6,5+3} =8

2. t,=t,+d, =5+8=13

2. ty=max{t,+dy,t, +d,} =max{8+213+0} =13

2. ty=max{t,+dy,t, +d,,t;+dys} = max{8+11,13+1,13+12} = 25

Luego, laduracion del proyecto sera de 25 unidades de tiempo.

Fase hacia atras:

1. T,=25

2. T,=T,—d,=25-12=13

2. T,=min{T,-d,,T,—d,}=min{25-1,13-0} =13
2. T,=min{T; —dy, T, —d,} =min{25-11,13-2} =11

2. T,=min{T,—d,,T,—d,}=min{11-313-8} =5
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2. T,=min{T,-d;,T,-d,}=min{11-6,5-5} =0

t,=8
L =0 T, =11
E 2 — Y \[t, = 25
X . t, =13 5 6 " _ s
T, =13, 6

A5 H 1

t, =5 2 4 fit, =13

T2:5 D8 T4=13

Evidentemente, las actividades criticas son A, D y G, siendo & camino critico €l que
pasa por los nodos 1, 2, 4, 5y 6. Obsérvese que para la actividad H se verifica que los
instantes méas tempranos y maés tardios de sus nodos inicial y final coinciden, pero que
no es una actividad critica ya que la diferencia entre ambos es superior ala duracion de
la actividad. Es decir, no es suficiente para que una actividad sea critica que sus nodos
inicial y final no tengan holgura, la que no debe tenerla es la actividad.

Respecto a lo que se entiende por holgura de una actividad, existen dos tipos de
holgura:

e Holgura total de la actividad (i, j), denotada por TF;: cantidad en que se puede

retrasar el inicio de la actividad (i, j) maés ala de su instante mas temprano posible
sin retrasar €l proyecto (suponiendo que no se retrasan otras actividades). Su valor
viene dado por la expresion TR, =T, —t, —d, . Tambien se interpreta como lo que

puede ser incrementada la duracion de la actividad en esas condiciones.
e Holgura libre de la actividad (i, j), denotada por FF;: cantidad en que se puede

retrasar €l inicio de la actividad (i, j) (o0 su duracién) mas ala de su instante méas
temprano posible sin afectar al inicio de cuaquier actividad posterior. Su valor
viene dado por FF; =t, —t, —d, . Por definicion, se verifica FF; <TF; .
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Por lo tanto si para una actividad se cumple que FF, =TF,, entonces la actividad

puede ser programada en cualquier instante del intervalo de tiempo [t,T.] sin afectar a

ninguna otra actividad. Si por el contrario se cumple que FF; <TF,

ij !

entonces cualquier
retraso superior a FF; afectara a todos los eventos y actividades posteriores, teniendo

gue retrasar en la cantidad gque exceda a la holgura libre e comienzo de todas las
actividades que salen del nodo | .

Obsérvese que s se han afadido actividades ficticias éstas pueden modificar la
holgura libre de algunas actividades ya que alas que afectaria modificar €l instante final
de una variable pueden ser ficticias, lo cual no esreal. Asi pues, las actividades ficticias
sblo se deben utilizar cuando sea absolutamente necesario y si a calcular las holguras
alguna de estas actividades ficticias resultan con holgura darsela a la correspondiente
actividad real ala que pertenece dicha holgura (generalmente, una actividad que acabe
en el nodo deinicio delaficticia).

Veamos €l valor de las holguras en e gemplo anterior. En primer lugar, para las
actividades criticas no existe ningun tipo de holgura, luego solo hay que calcularlas para
las actividades no criticas. En la siguiente tabla se recogen esas holguras:

Act. no criticas| Duracion d; | Holguratotal TF; | Holguralibre FF,
B (1,3) 6 11-0-6=5 8-0-6=2
C(23 3 11-5-3=3 8-5-3=0
E (3,5 2 13-8-2=3 13-8-2=3
F (3,6) 11 25-8-11=6 | 25-8-11=6
H (4,6) 1 25-13-1=11| 25-13-1=11

Como se puede observar, ambas holguras coinciden paralas actividadesE, Fy H y
no coinciden para B y C. Esto supone que asi como las tres Ultimas actividades se
pueden programar en cualquier punto entre su inicio mas temprano y su inicio mas
tardio sin afectar a ninguna otra programacion de actividad, no ocurre |o mismo paralas
actividades B y C. Es mas, puesto gue la actividad C tiene holgura libre 0 cualquier
retraso en ella supone una modificacion de las actividades posteriores a ella. Si este
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retraso es menor o igua gque 3 se podran reprogramar las actividades sin aargar la
duracién del proyecto y Si es superior necesariamente se acabard mas tarde el proyecto.

Para visualizar claramente la planificacion obteniday las holguras de las actividades
se utiliza un formato gréfico, denominado diagrama de Gantt. En este diagrama, €l ge
X representa el tiempo y cada actividad se representa mediante una barra horizontal que
comienza en su instante méas temprano y de longitud la duracién. Las actividades
criticas se colocan arriba y las no criticas debajo. Ademas, en ocasiones, se alarga la
barra afiadiendo al final de la duracion la holgura libre y detrés la diferencia entre la
holgura total y la libre. Estos valores afadidos se representan con lineas de otro color.
Veamos el diagrama de Gantt para el ejemplo anterior.

A5
_ D 8
T — G 12
T
B 6
o — N
C3
0
E 2
ST
F:11
o ————
H 1
_—— ]
—t et -
5 10 15 20 25
B Duracion M Holguralibre [FZZZz Holgura total
3.4 Metodo PERT

Este método se aplica cuando se considera aleatoria la duracion de las actividades.
El objetivo del método es dar una distribucion de la duracion total del proyecto, con la
gue se obtenga la duracion esperada, su varianza'y se pueda dar respuestas a preguntas
del tipo probabilidad de terminar el proyecto en una fecha programada, etc.

En este contexto la duracion de cada actividad, D;, es una variable aleatoria con

esperanza E| D; | y varianza V| D; | y laduracion total del proyecto seré otra variable

deatoria, CP, cuya esperanza denotaremos por E[CP] y su varianza por V[CP].
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El método asume ciertas hipotesis que pueden ser muy discutidas. Estas son:

Dia1l: Lasduraciones de las actividades son variables aleatorias independientes.

Para cualquier camino desde €l inicio hasta el final la duracion esperada de ese
camino es la suma de las duraciones esperadas de las actividades que lo forman,
pero ademas por ser independientes las variables aleatorias, la varianza del camino
es la suma de las varianzas. Es decir, en cualquier caso la duracion esperada de un

camino c es z(i J.)ECE[D”], pero, ademas por ser independientes la varianza de la
duracion del caminoes > . V[D, |.

Por otra parte, como la duracién total de un proyecto viene dada por la duracion de

un camino critico cc, es decir, CP = Z se tiene de forma inmediata que

D.
(i,j)ecc 1’
E[CP]= Z(i,j)eccE[Dii} y V[CP]= Z(i,j)eccv [Dii] '

Dia2: El camino critico no cambia, siempre es el de mayor duracion esperada.

En e caso en que haya més de un camino con longitud esperada igual, se considera
critico el de mayor varianza.

La consecuencia inmediata de esta hipétesis junto con las consideraciones previas,
es que para determinar la duracion esperada de un proyecto y su varianza, es
suficiente determinar €l camino critico aplicando e CPM, visto en la seccién
anterior, utilizando las duraciones esperadas de las actividades. Una vez
determinado € camino critico la esperanza de la duracién es la suma de las
esperanzas de las duraciones de las actividades que lo forman y la varianza también
la suma de |as varianzas de | as actividades del camino.

Dia 3: Lavariable duracién del proyecto, CP, tiene distribucion normal.

Esta hipétesis, en principio arbitraria, viene justificada porque al ser una variable
gue es suma de otras, aplicando € teorema central del limite, su distribucion se
aproxima suficientemente por una distribucién normal. Por lo tanto, de las tres
hipotesis se concluye que la distribucion de la variable aeatoria CP es

N(u= Z(i,j)ecc E[Dij :I’O-z - Z(i,j)eccv [Dij :I) )
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Por lo tanto, el procedimiento para obtener la distribucion de la duracion del
proyecto seria el siguiente:

PAso 1: Determinar las esperanzay varianza de todas | as actividades del proyecto.

PAso 2: Encontrar € camino critico utilizando las duraciones esperadas de las
actividades (en caso de haber mas de uno, se elige el de mayor varianza).

Paso 3: Obtener lavarianza del camino critico sumando |as varianzas de | as actividades
gue formen el camino.

Asi, por giemplo, si se obtiene una ruta critica formada por cinco actividades (una de
ellasficticia) cuyas esperanzasson 9,0, 7, 10y 12 y sus varianzas son 1.78, 0, 4, 0.44 y
1, la distribucion de la duracion del proyecto sera N(38,7.22). Con esta conclusion se
puede dar respuesta a preguntas como ¢cual es la probabilidad de acabar €l proyecto
antes de 35 dias? Para responder, se calcula esta probabilidad por los métodos clésicos,
siendo Z unavariable con distribucion normal de mediaOy varianza 1:

CP-38 _35-38
J7.22 ~ J7.22

Otra posible pregunta seria, ¢gué duracién debo decir para tener una probabilidad
del 97.5 % de acabar atiempo? Si x eslaincognita, el planteamiento y la solucion seria

P(CP <35) = P( )=P(Z<-1.12)=0.13

P(CP<x)=0.975=
CP-38 x-38 X—38

=P < =0975= P(Z < =0.975=>
( \7.22 \/7.22) ( \/7.22)
X—38
= =1.96= x=38+1.967.22 = 43.27
\J7.22

de donde se deduce que habria que decir al menos 44 dias.

Obsérvese que para aplicar este método no es necesario ni siquiera suponer
distribucion alguna para la duracion de las actividades, solo es necesario conocer su
esperanza y varianza. Sin embargo, en la realidad no es sencillo determinar estos
valores. ¢Cudl eslaesperanza o media de la duracion de una actividad? Es una pregunta
que no es féacil responder a no ser que se disponga de datos historicos, pero, mucho
menos |o es si preguntamos por la varianza, un valor mucho menos intuitivo.
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Para solventar esta dificultad tradicionalmente se ha supuesto una determinada
distribucién para la que se puede obtener la media y la varianza a partir de valores
mucho més intuitivos y faciles de determinar: la distribucién beta. Esta distribucion
supone que la variable toma valores entre un minimo y un maximo y ademés, de todas
las posibles, se utilizan las que tienen una Unica moda. Conociendo estos tres valores es
posible determinar la esperanza y varianza de la distribucion. Asi pues, haciendo esta
suposicion, 1o que es necesario conocer es la duracion mas optimista de la actividad (a:
el minimo), la duracion mas pesimista (b : e méximo) y la duracién més probable (m:
la moda), que son conceptos mucho mas intuitivos y féciles de determinar. A partir de

ellos se obtienen los valores de la esperanza y la varianza como E[Dij]:&gd'm
(b-a)*
V|D, |= .
[ "} 36

El procedimiento es sencillo y de ahi su uso tan generalizado, pero, como ya se ha
dicho, las hipdtesis que se formulan no estan siempre justificadas. A continuacion se
presentan algunos comentarios a estas hipotesis:

1. Lahipétesis de independencia de las variables no siempre es razonable, ya que esto
supone que s una variable se alarga 0 se reduce en tiempo, no va a afectar a la
distribucion de las otras variables, cuando en la realidad puede haber razones que
hacen que se alargue que también hace que otras lo hagan (factores meteorol 6gicos,
por gjemplo), o a revés, a ver que una se ha demorado, que las siguientes se hagan
con mayor velocidad para compensar |la demora.

2. La hipdtesis de que € camino critico es siempre el mismo tampoco est4 del todo
justificada, ya que en muchos casos se puede esperar un camino critico pero la
duracion de otras tareas puede dar lugar a que actividades que por su duracion
media no sean criticas, se demoren, produciendo otro camino con mayor duracion.

3. Lahipdtesis de normalidad de la distribucion de la duracion del camino se justifica
por € teorema central del limite, pero este resultado es asintético, es decir, se
verifica en € limite, y puede ser utilizado para aproximar distribuciones cuando es
un nimero grande de variables las que se suman. Por o tanto, si en el camino critico
no resulta un nimero grande de actividades, la distribucion de la suma puede estar
muy |ejos de aproximarse a una distribucion normal.
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4. La hipétesis de seguir una distribucion beta las duraciones de las actividades es,
probablemente, la hipétesis mas fécil de asumir. Por una parte, esta hip6tesis no
siempre es necesaria, ya que S la esperanza y varianza de la distribucion es
conocida o estimada no es necesario hacerla. Realmente, solo es necesaria cuando
los datos que se conocen son € tiempo minimo, el maximo y e més probable, e
incluso en estos casos, la distribucion beta se presenta como la més apropiada para
gjustar una distribucion de una variable que toma valores en un interval o acotado, ya
gue sus dos pardmetros y su expresion la hacen muy flexible, pudiendo tomar
formas muy diversas.

A pesar de los comentarios anteriores, e método PERT es un método muy
apropiado para aproximar la duracion de un proyecto, sobre todo por la facilidad de sus
cdculos. Sin embargo, hay que tener en cuenta que es una aproximacion, que en
algunos casos puede estar muy legjos de la realidad, tanto méas cuanto menos asumibles
sean las hipétesis anteriores. En el caso de querer obtener algo mas preciso sin gjustarse
a estas hipotesis, la alternativa més razonable es utilizar la ssimulacién para hacerlo.

3.5 Penalizaciones en método PERT: € problema de establecer una
fecha definalizacidon anteriesgo o incertidumbre

La duracion de un proyecto, como se ha visto en € apartado anterior, puede ser
considerada una variable aleatoria. El método PERT da una estimacion (media) de esta
duracion y puede utilizarse para determinar fechas de finalizacion que seran superadas
solo con cierta probabilidad determinada a priori.

Sin embargo, esta probabilidad es un parametro de disefio que puede venir
determinada por diversos condicionantes. Una de las situaciones més habituales es que
existan costes o penalizaciones asociadas a incumplimiento de la fecha de finalizacion.

Un caso gemplo muy claro es cuando se plantea un concurso para adjudicar una
obra. Por una parte, una empresa que desee concursar sabe que cuanto menor sea €l
plazo de finalizacion més probable es que le sea adjudicado el proyecto. Pero, por otra
parte, en este tipo de concursos |o mas habitual es que se establezcan penalizaciones por
no acabarlo en e plazo previsto, estando la empresa adjudicataria obligada a pagar una
multa por ello. Asi pues, si la empresa no desea incurrir en una penalizaciony alarga el
plazo de entrega, en genera, tendrd que estar dispuesta a hacer una “rebgja’ para
mejorar su posicion frente a otros adjudicatarios. La rebaja habra de ser mayor cuanto
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mayor sea el plazo de entrega. Sin embargo, s la empresa realiza €l proyecto y por
causas aeatorias acaba antes de la fecha prevista, pensard que ha dejado de ganar una
cierta suma de dinero, 10 que se conoce como “coste de rebaja’. ¢Cual serala duracién
gue establezca € mejor compromiso entre |0s costes de penalizacion y de rebaja?

Esta duracion sera la que minimice la suma del coste de rebgja mas € coste de
penalizacion. Sin embargo, esta minimizacion dado que las duraciones no son exactas
se puede plantear en dos contextos muy distintos:

e En situaciéon de riesgo: se considera que la distribucién de probabilidad de la
duracion del proyecto es conocida.

e En situacion de incertidumbre: se considera desconocida la distribucion de
probabilidad que sigue la duracion del proyecto.

Los costes de rebgja o penaizacion correspondientes a una fecha de entrega
establecida y una fecha real de finalizacion del proyecto se consideraran conocidos o
estimados para poder determinar cudl es esa fecha de mejor compromiso, tanto en un
contexto como en otro.

3.5.1 Situacion deriesgo

En esta seccion se consideraran lineales los costes de rebgja y penalizacion. Asi,
denotaremos por « al coste unitario de rebaja en que incurre la empresa si finaliza el
proyecto antes de la fecha pactada (por g emplo, en €/dia) y por £ ala penalizacion
unitaria en caso de que finalice el proyecto después de esa fecha pactada (podrian ser
también €/dia). Esta hipétesis no es absolutamente necesaria, pero simplifica mucho los
calculos alahora de presentar e procedimiento.

También se va a considerar que a la empresa le es indiferente perder dinero que
dejar de ganarlo, es decir, le resulta tan gravoso perder ¢ € por penalizacién como dejar
de ganar ¢ € por haber rebgado € precio previamente. Esta hipétesis se puede
modificar de forma sencilla incrementando uno de los costes unitarios; por g emplo, s
le resulta peor tener que pagar € dinero a fina de una penalizacion, € parametro S

puede ser incrementado.
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Sea f(x) la funcion de densidad conocida de la distribucién de la duracién del

proyecto (en el método PERT esta distribucion se asume como normal). Seaasu vez Z
la duracion establecida de antemano que se desea determinar como Optima para
minimizar la suma de |os costes esperados de rebajay penalizacion.

Si la duracion real del proyecto x resulta anterior a la duracion establecida de
antemano (x< Z) el coste en concepto de rebagja sera a(Z —x) y, por lo tanto, €l coste
esperado de rebaja para unafechadada Z sera

j' a(Z —x) f(x)dx

—oco

Por otra parte, si laduracion real es posterior alafecha establecida (x> Z), €l coste
por penalizacion sera f(x—Z) y su coste esperado por |o tanto sera

jﬁ(x— Z) f (x)dx
z
Asi, € coste esperado que se desea minimizar es la suma de ambos costes

min T a(Z—X) f(X)dx+ T,b’(x— Z) f (x)dx

Para obtener el valor dptimo de Z basta con derivar respecto a esta variable e
igualar a 0. Aplicando laregla de Leibnitz (dado que en ambos casos la funcion dentro
delaintegral es0en Z) laecuacion resultante es:

aj. f (x)dx—,BT f(x)dx=0

Reordenando términos y dado que EQ f(X)dx=1 por ser funcion de densidad, €l

valor que buscamos de duracion del proyecto es Z tal que

t _ _p
J;f(x)dx— P(x < 2)_—a+ﬂ

Este valor en e caso de la normal puede ser buscado en las tablas o calculado por
algun programa estadistico. Para cualquier otra distribucion puede buscarse en sus
tablas, s estatabulada, o calculada directamente.
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3.5.2 Situacion deincertidumbre

En este caso, la distribucion de probabilidad de la duracion del proyecto se
considera desconocida. Para poder hacer un andlisis de las opciones y tomar una
decision, este problema se debe plantear como un problema de decison con
incertidumbre.

Para ello, se definen las alternativas o estrategias como las posibles duraciones del
proyecto a considerar y como estados de la naturaleza o escenarios las posibles
duraciones reales que pueden darse o0 que se consideren relevantes. Al fin, debe quedar
una matriz cuadrada pues todas las opciones que se puedan dar podrian ser duraciones a
establecer de antemano.

En la tabla de decision, se pondrian los costes asociados a esa decision y ese estado
de la naturaleza (s la decision es inferior al estado de la naturaleza sera una
penalizaciony s es superior sera un coste de rebaja).

Por gjemplo, si un proyecto puede durar con duraciones minimas de las actividades
40 unidades de tiempo y con duraciones maximas de las actividades 50 unidades de
tiempo, la tabla de decision tendria 11 posibles escenarios que serian las posibles
duraciones. A su vez, como decisiones se pueden considerar todas las posibles
duraciones o0 una seleccién de ellas. La valoracion de una decision bajo un escenario
concreto sera la penaizacién en que se incurra, bien por coste de rebgja o por
penalizacion por demora. Supdngase que estos costes son de 10 si es de rebgjay de 20
por demora, latabla seriala siguiente:

enarios| 40 |41 42|43 /44| 45 | 46 | 47 48 | 49 | 50

Decision

40 0 |20/40/60 80|100|120|140 160 180|200

41 10 | 0 |[20/40|/60| 80 100 120|140 160 180

42 20 |10/ 0 |20 40| 60 K 80 |100| 120|140 160

43 30 /20/10 0 20| 40 60 | 80 100 120 140

44 40 130120 10 O 20 | 40 60 80 100|120
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45 50 [40/30 20 10 O | 20 | 40 60 80 100

46 60 |50/40/30|20| 10 | O | 20 | 40 60 | 80

47 70 160/50/40|30| 20 | 10 | O | 20 40 | 60

49 90 |80/70/ 60 50 40 30 20| 10, O | 20

50 100/90/80|70/60| S0 | 40 | 30 | 20 | 10 | O

Aplicando los criterios de teoria de la decisién con incertidumbre se obtienen
distintas decisiones, de modo que a fin se ha de llegar a un compromiso con una de las
decisiones. Asi, por gemplo, s se aplica el criterio de Wald o pesimista, las decisiones
se valorarian como:

Decisiones| 40 | 41 | 42 43 | 44 | 45 |46 47 48|49 50

Valor 20 180 160| 140| 120|100 80 70 80| 90| 100

A la vista de esta tabla, la decisién optima seria dar una duracion prevista de 47
unidades de tiempo.

El criterio optimista no tendria sentido ya que en & meor de los casos todas las
opciones tienen una penalizacion de 0.

Por ultimo, aplicar €l criterio de Savage tampoco tiene sentido ya que es el mismo
de Wald, puesto que dado un escenario la solucion éptima para é tiene valor 0y, por lo
tanto, los valores que aparecen en la tabla ya son de por si, penalizaciones o costes de
oportunidad, por lo que latabla no cambia.

3.6 Coste en el méodo del camino critico: alternativasen el desarrollo
deuna actividad

Es muy habitual que la duracion de una actividad no esté prefijada de antemano,
pero no por ser aleatoria, SiNo porque existan diversas aternativas con distintos costes,
dependiendo de |os recursos asignados.
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Existen técnicas heuristicas para resolver e problema de elegir la duracion éptima
de las actividades y, por lo tanto, la duracion y coste del proyecto asociados a esas
duraciones. Uno de los algoritmos disefiados con tal fin es del Ackoff y Sasieni. Sin
embargo, es con la programacion matemética con la que mejores resultados se pueden
obtener, pudiendo hacer model os adaptados al caso especifico que se esté tratando.

A continuacién se presenta un modelo a modo de gemplo de como formular
mediante programacion mateméatica un problema de planificacion.

Sea un proyecto con un conjunto de tareas | y unas precedencias definidas entre
estas tareas P, de modo que s (i, j)€ P quiere decir que la actividad j no puede
comenzar hasta que no haya acabado latarea i .

Las tareas tienen asociado un coste a su duracion, que vamos a suponer lineal, de
modo que cuanto menor sea esta duracion mayor sera su coste, es decir, la funcion de

costeesdelaforma B + Ad, (A <0) dentro de unintervalo [BE] .

B coste

R Duracion d,

Se supone ademéas gue existe una duracion total de proyecto que no puede ser
superada T y €l objetivo es obtener una planificacion de minimo coste que cumpla las
precedencias establecidas y no supere el tiempo maximo de proyecto.

A continuacion se presenta el modelo, donde las incognitas son d, laduracion delas
actividadesy x €l instante més temprano en que puede comenzarse una actividad (que

serd el instante para el que quede programada):
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minY" (B +Ad)

iel
x+d <% V(,j)eP
D, <d <Di Viel
x+d <T Viel
x,d >0 Viel

El problema puede ser considerado como de programacion lineal paramétrica si la
duracion total del proyecto T es considerada un pardmetro. En tal caso, la solucion del
problema serian unas duraciones y costes de actividades asociados a cada una de las
duraciones consideradas para € parametro.

3.7 Programacion de proyectos con recur sos limitados: nivelacion y
asignacion derecur sos

En los métodos de programacion y control de proyectos vistos anteriormente existe
la hipétesis implicita de que los distintos recursos necesarios para desarrollar las
actividades existen en cantidades ilimitadas. Obviamente, se trata de un supuesto muy
fuerte y en muchos casos poco realista. En esta seccion, se van a analizar dos problemas
asociados a los recursos, € problema de nivelaciéon y e problema de asignacion de
recursos limitados.

3.7.1 Nivelacién de recur sos

Este problema se plantea cuando, aun existiendo 10s recursos sin ser una restriccion,
éstos son utilizados de forma desigual en el tiempo. El objetivo es nivelar o repartir el
uso de estos recursos en € tiempo de la forma mas equilibrada posible sin alargar la
duracion del proyecto, es decir, la duracién dada por e camino critico.

Para abordar este problema, dada una programacion de un proyecto, lo primero es
hacer una representacion gréaficay claradelacargaalo largo del tiempo del recurso que
se esté analizando. Para €ello, en € gréfico Gantt que representa € calendario del
proyecto se afiade una fila final en la que se contabiliza esta carga por periodos (dias,
por egemplo) y a partir de esta fila se hace una representacion graficaen laqueen e ge
de abcisas se representa el tiempo y en el gje de ordenadas la carga de trabajo.

Parailustrar esta representacion, supongamos que en € gjemplo de la seccion 3.3 se
considera la mano de obra como un recurso que se desea que esté nivelado y los
requerimientos de mano de obra de cada una de estas tareas son |0s que se recogen en la
siguiente tabla:
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Tareas

Manodeobra|5|/5|5| 5|10

10| 5

La carga de trabgjo para la programacion de tiempo méas temprano mostrada en €l
siguiente diagrama de Gantt se recoge en la tabla presentada a continuaci on:

A5
—.
D 8
:
B 6 S —
C 3
E 2
N [ TR
F:ill
.|
H 1
| ]
5 10 15 20 25
Dias |12 |3|4 |5 6|7|8|9/10/11|12 13|14|15|16|17|18|19 20|21 22|23 24|25
Carga| 10/ 10|10 10|10|15|10|10/25|25|15|15/15|20|15/15|15/15 15/ 5| 5|5 5|5 | 5
Graficamente, esta carga se representa de la siguiente forma:
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S 10 15 20 25

El objetivo de la nivelacion de recursos sera obtener una carga lo mas uniforme
posible a lo largo del tiempo. La programacion ideal del proyecto seria que esa carga
fuera siempre la misma, lo que en el gemplo corresponde a un valor de 305 (que es la
cargatotal) entre los dias que dura el proyecto que son 25. Es decir, €l ideal seriatener
una carga constante diaria de 12.2 operarios. Sin embargo, resulta obvio que en este
caso es imposible, de modo que un posible objetivo es minimizar la varianza de la
programacion resultante. Esta varianza puede ser calculada como la media de la suma
de los cuadrados de las cargas menos la carga media al cuadrado, es decir, sumar los
cuadrados de las cargas y dividir por el nimero de diasy aese valor restarle €l cuadrado
de la carga media (en e egemplo, 12.2%). Sin embargo, optimizar esta funcién u
optimizar esta funcién sin la constante y sin dividir nos va a dar el mismo resultado, por
lo que se puede plantear el problema como minimizar la suma de los cuadrados de las
cargas diarias.

Para resolver este problema, plantear un modelo de programacion matemética es €l
método maés eficiente y capaz de asegurarnos que la solucién alcanzada es la Optima.
Sin embargo, también existen algunos algoritmos heuristicos que pueden dar una
solucion razonable en poco tiempo y sin tener que resolver un problema de
optimizacion. A continuacion, se muestra un algoritmo heuristico de este tipo debido a
Burgess y Killebrew, que siendo uno de los pioneros en este tema también esta
considerado uno de los més eficientes.

3.7.1.1 Algoritmo Burgess-Killebrew

Paso 1:

28/09/2009



MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

Elegir la actividad no critica con mayor o mas avanzado instante méas temprano de
finalizacion. Retrasar esta actividad de unidad en unidad de tiempo hasta lo que le
permita su holguratotal, eligiendo como fecha de inicio aquélla que dé menor valor
parala suma de |los cuadrados de las cargas diarias.

Paso 2:

Repetir el paso 1 una por una paralas actividades no criticas con mayor instante més
temprano de finalizacién, pero que no hayan sido analizadas hasta e momento,
hasta que todas las actividades no criticas hayan sido analizadas. En caso de empate,
tomar primero la que tenga mayor holgura. (Atencién a las relaciones de
precedencia a entrar en retrasos en la parte de la holgura total que no es holgura
libre).

Paso 3:

Repetir los pasos 1 y 2 hasta que no haya ninguna disminucion en los cuadrados de
las cargas.

Apliguémoslo a nuestro gjemplo.

PAso 1: La actividad no critica que se selecciona en primer lugar es la actividad F.
Las cargas de trabgjo, sl no seretrasa su inicio, y sus cuadrados seran

Diass 1 2 3| 4|5|6 78 910 11|12 13 14 15

Carga 10|10 101010 15|10 /10 25|25 15|15|15 20| 15

Carga®| 100 100 100|100 100 225 100 100 625 625|225 225 225|400 225

Dias | 16 | 17 | 18 | 19 20 21|22|23 24 25 SUMA

Caga 15 /1515|115 5 5 5 5 5|5

Carga® 225|225 225|225 25/ 25| 25|25 25|25 4525

S seretrasa 1 dia estos valores resultan ser:
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Diass 1 2 3| 4|5|6 78 9101112 13 14 15

Carga 10|10 1010 /10| 15|10 /10 | 15|25 15|15|15 20| 15

Carga’| 100 100 100|100 100 225 100 100 225 625|225 225 225|400 225

Dias | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 |21|22 23 24 25 SUMA

Carga 15|15 15 15|15/ 5/5|5|5|5

Carga® | 225 225 225|225 225|25|25 25/ 25|25 4325

Con 2 dias seria:

Diass | 1 /2|3 |/4|5|6|7 8 9 10 11|12 13|14 15

Carga| 10| 10 10|10 10 15|10 10|15 15|15 15|15 20| 15

Carga®| 100 100|100 100 | 100|225 100 100 225 225|225 225 225 400 225

Dias | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 1 22|23|24 25 SUMA

Carga1515151515155555

Carga’ | 225 225 225|225 225 225|25|25 25|25 4125

Si seretrasa 3 dias € resultado de la suma de los cuadrados no varia, a igua que s
seretrasa4 o 5 dias, siendo en todos |os casos 4125. Si se retrasa 6 dias, latabla seria:

Diass ' 1 2 3 45 /6|7/|8| 910111213 14 | 15

1
Carga| 10 | 10 | 10| 10 | 10 | 15| 10 | 10 5155551015

Carga® 100| 100|100 100| 100 225 100| 100|225 225|25 2525|100 225

Dias |16 | 17 |18 19 | 20 | 21| 22| 23| 24 | 25 SUMA
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15[ 1
Carga 15|15 15 15 > | B 15115 15| 15

Carga® | 225| 225|225 | 225|225 | 225 | 225| 225|225 | 225 4025

De todas las opciones se toma la Ultima ya gque es la que resulta en una suma de
cuadrados menor. De este modo la carga de trabajo queda asi:

25

20

5 10 15 20 25

PAso 2: Se repite el proceso, eligiendo ahora la siguiente actividad que seria la H.
Estaactividad si se retrasa en una unidad darialatabla:

Diass | 1 /2|3 |4 |5 |67 8 9 10/11/12/13/14| 15

1
Carga 10 | 10 | 10 | 10 | 10| 15 10 | 10 515555520

Carga®| 100 100 100/ 100| 100|225/ 100|100 | 225 225|25 25| 25| 25| 400

Dias | 16 | 17 | 18 |19 | 20 | 21 22 | 23 | 24 25 SUMA

151
Carga 15|15 15 15 > | B 15115 15| 15

Carga’ | 225| 225|225 225 | 225|225 | 225 | 225|225 | 225 4125

El valor de la suma de cuadrados empeora y para retrasos mayores seria e mismo
valor, luego no interesa retrasar esta actividad.
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La siguiente actividad seria la E. Es fécil comprobar que moverla dentro de su
holgura no modificala suma de cuadrados, luego la dgjamos como esta.

A continuacion seriala C. S se retrasa esta actividad en una unidad la nueva tabla
(teniendo en cuenta que habria que retrasar la E y la F, aunque esta Ultima ya esta
retrasada) resulta ser:

Diass | 1 /2|3 |4 |5|6|7 8 9 10 11|12 13 14 15

Carga| 10 | 10 10|10 | 10 | 10 | 10 | 10 10 15|15 5|5 10 15

Carga®| 100|100 100 100 100|100 100 100 100 225|225 25 25 100 225

Dias | 16 | 17 | 18 | 19| 20 | 21 | 22 | 23 | 24 25 SUMA

Carga 15|15 15 15 ol 1515 15| 15

Carga’ | 225|225 | 225 | 225|225 | 225 | 225|225 | 225 | 225| 3975

De modo, que interesa. Para retrasos mayores se obtienen sumas de cuadrados de
igual valor de modo que nos quedamos con esta Ultima programacion.

La siguiente y Ultima actividad de esta iteracion, es la actividad B. Para esta
actividad es facil comprobar que cualquier retraso o produce la misma suma de
cuadrados o empeora (con e cuidado de retrasar la actividad E cuando sea necesario).

De esta forma la tabla final de cargas de esta iteracion que tendriamos es la de la
tabla anterior que corresponde al grafico siguiente:
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25

S 10 15 20 25

El diagrama de Gantt asociado seria:

B 6 S
A 772222 lt6tvtbd
I T
A
IO
} } } } } } } } } f } } } } } } } } } ->
5 10 15 20 25

PAso 3: Hay que repetir €l proceso anterior sobre esta nueva programacion para ver
s se puede reducir la suma de los cuadrados de las cargas. Es facil comprobar que este
resultado no es mejorable.

3.7.1.2 Nivelacién derecur sos mediante programacion matematica

A continuacién, se muestra un modelo de programacién matematica para este
mismo problema y la solucién aplicada a este caso gemplo. La primera ventgja de la
programacion matematica es que nos asegura que llegaremos a 6ptimo, pero ademas
nos permite hacer modelos mas flexibles pudiendo nivelar mas de un recurso e incluso
incorporar la opcion de fraccionar las actividades.
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b)

Utilizaremos la siguiente notacion:
| : actividades del proyecto
K : recursosanivelar

p : periodos de tiempo (de 1 ala duracion del proyecto)
d; : duracion de laactividad |
car, : cargadel recurso k que utilizalaactividad j por unidad de tiempo

G =(J,Q): grafo de precedencias, de modo que los nodos son las actividades y 1os
arcos las relaciones de precedencia directas, es decir, existe un arco en Q s el nodo
inicial corresponde a una actividad que ha de acabar antes que la correspondiente al
nodo final.

Como variables vamos a considerar:

ip

_ |1 silaactividad j serealizadurante periodo p
10 enotrocaso

Las restricciones seran:

Todas las actividades han de hacerse dentro del tiempo permitido.
2 Xp=d;
p

Respetar |as relaciones de precedenciadel grafo G .

Estas prelaciones pueden representarse de muy diversas formas. Una de €llas es
mediante el siguiente conjunto de restricciones

D Xiy2d X, VpV(j"j)eQ

p'<p
Las actividades se han de hacer sin interrupcion. Obsérvese que esta hipotesis esta
subyacente en todo lo visto anteriormente, pero dada la flexibilidad de la
programacién matemética, podria no incluirse en este caso. Asi pues, para las
actividades para las que sea un requisito imprescindible se afiadiran las siguientes
restricciones:

X

o T Xjpg, <1 Vi, P
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Por ultimo, hay que expresar la funcién objetivo en términos de nuestras variables.
Como sevio al principio de esta seccion, el objetivo puede ser minimizar la sumade los
cuadrados de las cargas, es decir,

rin (S,

El modelo asi planteado resulta de programacion cuadrética. Existiria una
formulacion lineal alternativa que minimiza las desviaciones a vaor medio. Para ello
habria que afadir unas variables de desviaciones:

N, : desviacion inferior (por debajo) durante el periodo p a valor medio de la carga

del recurso k

S : desviacion superior (por encima) durante el periodo p a valor medio de la carga

del recurso k

Y unas restricciones de desviaciones.

anrjkxjp+ N, —S, =cark Vp,k
J

donde car« representa la carga media del recurso k. Con esta formulacion la funcion
objetivo seria:
min) > (N, +S,)
p k

Para el caso g emplo que estamos tratando, la formulacion en GAMS de este modelo
se presenta a continuacion.

STITLE Nivelacidén de recursos

OPTION OPTCR = 0

SETS J / A, B, C, D, E, F, G, H /
K / MOBRA /
P / pl*p25 /
preced(j,j) precedencia de jl con respecto a j2

/ A.C, A.D, B.E, B.F, C.E, C.F, D.G, D.H, E.G /
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ALIAS (jj.3)., (pp.p)

PARAMETERS

d(3) duracién / A 5, B6, C 3, D8, E2, F 11, G 12, H1 /

cuadrados cuadrados de las cargas

TABLE car(j,k) carga de recursos por actividad

MOBRA
A 5
B 5
C 5
D 5
E 10
F 10
G 5
H 5

binary variables X(j,p)
positive variables N(p,k), S(p,k)

variables objetivo

EQUATIONS
dura (j) duracién total de actividad jJ
precedencias(p,j,j) relaciones de precedencia

nointerrumpir (j,p) no interrumpir las actividades

desviaciones (k,p) desviaciones a media de la carga del recurso
fobjetivo funcién objetivo ;
dura(j) .. sum(p, X(j,p)) =E= d(J) ;

precedencias (p,preced(jj,Jj)) ..

sum(pp $ (ord(pp)<ord(p)), X(3j,pp)) =G= dA(3j)*X(F.p) ;
nointerrumpir (j,p+d(j)).. X(j,p) + X(j,p+d(j)) =L= 1 ;
desviaciones (k,p) .. sum(j, car(j,k)*X(j,p)) + N(p,k) - S(p,k) =E=

sum(j, car(j,k)*d(j))/card(p) ;

fobjetivo.. objetivo =E= sum((p,k), N(p,k) + S(p,k)) ;
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model NIVELACION /all/

solve NIVELACION using MIP minimizing objetivo ;

cuadrados = sum((p,k), sum(j, car(j,k)*X.L(j,p))**2)

Al resolver e problema del ggemplo con este modelo se obtiene una planificacién
alternativa ala obtenida mediante el algoritmo de Burgess-Killebrew, con igual sumade
cuadrados.

3.7.2 Asignacion de recur sos limitados

El problema de asignar recursos limitados en un proyecto es un problema muy
habitual en la vida real. Este problema se distingue del anterior fundamental mente
porque aqui hay un limite o disponibilidad de los recursos en cada periodo de tiempo,
de modo que no se pueden programar tareas en un periodo de tiempo de forma que la
suma de las cantidades del recurso que necesitan esas actividades sea mayor que la
disponibilidad del recurso. En este caso, habra tareas que aun no existiendo unarelacion
de precedencia entre €ellas, haya que decidir en qué orden se hacen para ho superar esa
disponibilidad. En el ejemplo de la seccion anterior podria ser un problema s la
disponibilidad del recurso mano de obra es de 10 operarios, entonces la planificacion
prevista no se podria llevar a cabo. En particular, las tareas F y G, aun no teniendo una
relacion de precedencia se ve gue no podran redlizarse alavez y habra que decidir cud
se hace antes.

En este planteamiento, €l uso de los recursos en cada periodo de tiempo no es un
objetivo gque se quiere nivelar, Sino una restriccion rigida que se tiene gue cumplir. Por
otra parte, lo que ahora sera un objetivo es terminar el proyecto cuanto antes.

Para este problema de minimizar la duracion del proyecto asignando |os recursos de
forma factible, de nuevo la programacidn matematica es la herramienta que nos asegura
el optimo y més flexibilidad nos puede dar. Sin embargo, como plantea cierta dificultad
y, en ocasiones, los modelos resultan muy grandes en tamafio (y por lo tanto su
resolucion puede ser demasiado lenta), se han desarrollado algunas heuristicas con este
fin. En este apartado, se verd primero una heuristica y después algunos modelos de
programaci én matematica.
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3.7.2.1 Algoritmo heuristico para €l problema de asignacién de recur sos

El algoritmo que se va a presentar es un algoritmo sencillo, aunque hay otros mas
complgos que han sido implantados en diversos programas que son ampliamente
utilizados (ALTAI, CORUA, RAMPS, RPSM, SPAR, €tc.).

El algoritmo que se presenta, debido a Wiest y Levy, se basa en la idea de ir
asignando los recursos periodo a periodo, empezando por €l primero. La idea es
programar las actividades que pueden realizarse en ese periodo, siempre que no se
supere la disponibilidad de los recursos, dando prioridad a las que menor holgura tienen
(las actividades criticas seran las de mayor prioridad).

Veamos e gjemplo de la seccién anterior, suponiendo las mismas necesidades de
mano de obra de cada actividad, pero con un limite de 10 operarios para redizar las
tareas.

Partimos de la programacion inicial resultante de aplicar el método del camino
critico, recogiendo la carga correspondiente a cada periodo.

A5
D 8
——— G 12
T —
B 6
C 3
E 2
S—I
Fill
e —
H 1
_— ]
— e T Y EEY

ol
[N
o
[N
ol
N
o
N
(6]

Diass 1|2 |3|4|5|6|7|8|9/10(11|12/13|14|15/16|17/18|19|20(21|22 23|24 |25

Carga|10/10|10|{10|10/15/10|10|25|25/15|15|15/20|15|15|15|15|15| 5|5 |5 |5 |5 |5

El algoritmo trabajaria asi:
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Dial:
Dia2:
Dia3:
Dia4:
Dia5:
Dia6:

Dia7:
Dia8:
Dia9:

Dia 10:;

Dia11:

Dial2;

Dia 13
Dia 14:

Dia15:

Dia 16:

Dial7:

Dia 18:

MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

SeasignaA y B pues no superan la disponibilidad.
SeasignaA y B pues no superan la disponibilidad.
SeasignaA y B pues no superan la disponibilidad.
SeasignaA y B pues no superan la disponibilidad.
SeasignaA y B pues no superan la disponibilidad.

Sigue B (yainiciada) y se asigna D (no tiene holgura), siendo la carga de 10.
Seretrasad inicio de C.

Sigue D y seasignael inicio de C. Lacargaesde 10.
SiguenDy C.

Siguen D y C, con carga 10, luego, no pueden empezar ni E ni F (que estaba asi
programado).

Sigue D, pero no se pueden programar ni E ni F ya que consumen 10 unidades
de recurso que junto a las 5 de D superan la disponibilidad (G y H ni se
consideran por las precedencias).

SigueD.
SigueD.
SigueD.

D ha acabado y hay que programar la que menor holgura tenga. Seria G (es
critica), pero no puede empezar hasta que no se acabe E, en este punto
podemos asegurar que el proyecto no acabard en € tiempo minimo que se
habia establecido. Siguiendo €l algoritmo la que tiene menor holgura de las
restantes es E, asi pues se programa E que consume 10 unidades de recurso.

Sigue E.

Acabada E, se programa G ya que es la de menor holgura (critica)
consumiendo 5. F no puede programarse por consumir 10. H también se
programa pues consume 5. Total: 10.

Sigue sdlo G, pues F consume 10 unidades que junto alas 5 de G superariala
disponibilidad.
Sigue G.
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Dia19:
Dia 20:
Dia21:
Dia22:
Dia23:
Dia24:
Dia 25:
Dia 26:
Dia27:
Dia28:
Dia 29:
Dia 30:
Dia31:
Dia32:
Dia33:
Dia 34:
Dia35:
Dia 36:
Dia37:
Dia38:

Sigue G.

Sigue G.

Sigue G.

Sigue G.

Sigue G.

Sigue G.

Sigue G.

Sigue G.

Sigue G y acaba.
EmpiezaF, cargade 10.
Sigue F.

SigueF.

SigueF.

SigueF.

Sigue F.

SigueF.

SigueF.

SigueF.

Sigue F.

AcabaFy € proyecto.

Como se puede apreciar, € proyecto se ha alargado en 13 dias a tener limitado €l
recurso de la mano de obra.

3.7.2.2 M odelos de programacion matematica para e problema de asignaciéon de
r ecur sos

Existen diversas formulaciones para este problema. Una de €llas seria plantear un
modelo similar al de la seccidén de nivelacién de recursos pero con variantes. En
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concreto, la duracion del proyecto para a ser un objetivo en lugar de unarestricciony €l
uso de los recursos una restriccion en lugar de un objetivo.

Laformulacion podria ser la siguiente:
j . actividades del proyecto
K : recursosanivelar

p: periodos de tiempo (de 1 a un valor que seguro no se vaya a superar; sin un

andlisis previo puede ser la suma de todas |as duraciones, pero es mejor un pequefio
andlisis parareducir este indice; podria ser el resultado de la heuristica de la seccién
anterior)

d; : duracion de laactividad |
car, : cargadel recurso k que utilizalaactividad j por unidad de tiempo

disp, : disponibilidad del recurso k

G =(J,Q): grafo de precedencias, de modo que los nodos son las actividades y 1os
arcos las relaciones de precedencia directas, es decir, existe un arco en Q s el nodo

inicia corresponde a una actividad que ha de acabar antes que la correspondiente al
nodo final.

Como variables vamos a considerar:

ip

_ |1 silaactividad j serealizadurante periodo p
10 enotrocaso

L as restricciones seran:

a) Todas las actividades han de hacerse dentro del tiempo permitido
Z Xip=d; V]
p

b") Respetar |las relaciones de precedenciadel grafo G .

> Xy 2d, X, Vp,V(j’j)eQ

p'<p
c) Las actividades se han de hacer sin interrupcion.

Xip+ Xjpa <1 Vi, p
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d) No superar ladisponibilidad de los recursos:

> cary X, <disp, Vp,k
j

Por dltimo, hay que expresar la funcion objetivo en términos de nuestras variables.
Una forma es ponderar los periodos de tiempo, de modo que se pendice la
programacion de una tarea en los periodos atos. Esto se puede hacer ponderando de
menos a mas las variables correspondientes alos periodos, es decir, €l objetivo seria:

min Zap(Zij)

definiendo las ponderaciones de modo que cumplan «, >, S p> p’. Esta

formulacion tiene un riesgo y es que como consideramos todas |as tareas asignadas a un
periodo, podemos penalizar mas el tener 2 tareas en un periodo que alargar el proyecto.
Para no correr este riesgo, se deberian incluir otras variables binarias que indiquen si en
un periodo se programa alguna tarea o no, en lugar de contar €l nimero de tareas. Las
nuevas variables serian

p

1 s seprogramaalguna actividad durante el periodo p
0 enotrocaso

Con estas nuevas variables habria que afadir una restriccion que las ligue con las
anteriores

2 Xp <MY, vp
J

siendo M una cota gue no se pueda superar y la nueva funcién objetivo seria
min > a,Y,
p

Laformulacion en GAMS seriala siguiente:

STITLE Asignacidén de recursos limitados

OPTION OPTCR = 0

SETS J / A, B, C, D, E, F, G, H /

K / MOBRA /
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P / pl*p38 /
preced(j,j) precedencia de jl con respecto a j2

/ A.C, A.D, B.E, B.F, C.E, C.F, D.G, D.H, E.G /

ALIAS (33.3), (pp,p)
PARAMETERS
ae) duracién / A5, B6, C3, D8, E2, F11, G 12, H1 /

disp (k) disponibilidad de recursos / MOBRA 10 /

alfa(p) ponderacidén de los periodos ;

alfa(p) = ord(p)

TABLE car(j,k) carga de recursos por actividad

MOBRA
A 5
B 5
C 5
D 5
E 10
F 10
G 5
H 5

binary variables X(j,p), Y(p)

variables objetivo

EQUATIONS

dura (3) duracidén total de actividad j
precedencias(p,j,Jj) relaciones de precedencia
nointerrumpir (j,p) mno interrumpir las actividades

disponibilidad(k,p) disponibilidad del recurso k en periodo p

relacionvar (p) relacién uso de periodo
fobjetivo funcién objetivo ;
dura(j) .. sum(p, X(j,p)) =E= d(j) ;
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precedencias (p,preced(jj,Jj)) ..

sum(pp $(ord(pp)<ord(p)), X(3jj,pp)) =G= d(3j)*X(3,p) ;
nointerrumpir (j,p+d(j)).. X(j,p) + X(j,p+d(j)) =L= 1 ;
disponibilidad(k,p) .. sum(j, car(j,k)*X(j,p)) =L= disp(k)
relacionvar(p) .. sum(j, X(j,p)) =L= card(j)*Y(p) ;
fobjetivo.. objetivo =E= sum(p, alfa(p)*Y(p)):

model ASIGNACION /all/

solve ASIGNACION using MIP minimizing objetivo

Al resolver este gjemplo, se observa que no se puede obtener una duracién inferior a
los 38 dias obtenidos con € método heuristico. Por otra parte, siendo un proyecto tan
sencillo, e tiempo de resolucién del modelo fue de 18 segundos con e optimizador
CPLEX 9.0 en un PC a 1.1 GHz, lo que hace suponer que el tiempo para proyectos
mayores puede ser inviable. Unareformulacion del problema puede ser mas eficiente.

A su vez, hay formulaciones alternativas cuando los recursos se consideran
individualmente (por ejemplo, una maquina concreta) que resultan mas eficientes que
aplicar estaformulacion.

3.8 Biblioteca de problemas

PrROBLEMA 1

Considérese la lista (smplificada) de actividades que intervienen en la construccion
de unacasa

Actividad, Descripcion | Antecesores| Duracién
A Cimientos — 5
B Murosy Techos A 8
C Tejado B 10
D Cables Eléctricos B 5
E Ventanas B 4
F Revestimiento E 6
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G Pintar

CF

1. Dibujar lared del proyecto, determinar la ruta critica, obtener la holgura total de
cada actividad y la holguralibre de cada una.

2. Supodngase que se puede reducir la duracion de cada actividad contratando mas
trabajadores. En la tabla siguiente se dan los costes diarios de la reduccion de la
duracion de las actividades. Establecer el problema de programacion lineal que hay
gue resolver paraminimizar el coste total de laterminacion del proyecto en 20 dias.

Actividad Coste diario por reduccion (€/dia) | Méaxima reduccion (dias)
Cimientos 3000 2
Murosy Techos 1500 3
Tejado 2000 1
Cables Eléctricos 4000 2
Ventanas 2000 2
Revestimiento 3000 3
Pintar 4000 1

PROBLEMA 2

El promotor de un concierto de rock en una ciudad debe realizar las tareas que se
dan a continuacién antes de poder realizar el concierto.

Activ. Descripcion Antec.| a (min) | b (mé&x) | m (més prab.)
A Encontrar lugar - 2 4 3
B | Encontrar ingenieros | A 1 3 2
C Contratar acto inic. A 2 10 6
D | Anunciarradioy TV | C 1 3 2
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E |Instalar ventabilletes| A 1 5 3
F Instal. eléctricas B 2 4 3
G | Imprimir publicidad C 3 7 5
H Arreglar transporte C 0.5 15 1
I Ensayos F H 1 2 15
J | Detdl. dltimo minuto, | 1 3 2

Considérese que todas las duraciones tienen distribucién beta.

1. Dibujar lared de proyecto.

2. Determinar

larutacritica.

3. Si e promotor quiere tener una probabilidad de 0.99 de terminar |a preparacion para
el 30 de junio, ¢cuando tendrd que empezar con €l trabajo para encontrar un lugar
parael concierto?

PrROBLEMA 3

Las actividades que configuran un proyecto, sus precedencias, asi como sus
duraciones més optimistas, pesimistas y mas probables vienen recogidas en la siguiente

tabla:
Actividad | Predecesores | Dur. optim. | Dur. mas prob. | Dur. pesimista
A - 2 25 6
B - 1 15 5
C - 2 55 6
D A 3 4 5
E A,B 3 5 7
F A,B 7 9 11
G C 5 6 7
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H D,E 10 10 10
I F 9 9 9
J F,.G 7 8 9

1. Suponiendo que las distribuciones de las duraciones son todas de tipo beta, ¢para
qué valor la probabilidad de que e proyecto esté terminado antes de esa fecha es de
0.8? (Nota: El valor de una N(0,1) que deja 0.8 de probabilidad a su izquierda es
0.84).

2. Dar las holguras libres y totales de todas las actividades, suponiendo duraciones
medias.

PrROBLEMA 4

Un proyecto consiste en las siguientes actividades, siendo posible realizar cada una
de las mismas de tres formas diferentes con una duracion y un coste distinto para cada
una. Las actividades, sus predecesores y sus duraciones (en semanas) y costes se
reflgjan en la siguiente tabla:

Tareas| Antec. D. normal | C. normal | D. acdl. | C. acel. | D. urg. | C. urg.
A - 9 3 7 4 5 6
B A 8 3 6 4 4 5
C A 7 2 5 3 3 5
D C 10 3 8 4 6 6
E B,D 12 4 10 5 7 7
F D 10 4 8 5 6 6

1. Dar la duracion minima del proyecto y las holguras libre y total de las actividades
con una duracion normal de éstas.

2. Plantear un problema de programacion lineal para resolver € problema de elegir
como llevar a cabo cada actividad de entre las tres formas posibles y en qué instante,
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de modo que se minimice el coste, se respeten las precedencias, € proyecto no dure
més de 25 semanas y teniendo en cuenta que si la actividad A se lleva a cabo de
forma urgente la F también ha de llevarse a cabo de forma urgente.

PROBLEMA 5

Las estimaciones de la duracién minima, mas probable y méxima de las distintas
actividades que configuran un proyecto se dan en la siguiente tabla:

Activided |A,B C|D,G,l E,H,JK|F,L M N,OP Q R,STU
Minima 2 |1 1 211 4 57 4 5|1
Mésprobable| 5 (4| 6 3 3 /2 6 6/9 5 8|5
Maxima 7 |5 9 5 4 3|10 7|10 6 (9|6

Estas actividades estan ligadas por |as prelaciones siguientes:

A PrecedeaD, C, F J L PrecedeaN

B,C PrecedeaE, G, H K PrecedeaO, P, Q,R

D Precede al M PrecedeaO

E,F, || Precedeal,J K,M| [N, P | PrecedeaS

G PrecedealJ K, M Q, O|Precedea U

H Precedea K, M R, S |PrecedeaT

1. Sepidedibujar un gréfico que represente las actividades y sus prelaciones, €l tiempo
medio minimo en que puede ser acabado €l proyecto y los eventos y actividades
criticas, suponiendo distribuciones tipo beta.

2. Caracterizar ladistribucion de probabilidad del tiempo de realizacion del proyecto.

PROBLEMA 6
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Un proyecto consta de las siguientes actividades cuyas duraciones minimas, mas
probables y maximas se dan en la siguiente tabla:

Actividad A B CDEFGHI
Minima 3/2/1/2 233/ 8|2
Maéasprobable 6 | 6 | 3/ 3 3|55 93
Maxima 15/10 5/10/4|7|7/10|4

L as relaciones de precedencias entre tareas son las siguientes:

A, B|PrecedenaC, D, E

PrecedeaF, G, H

Precedea G, H

E Precede aH

F, G | Precede al

a) Dibujar lared del proyecto, determinar la duracién media minima del proyecto, €l
camino critico y las holguras de las actividades suponiendo duraciones medias y
distribuciones beta

b) ¢Qué duracion deberia decirse para tener una probabilidad de 0.8 de acabar €l
proyecto atiempo?

PROBLEMA 7

Un proyecto de investigacion consta de una serie de actividades, que se recogen en
latabla siguiente, junto con sus relaciones y sus duraciones en meses.

Actividad | Descripcion Antecesoras | Duracién

A Asignacion de tareas - 1
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Busqueda bibliogréfica

Disefio de experimentos

Programacion de software

w | > | > >

Andlisis de resultados anteriores

Realizacion de experimentos B,C

Andlisis de resultados F

I & m|m| 0O O|®@

Simulacién informética B,C,D

[ Validacién de resultados E, G

N ([P D> P [P W] 001 O

J Redaccion del informe final H, I

¢Cudl seralafecha méas temprana en que se podra entregar €l informe fina? Si en el
momento de comenzar alguna de las tareas, € investigador que la debe realizar causa
baja, ¢cuanto tiempo se podra retrasar cada actividad, para buscar otro investigador, sin
gue esto afecte a la fecha de entrega del proyecto? ¢Seria necesario modificar en algun
caso la planificacion del resto de las actividades?

PrROBLEMA 8

Unared de actividades tiene | as siguientes caracteristicas

Actividad | Precede directamente a | Duracién
A D,EF 5
B E,F 7
C E,F,G 9
D H, K 10
E H, K 4
F I, L 5
G I, L N(7,2)
H 6
| 2
J 4
K N(11,3)
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Como se ve la actividad G tiene una duracion aleatoria normal de media 7 y
desviacion tipica 2, en tanto que la de K, también normal, tiene media 11 y desviacion
tipica 3.

a. Proponer un modelo de programacion lineal entera que minimice el tiempo medio
de gecucién del proyecto, suponiendo que las actividades F y G utilizan un mismo
recurso 'y, por lo tanto, no pueden g ecutarse simultdneamente.

b. Suponiendo ahora que no existe la limitacion del recurso Unico y utilizando €l
metodo PERT, determinar el camino critico parala duracion media.

c. Bgo las hipotesis del método PERT, ¢qué duracion habria que dar para tener una
probabilidad del 97.5 % de acabar atiempo?

d. Suponiendo independencia de las duraciones, pero nada més ¢qué duracion habria
gue dar para tener esa probabilidad del 97'5% de acabar a tiempo? Compara
también los resultados del PERT vy el caso exacto si K tuviera desviacion tipica l, y
en el caso en que fuera determinista (duracion deK 11).

PrROBLEMA 9

En la siguiente tabla se presentan cinco actividades, sus precedenciasy duraciones.

Actividad  Precede a| Duracion [dias]

A D 10

B CyE Uniforme [4,8]
C D 5

D - Triangular [4,6,8]
E - 5

Los tres pardmetros de la distribucion triangular son € minimo, la moda y €
maximo.

Sepide:

1. Dibujar el grafo delared con las actividades y sus duraciones.
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. Suponiendo duraciones medias de las actividades determinar la duracién minima del
proyecto, los margenes (holguras) libresyy totales.

Describir un procedimiento que permita simular la duracién del proyecto teniendo
en cuenta las duraciones aleatorias de algunas actividades. Redlizar la simulacion
utilizando estas series de nUmeros aleatorios:

Serie 1: 0.34, 0.56, 0.18, 0.86, 0.05
Serie 2: 0.53, 0.07, 0.62, 0.59, 0.32

Determinar la probabilidad de que el camino critico obtenido para las duraciones
medias sea el camino critico en la g ecucion del proyecto.

. Suponer ahora que D tiene distribucion Uniforme en [4,8]. Dar la distribucién
exacta de la duracién del proyecto, y comparar los resultados de la probabilidad de
gue el proyecto se extiendamas de 17, 18, 19, 20 y 21 dias segun el método PERT y
segun la distribucion exacta.

Dada la siguiente formulacion de programacion lineal para € problema con
duraciones medias, y la correspondiente tabla Optima, responder a las siguientes
cuestiones.

minTOT

T,-T,210

T.-T; =6

T.-T, 26

T,-T. 25

TOT-T, =6

TOT-T. =25

T, TOT =20

T, Tg T b e TOT § S § S S $

¢c-z|0 1 0 0 O O 0 1 0 1 1 O0]-17
I, {0 -1 0 1. 0 0O O -1 0 -1 0 0|1
. /|0 -1 1 0 0 0 O -1 0 O O O] 6
= ([0 -1 0 0 1 0 O O -1 0 O O] 6
s (1L -1 0 0 0O 0 1 -1 0 -1 0 0|1
TOT |0 -1 0 O O 1 0 -1 0 -1 -1 017
s |0 0o 0O OO 0 0 -11 -1-11|F6
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e Interpretar los resultados, incluyendo € significado de todas las variables de la
tabla, €l valor y significado de las duales, y los costes reducidos de las originales

e (Existen soluciones aternativas? Justificar, y, en su caso, dar esas soluciones

3.9 Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1

1. Rutas criticas hay dos. A-B-E-F-G y A-B-C-G. Duracion = 26. La Unica actividad
gue no es criticaes D, cuyas holgurastotal y libre coinciden, siendo 8.

min 3000r, +1500r, + 2000r,, + 4000r, + 2000r, +3000r. +4000r,
Xg =X, +5-T,

Xe = Xg +8-r,

Xp = Xg +8—1ry

Xg =X +8-1r;

Xe 2 X +4-T1

Xg 2 X% +10-r1,

Xg =X +6-1¢

Xg +3—TI5 =X, +20
0<r,<2,0<r;<30<r.<L0<r,<2,0<r.<2,0<r.<30<r;<1
X =0 Vi

Solucion: reducir laduracion de A en 2, ladeBen 3,ladeCenlyladeE en 1.
Siendo la programacion: A empiezaen0,Ben3,Cen8, Den8 Een8, Fenlly Gen
17. Selogra con un coste de 14.500.

RESULTADO DEL PROBLEMA 2
1
2. Rutacritica: A-C-G, con duracion esperada de 14 dias. Su varianza es de 2.3333.

3. Sabiendo que Z(0.01)=2.32, es decir, €l valor de una distribucion normal de media O
y desviacién 1 que deja ala derecha una probabilidad de 0.01 es 2.32, se deduce que
debe empezar 17.54 dias antes, redondeando, debe comenzar 18 dias antes.
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RESULTADO DEL PROBLEMA 3
2. Para21.8.

3. A-FF=TF=0; B-FF=TF=1; C-FF=0, TF=2; D-FF=1, TF=4; E-FF=0, TF=3; F-
FF=TF=0; G-FF=1, TF=2; H-FF=TF=3; |-FF=TF=0; J-FF=TF=1.

RESULTADO DEL PROBLEMA 4
1. Duracion = 38. Holguras: A-FF=TF=0; B-FF=TF=9; C-FF=TF=0;
D-FF=TF=0; E-FF=TF=0; F-FF=TF=2.

min  3X,, +3Xg, +2X; +3Xp, +4X, +4X, +
+4X ,, +4Xg, +3X, +4X,, 59X, +5X, +
+6X 3 +5X g3 +5X 5 +6X 55+ 7 X5 +6 X,

3
> X, =1 Vje{AB,C,D,EF}

i=1

T 2T, +9X,, +7X,,+5X,
To 2Ty +9X, +7X,, +5X 5
Ty 2T +7X +5X, +3X,
T 2T, +8Xg, +6 X5, +4X,,
To 2T, +10X,, +8X,, +6X,
T =T, +10X,,; +8X,, +6X,;
T +12X ., +10X, + 77X, <25
T +10X, +8X,, +6X; <25
XA3 < XF3

X,€{04,T,20 Vi=123 Vje{AB,C,D,E,F}

RESULTADO DEL PROBLEMA 5

Hay dos caminos criticos: A-D-1-L-N-S-T y A-D-I-JN-S-T. La esperanza de la
duracion con ambos es 38.8333 y la varianza en un caso es 4 + 25/36 y en €l otro 4 +
13/36.

RESULTADO DEL PROBLEMA 6
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1. El camino critico es A-D-H, con una duracion media de 20 y una varianza de 5.888.
Las holguras son: B(FF=0 6 1, TF= 1), C(0,1), E(1,1), F(1,2), G(0,1), I(1,1).

2. Laduracion seria: 20 + 0.84+/5.8888 = 22.04.

RESULTADO DEL PROBLEMA 8
b. Variables:
CP: duracion mediadel proyecto
T, :instante deinicio de laactividad i

FG —

1 s Fsehaceantesque G
{O en otro caso (G antes que F)
Datos:
d.: duracion de laactividad i

Precedencias: (i,i")e P

Modelo:
min CP
T.>T+d V(,i)eP
CP>T+d Vi o i=J,K,L
TFZTG+dG_mXFG
To 2T +d. —m(1- X))
CP,T.20, X €{0,1}
b.
ZNEIR-ET
1 15
] (4
]
A5 , E 4 K N(11,3)
01 H 6
]
/0N 87 5 21 J4 21N
S > 29 ®
n S 26
, F5 I2
1
Co 0, L 8
1

I @
5 G N(7,2)
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c. El camino critico estaformado por las actividades A, D y K.
E[CP] = E[D,]+E[D,]+E[D,]=5+10+11=26
V[CP]=0%+0}+0; =0+0+9=9

f-26

d
CP=N(26,3) 0.025>P(CP> f)=P(Z> )

%:1.96 f=26+31.96~32

RESULTADO DEL PROBLEMA 9

1

Alo/%nws)
Blw(ug\(L/Eﬁ

Actividad | Duracién media [dias]

2. Lasduraciones medias son

A 10

m | O O |®

6
5
6
5

Nodo| Instante méstemprano t, Instante més tardio T.

1 t,=0 T,=min{T,-d,,T,-dg} =
max {11-10,6-6} =0
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t,=t,+d;, =0+6=6

T,=min{T,-d.,T,-d.} =
max{17-5,11-5} =6

t, =max{t,+d,,t;+d.} =
max{0+10,6+5} =11

T,=T,-d, =17-6=11

t, =max{t,+d.,t,+d,} =
max{6+5,11+ 6} =17

La duracion minima de proyecto es de 17 dias. EI camino critico es B-C-D.

Actividad | Holguraslibre y total [dias]
A 1
B 0
C 0
D 0
E 6

Para hacer la simulacion de la duracion real del proyecto hay que tomar muestras de

las duraciones aleatorias. Las muestras de la distribucién uniforme se pueden
obtener mediante la transformada inversa. Las muestras de la triangular se pueden

obtener mediante la transformada inversa 0 mediante aceptacion-rechazo simple.

Con la primera serie se calculan las muestras de la duracion de B d; = (8—4)u+4.

Con la segunda las de la duracién de D. Las funciones de densidad y distribucion

son

f(d,) = 0.25d, -1 4<d, <6
°771-0.25d,+2 6<d,<8

F(dD) :{

0.125d2 —d, +2
-0.125d2 +2d, -7 6<d,<8

4<d, <6

Por el método de latransformadainversa (Tl)
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0.125d2 —d, +2=u u<05
~0.125d2 +2d, - 7=u u>=05

g J1-4-0.125(2-u)

b u<0.5
0.25
-2+,/4-4-0.125(7
dp = J 025 S(7+U) u=0.5

Por el método de aceptacion rechazo simple (AR). Con € primer nimero aeatorio
obtengo una muestra de la duracion d, =(8—-4)u,+4=4-0.53+4=6.12. Con €

segundo una muestra de la dtura @ y=0.5-007=0.035. Como
0.035=y< f(d,)=-0.25-6.12+2=0.47 acepto la muestra Otra muestra
d, =(8-4)u +4=4-0.62+4=6.48, valor delaordenada y =0.5-0.59=0.295, Como
0.295=y< f(d,)=-0.25-6.58+ 2 =0.38 acepto la muestra.

NUms.  Duracion B [dias] | Nams. | Duracion D [dias] | Duracion D [dias]
(T1) (AR)

0.34 5.36 0.53 6.06 6.12

0.56 6.24 0.07 4.75 -

0.18 4.72 0.62 6.26 6.48

0.86 7.44 0.59 6.19 -

0.05 4.2 0.32 5.6

4. Para que € camino critico calculado para duraciones medias siga siendo critico es
necesario gue la duracion total de B mas C sea superior ala de A. Esta probabilidad
viene dada por la condicion de que

P(d, +d. >d,)=P(d, >d,—d.) = P(d, >5) =
=1-P(d, <5)=1-F(5)=1-0.25-5+1=0.75

6. Vaoresvariablesoriginaes

28/09/2009



MODELOSOPERATIVOSDE GESTION

T:AyBempiezanen0,Cen6,Denlly Een6.

TOT : Laduracion del proyecto es 17 dias.

Funcion objetivo: 17 dias de proyecto

Variables de holgura:

S1=1 D se demora 1 dia en empezar desde que acaba A (puesto que A no
precede a nadie més, se puede ver como holgurade A)

S6= 6 desde que acaba E hasta €l final del proyecto hay 6 dias (holgura de E que
no precede anadie)

Resto holguras es cero, todo empieza cuando acaba lo precedente y D determina
el final del proyecto.

Variables duaes:

Y1=0: Si A aumenta su duracion no afectaal proyecto (no critica)

Y2=1: Si B aumenta su duracion en 1 seretrasa el proyecto en 1, a retrasar aC
(B critica)

Y 3= 0: Si B aumenta su duracion en 1 no afecta a proyecto por retrasar a E (si
por C)

Y4= 1: Si C aumenta su duracion en 1 se retrasa €l proyecto (C critica) y D
también o ser4

Y5=1: Si D aumenta su duracién en 1 seretrasa el proyecto en 1 (critica)

Y6=0: Si E aumenta su duracién no afectaa proyecto

CoStes reducidos de no bésicas:

DeA: 0, aumentar el instante deinicio de A no afectaal proyecto (no critica)

DeB: 1, aumentar en 1 el instante de inicio de B retrasa €l proyecto en 1 (critica)

Otras soluciones bésicas:
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4 M odelos de secuenciacion en maguinas

En un negocio o industria es habitua que se establezcan tareas que hay que
desarrollar existiendo un determinado orden total o parcial parallevarlas a cabo. En esta
seccién se van a tratar problemas en los que hay unas tareas que llevar a cabo con
determinados recursos limitados. La terminologia utilizada proviene del ambito de la
produccion denominandose trabgjos (jobs) a las tareas y maguinas a los recursos.
Aunque € contexto en que se utilicen no sea productivo, en general, es facil hacer la
traslacion a este lenguaje.

El planteamiento del problema que se va a ver recibe el nombre de problema
general job-shop, no se hace la traduccion de este término a castellano por no existir un
claro convenio al respecto. En este planteamiento se supone que existen n trabajos

{J,,...J,} que han de ser procesados por m maquinas {M,,...,M} ». Se supone que

cada trabgjo ha de pasar por cada maquina una y sélo una vez, denominandose
operacion a proceso de un trabajo en una maguina y denotandose por o, la operacion

de procesar €l trabgjo i enlamaquina j .

Se denominan restricciones tecnol égicas a condiciones que puedan ser puestas en €
orden en que los trabajos deben ser procesados en las maguinas. En € caso general, se
supone que cada trabajo tiene su propio orden de proceso sin que exista relacion con €
orden de cualquier otro trabajo. Sin embargo, existe un caso particular de gran
importancia en € que e orden es e mismo para todos los trabgjos, denominandose a
este problema flow-shop ya que es como si |os trabajos fluyeran entre las maguinas en €l
mismo orden.

Cada operacion o, requiere un cierto tiempo p; para ser desarrollada, denominado

tiempo de proceso. Por convenio, en este tiempo se incluye cualquier tiempo requerido
para gjustar la maguina para este trabajo o tiempo de transporte hasta la maguina. Este
tiempo se supone fijo y conocido con antelacion. Igualmente, todos los datos se suponen
deterministas y conocidos por el planificador.

10 Algunos autores se refieren alas maquinas como procesadores, especialmente cuando se trata este
tipo de problemas en planificacion de trabajos informéticos.
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También se supone que las maquinas estan siempre disponibles, aunque no se
supondra lo mismo para los trabajos, es decir, se considerara que |os trabajos pueden no
estar disponibles para ser procesados al principio del periodo de planificacion. Se
denominararelease date o ready time y se denotarapor r, a instante en el que el trabajo

J. puede empezar a ser procesado o el pedido puede empezar a ser preparado.

El problema general job-shop consiste en encontrar una secuencia en la que los
trabaj os pasan por las méquinas para ser procesados, tal que

a) Asumiendo ciertas hipétesis, sea una planificacion compatible con las restricciones
tecnol égicas, es decir, seafactible, y

b) Sea dptimarespecto aalgun criterio de desarrollo.

Las hipotesis, que supone e problema job-shop y que se veran a continuacion,
hacen que no todos los problemas de programacion y secuenciacion puedan ser
modelados como un job-shop ni resueltos con las técnicas desarrolladas para este tipo
de problemas. Sin embargo, son una buena introduccion a los conceptos manejados en
la teoria de secuenciacion y a las técnicas utilizadas con un desarrollo coherente, de
modo que ademas de su valor en si mismo, permiten seguir con facilidad las teorias
desarrolladas en otros contextos.

Empezaremos comentando cuales son las hipétesis del job-shop y después se
comentaran las distintas medidas de desarrollo y |os posibles objetivos asociados a éstas
que se pueden plantear en un problema de estas caracteristicas, asi como las relaciones
entre ellas.

4.1 Hipotesis del job-shop
1. Cadatrabajo es unaentidad y, por o tanto, no pueden procesarse dos operaciones de

un mismo trabajo simultaneamente.

2. No existe interrupcion, es decir, cada operacion una vez empezada debe ser
completada antes de gque otra operacién pueda empezar en esa maquina.

3. Cadatrabgjo incluye unay sélo una operacion en cada méaquina, por lo que todos los
trabaj os incluyen exactamente m operaciones.
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4. No se permite cancelacion, es decir, no puede cancelarse una operacion yainiciada.

5. Los tiempos de proceso son independientes de la secuencia seguida, |0 que excluye
tiempos de guste en las maguinas diferentes segin la secuencia de trabajos
considerada o tiempos de transporte entre maguinas.

6. Se permite inventario intraproceso, es decir, |os trabajos pueden esperar hasta que la
méquina siguiente esté libre. No se considera por tanto que los trabajos deban ser
continuos de operacidn en operacion.

7. Hay sdlo una maguina de cada tipo, no pudiendo elegir entre varias maquinas para
desarrollar una operacion

8. Las méquinas pueden estar inactivas.

9. Las maguinas no pueden procesar mas de una operacion alavez.

10. Las maquinas estan disponibles durante todo el periodo de planificacion.
11. Lasrestricciones tecnol 0gicas son conocidas e inmutables.

12. No existe aeatoriedad, es decir, son conocidos y fijos todos los datos que
intervienen: nimero de trabajos, nmero de maguinas, tiempos de proceso, €tc.

4.2 Medidas de desarrollo y objetivos

En genera, no es facil definir el objetivo en un problema de secuenciacion y
planificacion ya que suelen ser numerosos y a menudo conflictivos. Yaen 1966 Mellor
enumerd 27 metas u objetivos que pueden plantearse, alo que se aflade la dificultad de
modelar mateméticamente estos objetivos para poder encontrar una soluciéon que los
optimice. A continuacion se muestran algunas definiciones y notaciones sobre |os datos
(en minasculas) y medidas (denotadas por mayusculas) que se pueden hacer sobre la
planificacion antes de hablar de |os objetivos que se pueden plantear sobre €ellas:

e p; tiempo de proceso de laoperacion o

e I instante en que €l trabajo J, puede iniciar su proceso o que el pedido puede

empezar a ser preparado (release date o ready time)

e d instanteen queel trabajo J. deberia ser terminado (due date) o fecha de entrega
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a amplitud del periodo de planificacion del trabgjo J, o plazo de entrega;
a = di —f

W, tiempo de espera del trabajo J, antes de realizarse su k -ésima operacion (que
no implicaque seaen laméquina k)
W tiempo total de esperadel trabajo J, ; claramente, W = ZV\/ik

k=1

C instante de finalizacion o cumplimentacion de J; se veifica

C-=r +Z(\/\/ik + Pj()» donde j(k) denota la maquina j donde se redlizala k-
k=1
ésima operacion en laque el trabajo J; debe procesarse

F. tiempo de proceso o tiempo de cumplimentacion o tiempo de suministro (flow
time), es decir, el tiempo que pasa €l trabajo J, desde que empieza a ser procesado
hasta que es acabado, luego, secumple F =C, —r.

L, desviacion de J, respecto a su instante limite de acabado, es decir, L, =C, —d, .

Si € trabajo acaba antes de la fecha limite este valor sera negativo, mientras que si
se retrasa, serd positivo. Es habitua que se planteen variables diferentes y no
negativas para €l retraso y para el adelanto, lo que se muestra a continuacion.

T, demoraen laentregadel trabgjo J,: T, = max{L;,0}

E adelanto en laentregadel trabgjo J; : E = max{-L,,0}

En e siguiente diagrama de Gantt se representan estas cantidades para un unico

trabajo y m méquinas donde el orden determinado por las restricciones tecnol dgicas es

(M

M;,M,..,M;,M,) y parauna determinada programacion:

m-17
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M, Oij(m-1)
M, Oij (m)

B W,,, Pij(m)
M 0ij (2

W, Pij(2)
M., Oij (1)

———"
M, [ We P Oij(3)
I d, C,
a' I Li = TI
F

Respecto a las medidas, solo se ha hablado de las medidas de un trabajo, pero
cuando se lleva a cabo una planificacion hay que referirse a medidas incluyendo todos
los trabajos. Habitualmente para agregar las medidas de todos los trabajos se recurre a
utilizar la media de las medidas consideradas (por ey emplo, la media de los tiempos de
proceso) o0 el méximo de éstas (por gjemplo, el maximo de los instantes de | os trabgj0s).

Se denotard por Y:%Z X, alamedia, asi por gemplo la media de los tiempos de
i=1

proceso sera E:%ZE y por X ., =max{X,;..,X,} a maximo, de modo que el
i=1

maximo de los instantes de finalizacion se denotard y calculard como
Crac =max{C,,..,C,}.

m

Por dltimo, se define € tiempo inactivo (idle) de la maguina j como
Ij :Cmax_; plj .

Veamos ahora los criterios més utilizados para dirigir la blusgueda de una
planificacion. Estos criterios |os vamos a agrupar segun a qué tipo de medidas af ecten.
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4.2.1 Criterios basados en losinstantes de finalizacién

C F y C. Minimizar el

primero supone minimizar el maximo tiempo de proceso, que esencia mente supone que

Los principales criterios en esta categoria son F

max ? max !

el coste de la programacion esta relacionado directamente con su trabajo més largo.

Minimizar C el maximo instante de finalizacion, supone que e coste depende del

max ?
tiempo total dedicado a la produccion completa de todos los articulos; a este valor se le
[lama tiempo total de produccién, utilizandose también la palabra anglosgjona make-
span parareferirse a este valor. Obsérvese que ambos valores son iguales si 1os instantes

en gue pueden empezarse los trabgjos (release dates) son cero. Minimizar F implica
gue €l coste se considera directamente relacionado con el tiempo medio de procesar un

trabajo. Se puede comprobar que es equivalente minimizar F aminimizar C, lo cual

no escierto para F,,, y C..,., debido a que las propiedades del méximo y de la media

max !

son diferentes.

Algunos autores utilizan las medidas medias pero ponderadas, de modo que los
trabgjos llevan distinto peso segin una importancia relativa dentro del proceso
completo.

4.2.2 Criterios basados en las fechas de entrega

Es muy habitual que € coste de una programacién de trabajos esté relacionado con
lo que se desvia del objetivo de entregar en plazo los trabgjos y, por lo tanto, las

medidas que se utilizan son L, L T Y T, Minimizar los dos primeros es

max ?
apropiado cuando existe una recompensa por entregar un trabgjo antes de tiempo,
mientras que s ésta no existe sino que sblo existe penalizacion en caso de demora, |0
apropiado es utilizar alguna de las Ultimas.

Hay casos en los que la penalizacion en que se incurre por terminar un trabajo fuera
de plazo no es proporciona a la cantidad, de modo que es lo mismo entregarlo un
minuto tarde que un siglo. Una situacion de este tipo puede darse por gemplo si un
vuelo es programado para aterrizar después del tiempo maximo para el que dispone de
combustible, las consecuencias son igua de catastréficas tanto s es un minuto o una
hora lo que se pasa de ese instante. Por lo tanto, en ocasiones méas que plantear un
objetivo que sea funcion de la cantidad en que se sobrepasa la fecha de entrega, se busca
minimizar e nimero de trabajos fuera de plazo, siendo entonces preferible, por
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ejemplo, retrasar un trabajo mucho y mantener 1os demés en plazo que retrasar todos un
poquito y que se salgan muchos de plazo.

4.2.3 Criterios basados en €l nivel deinventarioy € coste de utilizacion

En este caso o que habitualmente se desea minimizar es € ndmero medio de
trabajos en espera 0 el nimero medio de trabajos sin terminar. Sin embargo, cuando se
habla de nimero medio es la media en e tiempo, es decir, en e periodo de
planificacion, valores que se calculan a partir de las variables N,, (t) nimero de trabajos

esperando entre maguinas en €l instante t y N, (t) nimero de trabajos no acabados o en

proceso en € instante t. El cdculo de las medias en ta caso serd

1 Cn’lax - 1 Cn’lax .
Nw(t)=q jo N, () dt y NU(t):g jo N, (t) dt, respectivamente. Ambas

medidas estan directamente relacionadas con el coste de inventario inherente al proceso.

Otras medidas que se utilizan en este contexto son minimizar el nimero medio de
trabajos acabados con e fin de reducir e coste de inventario de productos acabados o
maximizar €l nimero medio de trabajos que realmente estén siendo procesados con €l
fin de maximizar e uso eficiente de las maquinas. En este Ultimo sentido y mirando més
desde el punto de vista de las maguinas, es posible plantear como objetivos minimizar la
media o el maximo tiempo inactivo de las méguinas.

4.2 4 Relaciones entre las medidas de desarrollo

Entre todas las medidas que se han nombrado anteriormente existen relaciones por
las cuales unas son equivalentes a otras, es decir, que las secuencias Optimas son las
mismas S se plantea un objetivo 0 se plantea otro equivalente. Estas equivalencias
permiten reformular un problema pudiendo cambiar un objetivo por otro mas sencillo o
cuya formulacion matematica tenga mejores propiedades a la hora de resolverlo. A
continuacion, se recogen algunas relaciones entre las medidas consideradas:

a) Son equivalentes las medidas medias C, F,W y L.

b) No son equivalentes las medidas analogas a las anteriores pero para € maximo,
excepto en casos particulares. Dos de estos casos son:

b.1) Si losinstantes de posibleinicio (release dates) son 0 para todos los trabgjos,
son equivalentes C . y F.., -
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b.2) S todos los trabgos tienen una misma fecha de entrega son equivaentes
Cmax y Lmax *

c) Unaprogramacion que es optima segun € criterio L, tambiénloespara T, , Sin
embargo a revés no tiene por qué ser cierto. En cualquier caso, nos permite

resolver el problema con €l criterio L__ , cuya formulacion y resolucién son méas

max

sencillas que las del otro criterio.
d) Son equivaentes C__ , Np (el nimero medio de trabajos siendo realmente

procesados, no en espera) e | (desocupacion media de las méquinas, obtenida

segun la siguiente expresion I_:iZIj :iZ(Cmax ->'p)).
miz mio i-1
e) Son equivalenteslasmedidas N, y C/C,_, .

f)  Son equivalentes las medidas N,, y W/C, , .

g) Por ultimo, para problemas de secuenciacion en una sola méquina son equivalentes

C,F,W,L,N,yN,.

4.3 Problemas con una maquina

Los problemas mas sencillos que se pueden plantear son los problemas que
involucran a una Unica maguina. Estos problemas son mas habituales de 1o que se pueda
pensar en un primer momento: desde la secuenciacion de programas a ser procesados
por un ordenador con un Unico procesador, a operaciones en una seccion de un hospital
en laque se dispone de un Unico quiréfano o equipo quirdrgico o secciones dentro de un
proceso productivo en que hay una Unica maguina para desarrollar una determinada
tarea.

En lo que se refiere a estos problemas vamos a suponer que todas las release dates
son cero, es decir, se supone para este tipo de problemas que r, =0Vi y una sola
méquina, luego m=1.

El primer resultado que se tiene para este tipo de problemas y facil de inferir, es que

para cualquiera de los objetivos que se plantee que sea regular, es decir, que sea no
decreciente con los instantes de cumplimentacion (la mayoria de los considerados),
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existe una planificacion éptima en la que la maguina no esta inactiva en ningun
momento.

Otro resultado gue se tiene para problemas con una maquina es que aunque se ha
supuesto que no hay interrupcion, esto no supone ninguna restriccion ya que en estos
problemas permitir la interrupcion no puede mejorar ninguna planificacion que sea
Optima respecto a ninguno de |os criterios regulares vistos.

Estos dos resultados unidos tienen como consecuencia que la solucién buscada sea
una programacion permutacion de los trabajos, es decir, el problema se reduce a buscar
una permutacion de los trabajos que minimice e objetivo planteado. Dado que la
solucion es una permutacion, es evidente que para cualquier permutacion C_ v F,

son los mismos, por 1o que estos objetivos no seran considerados en problemas de una
méquina con release dates cero en todos |os trabajos.

A continuacién, se presentan las permutaciones que minimizan algunos de los
criterios vistos:

a) Minimizacién del tiempo medio de proceso F.La permutacion que resuelve este
problema es la denominada programacion de tiempo de proceso creciente, es decir,
la que ordena los trabajos por su tiempo de proceso de menor a mayor. Dada la
equivalencia entre objetivos, esta programacion es también la éptima para los
objetivos C,W, L, Nu, Nw.

b) Minimizacion de la maxima desviacion respecto a sus fechas de entrega L . En
este caso |a permutacion que proporciona el optimo es la denominada programacion
de fecha de entrega creciente, es decir, aquélla que ordena los trabajos por su fecha
de entrega en forma creciente. También ésta sera la solucion parael objetivo T, .

c) Minimizacion del nimero de trabajos demorados: para ello se plantea e siguiente
algoritmo debido a Moore y Hodgson, del que se puede asegurar que encuentra la
secuencia optima:

1. Obtener la programacion de fecha de entrega creciente.

2. Encontrar el primer trabajo que esta demorado respecto a su fecha de entrega en

la secuencia actual J.

0y - S no existe, ir a paso 4.
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3. Encontrar € trabgjo de mayor tiempo de proceso secuenciado antes de J,,,,

incluido J.

«y» Y Qquitarlo de la secuencia. Volver a paso 2 con la secuencia

actual (que tiene un trabajo menos que la anterior).

4. Formar una secuencia 6ptima con la secuencia gque se tiene actual y afladiendo a
final todos los trabajos que han sido rechazados en |as iteraciones anteriores en
cualquier orden.

Esos trabajos rechazados serén los Unicos demorados (se entregaran fuera de
plazo).

Otro elemento gque suele aparecer en problemas con una maguina es la existencia de
condiciones de precedencia entre los trabajos, algunas veces debidas a la importancia
relativa gque puedan tener éstos. Es decir, es posible que se planteen condiciones de
orden, de modo que un trabajo no pueda empezar mientras otro no ha sido completado.
No deben ser confundidas estas condiciones con las restricciones tecnologicas; las
restricciones tecnoldgicas imponen condiciones de orden a las operaciones de un
trabgo, mientras que las condiciones de precedencia restringen la secuencia de
operaciones de distintos trabg os.

Afadir estas condiciones, aunque reduce las permutaciones que son factibles, en
general, supone una complicacion en la formulacién més que una ventaja, por ello se
suele evitar, s es posible, reformulando las fechas de entrega de los trabajos mas que
anadiendo restricciones. Sin embargo no siempre es posible modelarlo haciendo tal
reformulacién, por lo que se han desarrollado algoritmos especificos para algunos de
estos problemas. En esta introduccion slo vamos a ver un caso particular, para otros
casos es posible plantear un problema de programacion matemética formulando las
correspondientes restricciones o buscar algoritmos especificos:.

El Unico caso particular que vamos a considerar es el de las cadenas de productos.
En este caso se supone que los trabajos estan divididos formando una particion en K
cadenas de n,...,n, trabajos respectivamente. Estas cadenas son secuencias de trabajos

con un orden determinado y que han de ser procesados todos inmediatamente uno detrés

1 Pueden verse la mayoria de ellos en French, S. (1982) Sequencing and Scheduling. An Introduction
to the Mathematics of the Job-Shop. Ellis-Horwood.
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de otro. Asi pues, e problema es cOmo secuenciar las cadenas de trabajos, quedando
entonces determinada la secuencia completa de trabajos. En este caso se define €l
tiempo de proceso de una cadena como la suma de los trabgjos que laforman (s p; es

n
el tiempo de proceso del j -ésimo trabajo de la cadena i -ésima seria p = Z P, )- La
j=1

secuencia Optima de cadenas de trabajos para minimizar €l tiempo medio de proceso
sera aquella en la que se secuencian las cadenas ordenandolas en forma creciente por €l
tiempo medio de proceso por trabajo, es decir, por el cociente del tiempo de proceso de
la cadena y su tamafio (numero de trabgjos que incluye). Mateméticamente seria la

. Py _ P of
secuenciatal que —2 < @ <. < 0

Ny N M

Por Ultimo, comentar que para otros objetivos 0 precedencias, la programacion
enteray la programacion dinamica se presentan como las herramientas mas adecuadas.
En particular la programacion dinamica puede obtener programaciones Optimas con
cdlculos muy inferiores a lo que seria una enumeracion exhaustiva. A continuacion se
muestra un gemplo resuelto mediante programacion dinamica con recursividad hacia
atrés, aunque estos problemas también admiten de forma inmediata la recursividad
hacia delante.

En este giemplo se supone que hay cuatro trabajos cuyos tiempos de proceso y
fechas de entrega se recogen a continuacion. El objetivo es minimizar el retraso medio,
. S 1$ . . .
es decir, minimizar ZZ max{C, —d;,0}, que es una funcién no lineal del tiempo de
i=1
cumplimentacion, lo que hace recomendable usar |a programacion dindmica mas que la
programacion no lineal entera.

Trabsios | J, | J, J,|J,

Tiemposproceso| 8 | 6 10| 7

Fecha entrega 14/ 9 |16 16

Vamos a considerar como etapas las fases de agregar un trabajo mas a la secuencia,
asi la etapa 4 sera programar €l cuarto trabgjo, la etapa 3 seré programar €l tercer trabajo
y asi sucesivamente. En cuanto a las decisiones, en cada etapa hay que decidir qué
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trabajo hay que programar en esa posicion y para saber cudles son posiblesy evaluar la
funcién objetivo con el coste de esa etapa y € coste futuro, la informacion que es
necesaria de etapas anteriores, los estados, son los trabgos que ya han sido
programados. Obsérvese que no es necesario saber en qué orden, pero si qué trabajos. A
continuacion se muestran |as tablas de las diferentes etapas con recursividad hacia atrés,

4
siendo el objetivo > max{C, —d,,0}, ya que se dividira por 4 al final para facilitar los
i=1

caculos.
Etapa 4
Decisiones| J* | 3¢ | J¢ J} | Optimo | Objetivo
Estad
3,30, | - | - | - |3-16] g2 15
3,3,3, | - | - |3t-16] — | 32 15
3,3,3, | - |39 - | - | 3 22
3,050, 3114 — | - | - | 17
Etapa 3
Decisiones NK 23 22 22 Optimo | Objetivo
Estad
3,3, - ~  |24-16+15|21-16+15| 3 20
JJ; - 24-9+15 - 25-16+22 J;” 30
NN - 21-9+15| 25-16+22 — 323 27
3,0, |24-14+15| - ~ |23-16+17| 33 24
3,3, |21-14+15| - |23-16+17| - 3 22
3,0, |25-14+22|23-9+17| - - 3 31
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Etapa 2
Decisiones J2 J2 J2 J2 Optimo | Objetivo
Estad

J; - 14-9+20|18-16+30| 0O+27 322 25
J, 14-14+20 - 16-16+24| 0+22 Jf 20
J, 18-14+30| 16-9+24 - 17-16+31 322 31
J, 15-14+27|13-9+22 | 17-16+31 — J§ 26

Etapa 1

Decisiones| g} | J! | J! | J! |Optimo|Objetivo

0+25|0+20|0+31| 0+26 J; 20

Deshaciendo € camino hacia atrds, vemos que la secuencia Optima es
(35,37,33,35) , con un retraso medio de 20/4=5 unidades de tiempo.

4.4 Problemas con varias maquinas

En esta seccion vamos a ver primero algunos algoritmos constructivos para ciertos
problemas con varias maquinas. Después veremos técnicas mas generales aplicadas a
otros problemas con estas caracteristicas.

Para los agoritmos constructivos supondremos que todas las release dates son
iguales, esdecir, r, =0, i =1...,n.

El primer caso que vamos a considerar es €l problema flow-shop con dos maguinasy
minimizando el maximo tiempo de cumplimentacién, es decir, un problema con n
trabajos, 2 maguinas, en e que todos |os trabajos han de pasar primero por lamaquina 1
y luego por la 2 y en que se desea minimizar el maximo tiempo de cumplimentacion
C... - Para este tipo de problemas, tanto para dos maquinas como para tres, se puede
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demostrar que podemos limitarnos a buscar una secuencia Optima entre las
programaciones permutacion, es decir, que existe una programacion éptima en la que el
orden en el que cada méaquina procesa | os trabajos es e mismo para todas las maquinas.
Para obtener la secuencia optima se definen a = p, (tiempo de proceso del trabajo
J. enlamaguinal) y b = p, (tiempo de proceso del trabgjo J, en lamaquina 2). El

algoritmo, conocido como algoritmo de Johnson de tipo constructivo y que asegura que
se acanzael optimo, es e siguiente:

=

Seak=1yl=n.
2. Sealalistaactual de trabajos no programados = {J,,J,,....J,} .
3. Encontrar el menor valor entrelostiempos a y b delos trabajos no programados.

4. S ese menor valor se alcanzaen un g, es decir, es el tiempo de proceso del trabajo

J, enlaprimera maquina, entonces hacer:
4.1. Programar J, enla k -ésima posicion de la secuencia de procesos
4.2. Borrar J. delalistaactual de trabajos no procesados

4.3. Incrementar k a k+1
4.4. Ir a paso 6

5. Si ese menor valor se alcanza para un b, es decir, es € tiempo de proceso del

trabajo J. en la segunda magquina, entonces hacer:
5.1. Programar J. enla | -ésima posicion de la secuencia de procesos
5.2. Borrar J, delalistaactua de trabajos no procesados

5.3.Reducir | al-1
5.4. Ir a paso 6

6. Si hay trabgjostodavia sin programar volver al paso 3. En otro caso, parar.

Este algoritmo puede ser extendido a un caso mas general, en el que no solo se
relgje la condicién de que todos los trabajos pasen en € mismo orden por las dos
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maquinas, sino, ademas se puede aplicar si hay trabagjos que no tienen que pasar por
ambas maguinas sino solo por una de elas. El objetivo es € mismo, minimizar el
tiempo maximo de cumplimentacion. Asi el agoritmo de Johnson para dos maquinas
extendido supone que existen cuatro tipos de trabgjos: 1os trabajos de tipo A que son los
que tienen que ser procesados solo por la maguina M, ; los trabajos de tipo B que son

los que unicamente han de pasar por la maquina M, ; los trabagjos tipo C que han de
pasar primero por la maquina M, y luego por la M, ; y los trabajos tipo D que han de
pasar por ambas maquinas pero en €l orden inverso alos anteriores.

En estas condiciones para construir una programacion éptima de los trabajos se debe
seguir el siguiente procedimiento:

1. Secuenciar los trabajos tipo A en cualquier orden paradar la secuencia S, .
2. Secuenciar los trabajos tipo B en cualquier orden para dar lasecuencia S;.

3. Secuenciar los trabajos tipo C segun el algoritmo de Johnson anterior, visto para €l
problema flow-shop, para dar la secuencia S. .

4. Secuenciar los trabajos tipo D segun €l algoritmo de Johnson anterior, visto para €l
problema flow-shop, intercambiando los papeles de las maquinas, para dar la
secuencia S, .

5. Obtener la programacién optima:

Maquina| Orden de proceso
M, (%50 S)
M, (%%, %)

No vamos a entrar a ver mas algoritmos constructivos, aunque existen algunos para
problemas similares a los anteriores. Realmente para problemas que difieran
sustancialmente de lo que se ha visto, la programacion dindmica en algunos casos y la
programacion entera en la mayoria de ellos se presentan como la aternativa mas
razonable. A continuacién se presenta un ejemplo sencillo por su tamafio, aunque no por
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la dificultad para modelarlo y una formulacion para é mediante programacion lineal
entera mixta de tipo general que es fécilmente aplicable para casos més complejos.

Sea un problema con dos trabajos y 3 maguinas, cuyo objetivo es minimizar la
maxima demora. Los tiempos de proceso, las fechas de entrega y las condiciones
tecnol 0gicas se muestran en la tabla siguiente.

M, | M, | M, Duedates|  Orden

J, 1015 18 50 | M, M,, M,

J, 20 12|15 55 | M, M,, M,

Para este problema definimos inicialmente las siguientes variables de decision:
T, : instante en que seiniciael proceso del trabajo J; enlamagquina M,

A partir de ellas modelaremos €l problema afiadiendo las variables auxiliares que
sean necesarias. Veamos las condiciones:

e Restricciones tecnolégicas. se establece €l orden en cada trabajo. La forma general
seriac Si el trabajo J; ha de ser procesado antes en la maquina M, queenla M,

T;+ p; <T; . Asi setiene,
T,+10<T, T,+15<T,
T,+15<T,, T,,+12<T,
(Obsérvese que por transitividad solo es necesario poner |os érdenes inmediatos)

e No simultaneidad en una méquina: dados dos trabajos y una méquina o se procesa
primero uno y luego e otro o viceversa. Es decir, en forma general, dados los
trabgjos J; y J, y la maguina M;, se tiene la disyuncion: T, +p;<T; o

Ts+ P <T,;. Esta disyuncion se puede formular como conjuncion mediante

variables binarias auxiliares que representen

- 1 s J, seprocesadespuésdeJ, enlamaguinaM,
“ 10 encasocontrario
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como
Ti+ P —T; <M@1-6)
Ty + Py =Ty <My

siendo M unacotaparael valor del lado izquierdo de las restricciones.

Asi paranuestro caso particular las restricciones serén:

M, M, M,

T,+10-T,<M@1-3,,) | T, +15-T, <M ((1-0,,) T;+18-T,,<M(1-3,5,)
T,+20-T,;<MJ,, T,+12-T,<Mo,, T,,+15-T,<MJ,,

e Funcion objetivo: minimizar la maxima demora. Para €llo se introducen unas
variables auxiliares que representen la demora en cada trabajo y otra que acote todas
ellas y que serd minimizada. Sea T. la demora del trabajo J.. Como se desean

obtener estos valores y minimizar su maximo, para cada trabagjo se toma la ultima
operacion de su proceso completo (determinada por |as restricciones tecnol dgicas) y
gue denotaremos por m(i) y entonces podemos formular las demoras como

Ty + Py —Ti <0,y para acotar todas éllas, T, <T_, , minimizando este dltimo

1 - ‘max !

valor. Asi para nuestro caso particular, tendriamos:

minT_,
T <T.
T,<T..
T,+18-T, <50
T,,+20-T, <55

e Caracter de las variables. Hay que definir € caracter no negativo de las variables y
el binario de las auxiliares definidas:
T,20, T=0, 6,{01]
Por dltimo, comentar que todos los algoritmos y técnicas planteadas son de

optimizacion, es decir, se garantiza que alcanzan la programacion Optima segun €l
criterio considerado. Sin embargo, dado que la formulacion mediante programacién
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entera 0 no lineal entera es la Unica alternativa en algunos de los casos y dada la
dificultad para resolver ésta en cuanto €l tamafio de un problema es elevado (lo cua
puede ocurrir incluso con no muchas méquinas y trabajos) también existen algoritmos
de tipo heuristico pararesolverlos, aungue no se incluiran en este capitulo introductorio.

4.5 Biblioteca de problemas

PrROBLEMA 1

Encontrar laforma Optima de secuenciar las siguientes 8 tareas en una maquina para
minimizar el tiempo medio de cumplimentacion.

Tarea 12345678

Tiempo deproceso 10(2/4/7/3/1 3|2

PROBLEMA 2

Encontrar laforma ptima de secuenciar las siguientes 7 tareas en una magquina para
minimizar la desviacion maxima respecto alafechade entregay dar para esta secuencia
la méxima desviacion en que se incurre.

Tarea 112 3/4, 5|67

Tiempo deproceso |29 13 '31/20) 7 | 3|9

Fechadeentrega |80/20|67 48100 30|50

PROBLEMA 3

Encontrar la forma optima de secuenciar las siguientes 10 tareas en una maquina
para minimizar el nimero de trabaj os demorados.

Tarea 112345 6|7 8|9 10

Tiempodeproceso| 5|3 1124/ 4 21|14

Fechadeentrega |19/16/25/3/8 /14|31 /23 2 15
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PrROBLEMA 4

Supbngase que la ESA tiene una Unica lanzadera con la que situar en Orbita
estaciones espaciales. Se desea situar 8 estaciones, cada una de ellas especificamente
disefiada para desarrollar ciertas observaciones astronomicas. Cada estacion debe ser
situada en posicion y construida antes de cierta fecha o si no, serd indtil. Dados los
datos siguientes, ¢en qué orden deberian ser situadas las estaciones? Suponer que se
empieza el 1 de enero de 2002.

Estacion| Tiempo de montaje en lanzadera, lanzarlmiento y Debe estar en drbita
puesta en funcionamiento el 1°de
1 1 afioy 2 meses Abril 2006
2 7 meses Enero 2003
3 11 meses Agosto 2003
4 3 meses Marzo 2006
5 1 afioy 8 meses Septiembre 2005
6 4 meses Agosto 2002
7 7 meses Diciembre 2002
8 1 afo y 2 meses Junio 2004
PROBLEMA 5

Minimizar el tiempo medio de cumplimentacion de los 12 trabajos siguientes si hay
dos cadenas de trabajos que hay que respetar (3, 6,9, 12) y (1, 2, 4, 8, 10).

Trabajo 112 3/1456/7 89101112

Tiempodeproceso 2/1/5/6(3/4/1/25/ 6|16

PROBLEMA 6
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Minimizar el make-span para €l siguiente problema flow-shop con 8 trabgjosy 2
méguinas.

Maguinas
Trabgjos| 1 | 2
1 2| 10
2 3| 7
3 8| 2
4 71 5
5 9| 3
6 4 | 4
7 1 9
8 6| 8

PROBLEMA 7

Encontrar una secuencia que minimice el tiempo maximo de cumplimentacion para
los siguientes 14 trabajos y dos méquinas. Representarlo en un diagrama de Gantt.

Orden de proceso y tiempo
Trabajo | Primera maguina| Segunda méaquina
1 1 8 2 7
2 2 12 1 14
3 1 13 2 9
4 1 6 - -
5 1 7 2 13
6 2 9 1 8
7 2 12 - -
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8 1 4 2 10
9 1 10 2 6
10 2 10 1 11
11 2 6 - -
12 2 8 - -
13 1 5 2 13
14 1 7 - -

PrROBLEMA 8

Encontrar la secuencia que minimiza el retraso 0 demora media con que los trabajos
son entregados, con |os siguientes datos:

Tarea 12 3|4

Tiempodeproceso 9 |12| 7 14

Fechadeentrega |15 19/23|21

PrROBLEMA 9

1. Formular un problema de programacion matemética para encontrar la programacion
gue minimiza €l tiempo méaximo de cumplimentacion de los siguientes tres trabaj os,
s no hay restricciones tecnol égicas, es decir, no hay un orden establecido entre las
operaciones de cada trabagjo. L os tiempos de proceso se dan a continuacion
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2. Hacer lo mismo pero si ademés se supone que las maguinas han de procesar todos
los trabajos en el mismo orden

ProBLEMA 10

Seis alcaldes de pueblo acuden juntos a la capital de la provincia para visitar las
delegaciones de Industriay Hacienda, segln la siguiente tabla.

Alcalde

12 Delegacion

22 Delegacion

Villamochuel os

Hacienda (60 min)

Industria (25 min)

Valdealpargatas Industria (20 min) | Hacienda (40 min)
Canaveras Hacienda (70 min)
Montaraces Industria (25 min) | Hacienda (60 min)

Congjerade Arriba

Industria (30 min)

Belloteros de Abgjo

Hacienda (52 min)

Industria (30 min)

¢COmMo se organizan para volver cuanto antes a sus pueblos, sabiendo que los
alcaldes no pueden ser atendidos simultaneamente en la misma Delegacion y que han de
volver juntos? ¢Cuanto tiempo pasaran en la capital? ¢Cuando podran los funcionarios
de las respectivas delegaciones irse a comer por haber acabado de atenderles?
Representar en un diagrama la secuencia sobre cada una de las delegaciones.

4.6 Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1

La secuencia optima es (6, 8, 2, 5 7, 3, 4, 1) con un tiempo medio de
cumplimentacion de 97/8.

RESULTADO DEL PROBLEMA 2

Lasecuenciaes (2, 6, 4, 7, 3, 1, 5), siendo la méxima desviacion 25.
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RESULTADO DEL PROBLEMA 3

Una secuencia optima es (9, 4, 5, 6, 2, 1, 8, 3, 7, 10) en la que sblo hay un trabajo
demorado.

RESULTADO DEL PROBLEMA 4

Una secuencia éptimaes (6, 7, 8, 4, 1) con lostrabgjos 2, 3y 5 cancelados.

RESULTADO DEL PROBLEMA 5

Unasecuenciadptimaes(7,11, 5,1, 2,4, 8,10, 3,6, 9, 12)

RESULTADO DEL PROBLEMA 6

Lasecuenciaoptimaes (7, 1, 2, 6, 8, 4, 5, 3) con make-span 49.

RESULTADO DEL PROBLEMA 7

Una programacion éptimaes. en laméquinal (8, 13,5, 3,1, 9, 4, 14, 10, 2, 6) y en
la méquina 2 (10, 2, 6, 7, 11, 12, 8, 13, 5, 3, 1, 9 con maximo tiempo de
cumplimentacion 115.

RESULTADO DEL PROBLEMA 8

Una secuenciaes (1, 2, 3, 4) con retraso medio de 7 (Programacion dinamica).

RESULTADO DEL PROBLEMA 9

El tiempo minimo de cumplimentacion es 29.

RESULTADO DEL PROBLEMA 10

Se trata de un problema de secuenciacion de tareas en dos maguinas. Suponemos
gue laméquina 1 es la Delegacion de Industriay 1a 2 1a de Hacienda. Luego los trabajos
se pueden clasificar en estos tipos
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Alcalde Tipo Méaquinal Maquina?2
Industria | Hacienda
1| Villamochuelos D 25 60
2| Vadeapargatas C 20 40
3| Canaveras B 70
4 | Montaraces C 25 60
5|/CongeradeArriba | A 30
6| Belloterosde Abgjo| D 30 52

Se deben secuenciar |os trabajos de cada uno de los tipos independientemente. Solo
lostipos C y D tienen més de un trabajo luego requieren secuenciacion. Los detipo C se
ordenan segun el algoritmo de Johnson y los de tipo D por e mismo algoritmo pero
intercambiando la posicion de las maquinas.

Maguinal Industria|2, 4,5, 6, 1 Valdea pargatas, Montaraces, Congjera,

Belloteros, Villamochuel os

Magquina2 | Hacienda|6, 1, 3, 2, 4| Belloteros, Villamochuel os, Cafaveras,

Val deal pargatas, Montaraces

Industria2222

44444

EEEEES

666666

11111

Haciendg6666666666

111111111111
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El acade de Villamochuelos no puede ir a la Delegacion de Industria hasta no
haber acabado en la de Hacienda, a los 112 minutos. Los alcaldes pasan un total de
52+60+70+40+60=282 minutos en la capital. El funcionario de Hacienda esta ocupado
durante ese tiempo y €l de Industria durante 52+60+25=137 minutos.

Hay soluciones que evitar € tiempo de espera de la delegacion de Industria. Por
giemplo, ésta.

Maguinal | Industria | 2,4, 5, 1, 6 | Vadea pargatas, Montaraces, Conejera,

Villamochuel os, Belloteros

Maquina?2 | Hacienda | 6, 3, 1, 2, 4 | Belloteros, Canaveras, Villamochuel os,

Va deal pargatas, Montaraces
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