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1. INTRODUCCION 

C ADA día se impone con mPs fuerza la idea de las ventajas que re- 
porta la aplicación de las modernas técnicas cuantitativas en la 
Administración. 

En el plano científico, han sido numerosos los progresos alcanzados 
con el empleo de modelos matemáticos para el planteamiento y solu- 
ción de múltiples problemas, abarcando a la casi totalidad de las áreas 
de la empresa. 

A pesar de los diferentes nombres con que se designan los distintos 
métodos cuantitativos aplicados en la Administración: iilvestigación 
operativa, análisis de sistemas, análisis costo-beneficio, etc.; todos tie- 
nen en común el empleo de las matemáticas como herramienta Eunda- 
mental y persiguen un mismo objetivo: la racionalización sistemática 
de los procedimientos o métodos para la correcta toma de decisiones 
y, en definitiva, la solución más favorable de los problemas que afectan 
a la vida de la empresa. 
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Hoy en día es perfectamente posible conjugar las técnicas cuantita- 
tivas con la Informática de una manera rápida y eficaz y a un coste 
interesante, con resultados que avalan la idea antes señalada de la con- 
veniencia de su utilización en la mayoría de los casos. 

Estas modernas técnicas constit~~yen poderosos instrumentos que 
el verdadero profesional debe conocer y manejar. Si no resuelven la 
totalidad de las cuestiones que se stiscitan en la problemática de la em- 
presa y su entorno, si serán sin duda una valiosa ayuda para la acertada 
toma de decisiones. 

En el presente trabajo utilizamos un modelo matemático basado en 
las Cadenas de Markov para determinar la composición futura de la 
cartera de clientes, clasificada en grupos por razón de la antigüedad 
de los débitos, con expresión del número de cuentas e importe de sal- 
dos para cada grupo. 

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Dentro de la diversidad de «cartera de clientes» que pueden darse 
en la vida real de la empresa, atendiendo tanto a la naturaleza de la 
misma por razón de su actividad (industrial, comercial, etc.) como a 
la modalidad bajo la que se produce la venta de sus productos (exclu- 
sivamente al contado, a crédito, pago a plazos, con Zeasing, etc.), se ha 
escogido para su estudio y aplicación el supuesto más general. 

Se supone una cartera de clientes generada por una actividad co- 
mercial en marcha, con ventas al contado y a crédito -un mayorista, 
por ejemplo-, con las hipótesis y restricciones que se establecen en 
otro apartado respecto de su composición y evolución. 

La concreción precedente, debemos aclarar, tiene mis bien un ca- 
rácter metodológico, por lo que no, debe tomarse en sentido restrictivo. 
Así, pues, nada obsta para que ia cartera de clientes pueda ser la corres- 
pondiente a una actividad cualquiera empresarial, incluida por tanto la 
típicamente financiera o bancaria, privada u oficial, en la que las cuen- 
tas de crédifo constituyen aquella cartera por la suma de los préstamos 
otorgados. 

Pues bien, en un momento determinado -supongamos al final de 
un ejercicio- se conoce la situación de la cartera de clientes a trav6s 
de los datos que suministra la contabilidad debidamente implantada, 
con tratamiento inforrnático de la información. 
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Insistimos en la conveniencia de contar con una contabilidad tra- 
tada con ordenador para la comodidad en el logro de los objetivos per- 
seguidos. La no disposición de medios informáticos no impedirá la con- 
secinción de idénticos resultados; sin embargo, el tratamiento de la 
información necesaria -los datos a manejar- será más laborioso de 
realizar. 

Expongamos el desarrollo del proceso. Con referencia la fecha 31- 
12-XX, por ejemplo, el Servicio de Proceso de datos de la empresa faci- 
lita al de Contabilidad un listado de la situación de los clientes a dicha 
fecha, conteniendo la siguiente información, en presentación horizontal, 
es decir, columnas del listado: 1. Código.-2. Apellidos, nombre o razón 
social.-3. Saldo fin mes anterior.4. Cargos del mes.-5. Abonos del 
mes .-6. Saldo actual.-'/. Antigüedad.-8. Grupo. 

El listado en cuestión aparece totalizado al final, con expresión, ade- 
más, del número total de clientes que coinpreilde. 

El significado de las columnas expresadas o conceptos no necesita 
explicación, salvo las dos últimas de «Antigüedad» y «Grupo», cuyo 
contenido y alcance pasamos a definir. 

Identificamos «Grupo» como un ordinal establecido en función de 
la «Antigüedad» del débito de cada cliente. Esta clasificación que dise- 
ñamos a efectos de una formulación esquemática del modelo, obvia- 
mente es susceptible de ser alterada y ajustada en la forma que se de- 
see. Persigue una agrupación de los clientes en razón de la antigüedad 
media de sus saldos. 

Del Grupo 1 formarán parte los clientes cuyo débito más antiguo 
sin liquidar tenga una antigüedad inferior a dos meses. En el Grupo 11, 
una antigüedad entre dos y cuatro meses; en el Grupo 111, los que ten- 
gan una antigüedad entre cuatro y seis meses. A efectos de simplifica- 
ción, no se contemplan en este trabajo más que los tres grupos descri- 
tos. Se supone que las ventas se formalizan a un plazo máximo de ciento 
ochenta días. 

Adicionalmente entran en juego tres Grupos compleme~~tarios. El 
Grupo IV, que permitirá medir directamente la morosidad, al que le 
asignamos una antigüedad entre seis y nueve meses. De acuerdo con la 
política fijada por la Dirección de la empresa de saneamiento de acti- 
vo, que asumimos en nuestra hipótesis, todo dédito con una antigüedad 
superior a nueve meses es automáticamente dado de baja en la cuenta 
de clientes y pasa a ser considerado como «crédito de dudoso cobro», 
con el tratamiento contable procedente y teniendo en cuenta la norma- 
tiva fiscal vigente. Con vistas a identificación y ulterior utilización, crea- 
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mos el Grupo V, que recogerá estas partidas dadas de baja en la car- 
tera de clientes. 

Asumimos igualmente el siguiente hecho real: En cualquier momen- 
to, un determinado débito, en cualesquiera de los Grupos 1 al IV, pue- 
de ser cancelado si se hace efectivo, esto es, si es cobrado. A estos cré- 
ditos que tras haber sido cobrados en un período han sido baja en el 
Grupo correspondiente y que en definitiva han ido a acrecer la Teso- 
rería, a efectos de nuestra exposición los encuadramos en el Grupo O. . ., T T ~ Q  r.rorr-n.r\n yiuvruivrr $2 de ~ Z C S T S ~  CE orden ~r Zchi~i~  5: zilcaiice de la i~sig- 

nitud antigüedad, eii el supuesto, generalmente frecuente en la práctica, 
de que un mismo cliente (cuenta) presente varios cargos por diferentes 
compras y uno o varios abonos por pagos -parciales o totales respec- 
to a aquéllas- durante un período de tiempo. En este caso, la clasifica- 
ción de antigüedad se hace atendiendo al criterio F.I.F.O., es decir, impu- 
tando el cobro al débito más antiguo. Si éste queda cancelado en su 
totalidad, el saldo de la cuenta se clarificará según la antigüedad de la 
siguiente partida debida en orden cronológico. Ilustraremos esto me- 
diante un ejemplo. Supongamos que un cliente A tiene anotados tres 
cargos: unos de 5.000 pesetas con una antigüedad de ciento cincuenta 
días; otro de 8.000 pesetas de hace cien días, y un tercero de 10.000 pe- 
setas que data de treinta días. Esta cuenta, con un saldo de 23.000 pese- 
tas estará clasificada en el Grupo 111. Si A abona 4.000 pesetas las 
19.000 pesetas restantes permanecerán clasificadas en el mismo Grupo, 
al quedar pendiente un resto de 1.000 pesetas del primer cargo con una 
antigüedad de más de c~iatro meses. Por el contrario, si A abona 5.000 
pesetas, la cuenta, con un saldo de 18.000 pesetas, se reclasificará y pa- 
sará al Grupo 11. 

En posesión ya de la información precedente, vamos a exponer el 
objetivo de nuestro trabajo en orden a la cartera de clientes. 

Como hemos visto, en fin de un período cualquiera nuestra cartera 
de clientes presenta una determinada estructura y composición. Cono- 
cemos no sólo el número e importe del débito de nuestros clientes, 
sino también cuál es la antigiiedad de sus saldos. Podemos, además, 
obtener un listado ordenado por Grupos, cuyo resumen, que manejare- 
mos para nuestros propósitos oportunamente, nos daría el número de 
clientes y suma de saldos para cada uno de los Grupos anteriormente 
definidos. Puede añadirse un dato complementario de especial relieve: 
el valor del saldo medio de cada Grupo. Se obtiene directamente divi- 
diendo;la ,suma de saldos enve el. número de cuentas que comprende. 



Dado que las cuentas con una antigüedad superior a nueve meses 
son baja automática en la Cartera y, por otra parte, las cuentas cance- 
ladas por haberse cobrado su saldo tampoco figuran en el Listado-Re- 
sumen, cuyo total se corresponde con los datos de la Contabilidad, 
resulta conveniente añadir los valores de estos dos últimos Grupos, 
que serían el V y el 0, respectivamente, antes descritos, con el fin de 
cuadrar en número e importe los datos entre dos períodos de tiempo 
consecutivos. 

A esta magnitud nos referimos seguidamente. 
La información contable y estadística de periodicidad al menos men- 

sual, creemos que es necesaria y conveniente para conocimiento de los 
gestores de las diferentes áreas de la empresa, sin perjuicio de un flujo 
de información de mayor frecuencia para la disposición de ciertos da- 
tos. Estos pueden ser incluso diarios para determinados objetivos y/o 
requerimientos de los usuarios responsables. 

Para nuestro propósito, sin embargo, la información mensual la con- 
sideramos suficiente, y así el mes aparece como duración elegida para 
estudiar y analizar los cambios cuantitativos y cualitativos en la com- 
posición de la cartera de clientes. 

Por tanto, en fin del mes siguiente y de los meses sucesivos, nos 
será facilitada información antes aludida, cuyos resúmenes por Grupos, 
totalizados en número de clientes e importe de saldos, vamos a manejar 
con fines previsionales . 

Se trata de determinar la estructura y composición de nuestra car- 
tera de clientes al final del año siguiente, es decir, después de trans- 
curridos doce meses -unidad elegida como período-, así como el vo- 
lumen de cobros a realizar y de dudosos resultantes durante dicho año, 
todo ello mediante el tratamiento matemático de los resultados ofreci- 
dos por la comparación entre la situación de la Cartera en fin de ejer- 
cicio -posición inicial o de partida- y un mes más tarde. 

La simple comparación aritmética nos da un listado de diferencias 
en más y/o en menos, de significación estática, las cuales aparecen jus- 
tificadas al conocerse el flujo de operaciones que se ha producido 
durante dicho período y que ha generado el paso de una situación a 
a otra (aspecto dinámico). 

Como afirmábamos en la Introducción, el modelo matemático que 
vamos a emplear se basa en las Cadenas de Markov, en particular en 
las llamadas «cadenas absorbentes)), y según puede observarse en la bi- 
bliografía referenciada al final, ha sido utilizado por algunos autores, 
en el área que tratamos, para el cálculo de la morosidad. 
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Dada la naturaleza esencialmente técnica del tema, obviarnos al má- 
ximo las definiciones, conceptos y démostración de teoremas que so- 
portan la teoría de las Cadenas de Markov. Enctiadradas éstas en las 
matemáticas de los procesos estocásticos finitos, pueden consultarse, 
en su caso, en las obras especializadas que se citan en el último apar- 
tado de este trabajo. 

No obstante, por constituir una variante original en relación a la 
literatura existente, sí desarrollamos matemáticamente la obtención de 
las fórmulas que aplicamos, por vía de ensayo, al caso práctico en el 
apartado 4. Dichas Iormuias, creemos, se aproximan más como modelo 
matemático a la casuística de la vida real en el área que tratamos, a 
pesar de las limitaciones de todo modelo econométrico o probabilístico 
para representar en términos matemáticos la realidad económica ob- 
servable. 

Es claro que los valores a manejar en las fórmulas -que para sim- 
plificación, en el ejemplo práctico, han sido tomados directamente de 
la comparación de los datos entre dos períodos consecutivos- pueden 
ser ponderados más ajustadamente, computando por ejemplo valores 
medios de varias series, con objeto de que los resultados finales se 
correspondan más exactamente con la realidad acontecida. Más ade- 
lante se volverá a incidir en este punto. 

3. FORMULACION MATEMATICA 
DEL .MODELO 

En una cadena de Markov absorbente cualquiera de t estados, r es- 
tados absorbentes y s no absorbentes (t = r + S), la matriz de transición P 
toma la forma canónica o estándar siguiente: 

.=[S ' O , ]  ~11 ,  en la que 

I es una matriz identidad r x r, O una matriz nula r x s ,  R una matriz 
s x r  y Q una matriz de orden s ~ s ,  siendo r los estados absorbentes 
(los primeros) y los siguientes, S, los izo absorbentes. 

La matriz fundamental, N, de esta cadena absorbente viene dada 
por N=I+QN, I=N-Q@, I=(I-Q)N y, finalmente; N=(I-Q)-' [ 2 ] ,  



artículos Ignacio de L. Diaz Ruiz 1 

doctrinales METODOS CUANTITATIVOS EN LA ADMINISTRACION 667 

siendo N el número medio de pasos, antes de la absorción, que ha de 
permanecer en cada estado no absorbente, para cada estado inicial no 
absorbente. 

Existe un teorema -cuya demostración omitimos- según el cual 
si en cada momento del proceso se incorporan xi individuos al estado i, 
siendo zi el número de individuos que se encuentran en dicho estado en 
el momento cero, se tiene que: 

a) El número medio de individ~ios en el estado i tiende a yi, sien- 
do y=xN [3], cualquiera que sea la composición (el valor) de zi en el 
punto de partida, para un valor cualquiera de xi, pero constante; y 

b) La única distribución inicial para la cual el sistema está en equi- 
librio es z = y [4]. 

En la fórmula [3], x es un vector fila cuyos componentes son todos 
nulos menos el primero, significando éste el valor de los individuos que 
se añaden o incorporan en cada paso o salto -período, para mejor 
identificación- del proceso al estado i. Su representación genérica se- 
ría x= [x, o, o, .. . o], si la incorporación se produce en el estado 
primero. 

Como según [3] N es la matriz fundamental del mismo orden s que 
Q (número de los estados no absorbentes), el vector x tendrá s elemen- 
tos e y será también un vector fila de s elementos. 

El valor de este vector y, entendido a efectos prácticos como la suma 
de sus componentes o elementos integrantes, será y=x(nll +ni,+. . . + 
+m)  [5] (l), siendo n1i, n12, ... 1zi3 los valores de la primera fila de la 
matriz N, dado que el vector x tiene todos sus elementos nulos menos 
el primero. 

Como corolario del teorema citado, se deduce que si xi -número de 
individuos que se incorporan en cada paso (período) al proceso en el 
estado i- no es constante, el sistema no está en equilibrio y. por tanto, 
no se cumplen ni [3] ni [4]. 

(1) y = [ x ,  O, o1 ... olxN=[nll, n,,, ... IZ,,]X l! 1 
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Tratando de adaptarnos a la realidad en la contemplación del caso 
que analizamos de la cartera de clientes, el número nuevo de éstos en 
cada período mensual es variable. Como hemos expresado en el apar- 
tado precedente, identificamos el concepto de cliente con cuenta, y 
aunque el flujo operativo real implicará altas (clientes nuevos) y bajas 
(desaparición de clientes antiguos o simple cancelación de un saldo), 
es claro que el número de cuentas vivas en fin de cada mes será nor- 
maimente distinto, significando de hecho un número variable de al- 
tas/bajas en cada período. 

Si a lo largo de un año, por ejemplo, la estadística de ventas nos 
revela que el número de nuevos clientes (cuentas), así como su impor- 
te es creciente, podemos determinar el incremento medio por período 
-en nuestro caso, un mes- e introducir este parámetro en el modelo 
matemático para conocer la composición de la cartera doce meses más 
tarde. 

El incremento medio producido, en términos retrospectivos, puede 
estimarse como datos para proyectar los resultados hacia el futuro du- 
rante una duración igual, utilizándolo directamente, o bien reajustado 
en base a adjetivos comerciales realmente alcanzables (estudios de mer- 
cado, coyunturales, etc.), o en todo caso con fines de control presupues- 
tario, es decir, previsionales, de indudable utilidad. 

En la formulación matemática del modelo vamos a referirnos exclu- 
sivamente a una de las dos magnitudes que intervienen en la composi- 
ción de la cartera de clientes: el número de éstos o cuentas; dejando 
el volumen de saldos, la otra magnitud, para el caso práctico, en que 
a través del saldo medio por Grupos se hará aplicación de ambas mag- 
nitudes. 

Al utilizar la magnitud número de cuentas o de clientes nos encon- 
traremos con la peculiaridad de las cantidades discretas, que no admi- 
ten más que valores enteros. Sin embargo, la hemos preferido en bene- 
ficio del mayor rigor en el desarrollo de la teoría matemática en que 
se basa el modelo. 

Como el desarrollo del sistema opera con flujos de duración men- 
sual, establecemos las siguientes hipótesis: 
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1." Que en el primer mes entran en el proceso XI nuevos clientes, 
siendo xi>a o vector de entradas en situación de equilibrio. 

2." Que en el segundo y sucesivos meses el número de nuevos clien- 
tes es creciente, esto es, X I < X ~ < X ~ <  ... <x7. 

3." Que los diferentes valores de xk, dentro de cada mes k, se incor- 
poran a los respectivos estados (Grupos 1 al 111, en nuestro caso) como 
nuevos clientes al final del período. 

4." Por último -para determinar una fórmula sintética-, los va- 
lores de la serie del vector x de entradas de la hipótesis segunda, los 
expresamos en función del primero, xl, variando en progresión geomé- 
trica de razón q, que representa precisamente el incremento medio men- 
sual antes aludido. 

Primeramente vamos a precisar qué se entiende por la «situación 
de equilibrio)) aludida en la hipótesis primera. 

Como hemos visto antes en el apartado 3.1, el proceso tiende a una 
posición de equilibrio, cualquiera que sea su composición inicial, si el 
número de entradas es constante en cada paso/período. Y la distribu- 
ción inicial o final para la cual el sistema está en dicho equilibrio o 
tiende hacia él viene dada por y=xN [3]. Pero como hemos señalado 
antes, el vector x de entradas es de hecho un escalar, ya que tiene todos 
sus componentes nulos menos el primero, es decir -trasladándonos 
a la realidad del ejemplo práctico-, cuando las entradas se producen 
únicamente (todas) por el Grupo 1 o primer estado del proceso. Esto 
no ocurrirá en la práctica, sino que las entradas se producirán en todos 
los estados. Una venta puede haberse concertado a pagar a sesenta días, 
a los noventa días o a los cinco meses, e inicialmente representan entra- 
das en los Grupos 1, 11 y 111, respectivamente, con independencia del 
cobro efectivo a su vencimiento. 

Obviamente, donde no se producirán «entradas» del exterior al pro- 
ceso es en el Grupo IV (antigüedad entre seis y nueve meses), pues las 
ventas no se formalizan a un plazo superior a seis meses (véase párra- 
fo 10 del apartado 2). 

Así pues, el vector de entradas sería de la forma x= [XI, XII, XIII, o], 
para adaptarnos en la exposición teórica al supuesto del ejemplo que al 
final desarrollamos. 

La situación de equilibrio del proceso en este supuesto viene dada 
asimismo por la [3], y =xN, pero el valor del vector y es más complejo 
que antes. En efecto, como N= [I-QI-', los valores de la matriz N ( 4 x  
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~ 4 ) ;  designándolos por nij darían lugar a las siguientes ecuaciones, 
siendo el vector de saldos resultantes y=  [si, s2, s3, a]: 

SI = n11x1+ n21x11+ n3lx111 
SZ= n12x1+ n22x11+ ~132x111 
s 3  = n13x1+ ~ B X I I  + n33x111 
S4= n14Xt-k 5224x11 f n34X111 

si + s2 + s3 + s4 = (n11+ nlz + ni3 + n14)x1+ (n21-F 1222 -i f n24)~11+ 
+ (nn $ n32+ n33 + YL~~)XIII [71 

Por tanto, si son conocidas las probabilidades de transición de los 
estados absorbentes (matriz Q),  el estado de equilibrio del proceso para 
un escalar dado &=SI +SZ+S~ +s4 -primer miembro de la [7]- viene 
determinado en función de los distintos valores del vector de entra- 
das, x, y, naturalmente, de los valores n, de la matriz fundamental, N. 

Es decir, dada una matriz Q cualquiera, los valores de N son una 
constante; XI, XII y XIII son variables independientes, y el valor de s k  será 
será función múltiple de x.' Así, los valores que puede tomar s k  '(solu- 
ciones) soh infinitos, dado que el vector'x puede contener -teórica- 
mente- infinitas composiciones. 

En el supHesto inverso, esto es, para un valor dado de s k  (sumatorio 
de elementos, individuos o cuentas del proceso en cada estado en situa- 
ción de equilibrio), la variable x -vector de entradas- pasa a ser fun- 
ción de Sk y de N. 

En principio, la solución es indeterminada, pues hay infinitos valo- 
res de x que satisfacen la [7 1, dados Sk y N. 

Una solución teórica para hallar x se o,btiene, sin embargo, aplican- 
do la teoría de las «matrices inversas generalizadas)), procedimiento de 
indudable interés para la resolución de un sistema de ecuaciones no 
homogéneo, es decir, con distinto número de ecuaciones que incógnitas. 

En forma Sintétical, la ecuación [7] sería: 

que representada en forma matricial (vectorial) tomaría la forma 
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I 

1 Premultiplicando ambos miembros por [ni, m, m]-', tendremos: 

Como 

finalmente, el vector de entradas, determinante de una situación de 
equilibrio en el proceso, sería: 

1 fórmula que nos dará los tres valores buscados de X: XI, xii,Xrii. 

Podemos comprobar que, efectivamente, éstos son una solución a 
la [7 b]. Asimismo, satisfacen la 131, de acuerdo con los valores de N y 
del vector de saldos S, de modo que 

Otro procedimiento para el cálculo del vector de entradas que man- 
tenga la situación de equilibrio, conociendo Sk, es decir, el valor y com- 
posición del vector de saldos en un momento dado, si, s2, s3, s4, parte de 
una hipótesis y del análisis del comportamiento del proceso y su trans- 
formación al avanzar éste un paso o salto; un mes en nuestro caso. 

En efecto, si en el momento k el vector de saldos3es Sk= [SI, SZ, s3, ~41, 
después de un salto la composición sería: Sk+l= [si, SZ, s3, s41 xQ. 

Siendo el término general de la matriz Q, qij, los valores de Sk+l se- 
rían: 

Al ser todos los términos de Q menores que uno por definición (cual- 
quier qij<l), los valores de Sr+l son todos respectivamente menores que 
los de Sk. 



Ignacio de L. Diaz Ruiz artículos 
g72 METODOS CUANTITATIVOS EN LA ADMINISTRACION doctrinales 

Lógicamente, si el proceso estaba en situación de equilibrio inicial, 
después de un salto «se ha desequilibrado», pasando a la composición 
sk+l= [S'l, s'2, s'3, 01. 

Para restablecer el equilibrio, nada más sencillo que agregar un vec- 
tor de entradas -vector buscado- que sumado al S k + l  genere el primi- 
tivo Sk. 

En principio, S,=Sk-&+l. Ahora bien, como S,=XXi, XX2, XX3, O], S'4 
tiene que ser igual a S4, es decir, Siqi4+ S2q24+S3q34+ S4q44=S4. De donde, 

única condición o limitación para el cálculo de S,. Esta restricción es 
sencilla de obtener, dado que en la práctica ql4 y q24 serán nulos por re- 
gla general. Por ello, una vez fijado el valor de S3, S4 vendrá dado por 

y Si y S2 podrán combinarse en múltiples valores, con tal que la suma 
de ambos S1+S2=S4- (S3+ S4), y que generen siempre valores de S, to- 
dos positivos. 

Así pues, 
S, = [ (S1 - S',), (S2 - S'2) , (S3 - S'3) 1 01 L- 121 

En el ejemplo del apartado 4, caso práctico, se hace uso del proce- 
dimiento que se acaba de describir para determinar el vector de entra- 
das que mantiene la situación de equilibrio en que, se supone, se en- 
cuentra el proceso. 

En otro caso, es decir, cuando q14 y q24 no sean nulos -supuesto 
que al menos en teoría debemos admitir-, los valores conocidos sólo 
serían Si y Sz, debiendo calcular los de S3 y S4 por medio de las fórmu- 
las [11] y [ 9 ] ,  como sigue: 

S1q + S2q + S3q + S4q = S4 
S3+ S4=Sk-(Sl+S2) L-131 

y resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, prece- 
dente. 
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3.4. CALCULO Y DESARROLLO DE LA F ~ R M U L A  

Establecidas las hipótesis asumidas y analizadas y glosadas debida- 
mente las restricciones introducidas, en las que se han definido y des- 
arrollado ampliamente las condiciones de partida, a saber: equilibrio 
del proceso, los procedimientos teóricos y prácticos para el cálculo del 
vector de entradas y de la composición del vector de saldos, aborda- 
mos el planteamiento matemático que conduce a la fórmula del pre- 
sente trabajo. 

Si designamos por Z(k) la distribución o composición del número de 
cuentas en la cartera al final del período k (mes), siendo O<k<?z, y el 
proceso se encuentra en equilibrio merced a la incorporación de Xk nue- 
vos clientes -vector de entradas en los términos definidos en el apar- 
tado precedente. 

Si consideramos la distribución al final de un períood cualquiera, k, 
en equilibrio como la inicial de Z'O)= [ZI, 211, 2111, ZIV] y, consiguiente- 
mente, Xo vector de entradas que mantiene en equilibrio el proceso, de 
acuerdo con las hipótesis l." a la 4." establecidas al principio del apar- 
tado 3.3, decimos que al cabo de n meses la composición de la cartera 
sería 

en la que XO y n acaban de ser definidos, Q es la matriz cuadrada de 
orden igual a los s estados no absorbentes e I -recordemos- matriz 
identidad del mismo orden, siendo q, según la hipótesis 4.") la razón de 
la variación, en progresión geométrica creciente, del vector de entra- 
das X, a partir del vector de eqi~ilibrio XO= [Xr, XII, XIII, O]. 

En efecto. La distribución o composición de un vector, en una cade- 
na de Markow, después de un salto o paso (en nuestro caso, período/ 
mes), viene dada en función de la distribución inmediatamente anterior, 
y de la matriz Q de los estados no absorbentes, como una aplicación 
lineal, esto es, el producto de un vector fila de orden s por una matriz 
de orden sx s ,  generando otro vector fila del mismo orden. 

Así, la distribución del vector inicial de saldos (en número de cuen- 
tas) después de un mes será Z(l)=Z'O'Q+Xi, siendo Xl=Xoq el vector 
que representa los nuevos clientes incorporados al proceso, conforme 
a las hipótesis 1."/4." asumidas. 

En forma desarrollada, este vector de entradas XI sería: 
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Después de dos períodos, la distribución del vector de saldos sería, 
en forma sintética, 

Z(2) = Z(1)Q + X 2 

O sea, 
Z@)= [Z(O)Q + Xoq 1 X Q + Xoq2=Z(0)QZ +Xo X (qQ + q2) 

Al final del tercer período: 

Asimismo, después de n períodos, 

~ 

Examinando el contenido entre paréntesis del segundo miembro de 
la ecuación precedente, observamos que representa la suma de los tér- 
minos de una matriz polinómica de orden n, completa, ordenada cre- 
cientemente respecto del escalar q y en forma decreciente en relación 
a la matriz Q. Es, pues, la suma de una serie de matrices, cuyos térmi- 
nos varían en progresión geométrica de razón q Q-l. 

Por tanto, podemos aplicar la fórmula de la suma de los términos 
de una progresión geoinétrica 

A,-v-AI 
S= 

Y-1 

Observando la ley de formación, al final del período k, 

Z('<) = Z(0)Qk +Xo(qQk-l + qZQk-2 + q3Qk-3 + . . . + qk-IQ + qk) 

que nos es familiar, a dicha serie de matrices, y tendremos: 

Para n suficientemente grande (en la práctica, para n>10), Qn, sus 
diferentes valores, tienden a cero (2), y consiguientemente, Z(O)Q" tam- 
bién tiende a cero, por lo que ., 

(2) Coino puede conoceise consultando en las obras de álgebra lineal que 
desarrollan la teoría de matrices, el comportamiento de las poteilcias de ma- 
trices para todos sus valores iguales o menores que uno (caso de las cadenas 
de Markow absorbentes) es idéntico al de las series convergentes de la for- 
ma l , x ,  xz, x3, . .. . xlf, para x < 1, cuya,'suma, cuando n -+ 00 es igual a (1 -x)-1. 
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introduciendo I como matriz identidad, de orden s igual al de Q. 

Finalmente, 
Z(")= Xoqn+l[qI- Q] -' 

como queríamos demostrar. 

Hemos desarrollado también la fórm~ila para el supuesto de que la 
incorporación de nuevos clientes al proceso, de acuerdo con las mismas 
hipótesis establecidas, varíen de u11 período a otro en progresión arit- 
mética. 

Este supuesto se adecua menos a la realidad. No obstante, consigna- 
mos el resultado final -omitiendo el desarrollo de su obtención- con 
fines meramente informativos y para satisfacer la posible curiosidad 
del aficionado al cálculo matricial: 

siendo d la razón de la progresión aritmética, esto es, un vector fila de 
la forma d= [dI, d11, d11I O], de los incrementos de las entradas en los 
tres primeros estados;teniendo Xo, n y Q el mismo significado que en 
la [14]; y N, como sabemos, la matriz fundamental [I-QI-l. 

4. CASO PRACTICO 

A continuación presentamos la con~posición de la Cartera de Clien- 
tes de la empresa X, de acuerdo con lo expuesto en el apartado 2 de 
este trabajo, respecto de los Grupos allí definidos según la antigüedad 
de los saldos: 



Ignacio de L. Diaz Ruiz artículos 
676 METODOS CUANTITATIVOS EN LA ADMiNISTRACION doctrinales 

Grupos Antigüedad Número Saldo medio 
(días) Importe (pesetas) cuentas del Grupo 

CUADRO 2 
INVENTARIO AL 31-1-1984 

Grupos Antigüedad 
(dias) Importe (pesetas) Número 

de cuentas 
Saldo medio 
del Grupo 

Inicialmente, la matriz de transición del proceso la obtenemos de 
los datos contenidos en el detalle de los flujos habidos en cada Grupo, 
los cuales se reflejan eil los siguientes estados: 

1 G R U P O  1 

Saldo ant. . . . . . . . . .  (1.500) 7.500.000 Cobros . . . . . . . . . . . .  (750) 3.713.000 
Entr. del 1 . . . . . . . . .  (36) 187.000 Salidas al 11 ...... (525) 2.635.000 
Altas (ext.) . . . . . . . . .  (1.279) 6.433.000 Saldo final ......... (1.540) 7.772.000 

(2.815) 14.120.000 (2.815) 14.120.000 

G R U P O  11 

Saldo ant. . . . . . . . . .  (1.200) 6.240.000 Cobros ............ (576) 2.984.000 
Entr. del 1 . . . . . . . . .  (525) 2.635.000 Sal. al 1 ............ (36) 187.000 
Entr. del 111 ...... (32) 170.000 Sal. a l  111 ......... (444) 2.290.000 
Entr .  del IV ...... (32) 41.000 Saldo final ......... (1.220) 6.285.000 
Entr. del ext. ...... (511) 2.660.000 - 

(2.276) 11.746.000 (2.276) 11.746.000 
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GRUPO 111 

Saldo ant. . . . . . . . . .  (800) 4.240.000 Cobros . . . . . . . . . . . .  (352) 1.860.000 
Entr. del 11 . . . . . .  (444) 2.290.000 Sal. al 11 . . . . . . . . .  (32) 170.000 
Entr. del IV  . . . . . .  (16) 82.000 Sal. al IV  . . . . . . . . .  (288) 1.510.000 
Entr. del ext. . . . . . .  (222) 1.178.000 Saldo final . . . . . . . . .  (810) 4.250.000 

(1.482) 7.790.000 (1.482) 7.790.000 

GRUPO I V  

Saldo ant. ......... (320) 1.632.000 Cobros . . . . . . . . . . . .  (80) 412.000 
Entr. del 111 . . . . . .  (288) 1.510.000 Sal. al 11 . . . . . . . . .  (8) 41.000 

Sal. al 111 . . . . . . . . .  (16) 82.000 
Bajas . . . . . . . . . . . . . . .  (176) 911.000 
Saldo final . . . . . . . . .  (328) 1.696.000 

(608) 3.142.000 (608) 3.142.000 

Seguidamente presentamos, en el cuadro 3 (a efectos de facilitar la 
impresión lo descomponemos en las partes A y B), el resumen de flujos 
de los cuatro Grupos, sólo en número de cuentas, consignando en el A 
las salidas y en el B las entradas. 

C U A D R O  3A 
RESUMEN GENERAL DE FLUJOS EN NUMERO 

DE CUENTAS 

Invent. S A L I D A S  
Grupos Saldos 

31-X11-83 cobros AI 1 AI 11 AI 111 AI IV TOTAL. (prov.) 
1 ............... 1.500 750 - 525 - - 1.275 225 
11 ............. 1.200 576 36 - 444 - 1.056 144 
111 ............ 800 352 - 32 - 288 - 672 128 
IV  ............ 320 80 - 8 16 - 176 280 40 

3.820 1.758 36 565 460 288 176 3.283 537 
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C U A D R O  3B 
RESUMEN GENERAL DE FLUJOS EN NUMERO 

DE CUENTAS 

Saldos E N T R A D A S  
Grupos Exist. al 

3A) Del 1 Del 11 Del 111 Del IV TOTAL Del ext. . 31-1-84 

La inclusión de las SALIDAS y SALDOS (provisionales), cuadro 3 A, an- 
tes que las ENTRADAS, cuadro 3 B, e11 contra de la confección y presen- 
tación ortodoxa y habitual de un estado de movimiento de existencias 
entre dos fechas dadas, ha sido intencionada, y ello con el fin de per- 
mitir que se haga evidente el cálculo de los coeficientes o términos de 
la Matriz de Transición del sistema. Pues bien, todos ellos se obtienen 
directamente de los datos contenidos en dicho cuadro 3 B. 

En efecto. Para calcular dicha matriz de transición, que en su for- 
ma canónica es, como sabemos, 

(véase párrafo primero del apartado 3.1)) basta dividir los valores de 
las distintas columnas de las SALIDAS, para cada fila o Grupo, entre el 
valor correspondiente de la existencia inicial, en este caso la columna 
de «Inventario al 31-XII-1983~. 

Los coeficientes obteilidos significan las probabilidades- de transi- 
ción ocurridas en cada estado o Grupo después de un mes. Así, por 
ejemplo, las 750/1.500=0,50 indican que la mitad de las cuentas han 
sido cobradas; 525/1.500=0,35 (por pase al Grupo 11). que el 35 por 100 
de las cuentas iniciales no se han cobrado, per& han envejecido, y tie- 
nen ahora una antigüedad entre uno y dos meses, y, bor último, que el 
15 por 100 (225/1.500=0,15) de las cuentas continúan clasificadas en el 
Grupo de origen, pues mantienen una antigüedád inferior a un. mes. 
Para recoger esta Última circunstancia -los valores que permanecen 
en cada estado originario después de un paso o período (un mes, en 
nuestro caso)- es por lo que hemos habilitado la última columna del 
cuadro 3 A, «SALDOS (provisionales)», es decir, antes de las entradas, 
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tanto las procedentes de los ditsintos estados o Grupos como del ex- 
terior. 

De acuerdo con lo que acabamos de exponer, la matriz de transi- 
ción resultante es la siguiente: 

C U A D R O  4 
MATRIZ DE TRANSICION 

(En función del número de cuenlas) 

Grupos Cobros Bajas 1 11 111 IV 

........... Cobros 1 O O O O O 
Bajas ............ O 1 O O O O 

.................. 1 0,50 O 0,15 0,35 O O 
11 . . . . . . . . . . . . . . . .  0,48 O 0,03 0,12 0,37 O 
111 . . . . . . . . . . . . . . .  0,44 O O 0,04 0,16 0,36 
IV . . . . . . . . . . . . . . .  0,25 0,55 O 0,025 0,05 0,125 

Dentro de la matriz particionada precedente, siguiendo la notación 
de la fórmula [ l ]  antes citada, identificamos las siguientes matrices: 
En el cuadrante superior izquierdo, la matriz identidad I (2x2); en el 
superior derecho, la matriz nula O (2x4); en el inferior izquierdo, la 
matriz R (4x2)) y por último, la matriz Q (4x4, de los estados no ab- 
sorbentes, con la que seguidamente vamos a operar. 

Apenas mencionada en la parte teórica, la matriz R la utilizaremos 
en este apartado para determinar el montante de cobros y bajas que se 
producirían durante el próximo ejercicio, en consonancia con las mis- 
mas hipótesis asumidas para el cálculo de la composición de la Cartera 
un año más tarde. 

Para determinar el vector de entradas en situación de equilibrio, 
hallamos S") multiplicando S'') por Q. El valor que se obtiene para S'') 
es el vector [261, 709, 588, 3281 y, por tanto, el vector de entradas que 
mantiene el proceso en equilibrio, XO, será igual a S'O)-S('), a saber: 

S'')= [1.500, 1.200, 800, 3201 y Xo= [1.239, 491, 212, -81 (3) 

(3) La aparición del componente negativo en el cuarto elemento del vector 
no ha sido intencionada, pero requiere una explicación adicional respecto de su 
significado y alcance. Corresponde, como sabemos, al Grupo IV, que mide la mo- 
rosidad directamente, y el signo menos indica, por tanto, salida en vez de entrada. 
Nada impide que operemos con dicho vector, tal cual se obtiene de la diferen- 
cia S(o)-S(o)Q. Teóricamente, es lo correcto. Pero por tratarse de un supuesto 
práctico preferimos anular el valor de ese cuarto elemento, a fin de que los su- 
cesivos vectores de entrada no se vean afectados por el factor q de crecimiento 
en lo que se refiere a dicho elemento negativo. 
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Es claro que los valores de este vector mantienen la condición de 
equilibrio del proceso, pues al aplicarlo en la fórmula [3] (véase párra- 
fo 4." del apartado 3.1) genera el vector S(0), es decir, S(O)=XoN. 

Del vector de equilibrio Xo que acabamos de obtener -vector puro 
del proceso- vamos a eliminar el cuarto elemento, x4= -8, para adap- 
tarnos estrictamente a las hipótesis establecidas: entradas del exterior 
(ventas) s61o en los Grupos 1, 11 y 111, debiendo, por tanto, ser cero las 
del Grupo IV. 

El vectnr ajrr-ta& r ~ y j z  [1,23?, 4.91, 232, 01, Fpri cimtl!tán~& - - . - - - - - 
mente hemos de reajustar también las matrices Q y R del sistema. Vea- 
mos estos ajustes: 

Como x4=S(O)-SJ1), y xd tiene que ser cero, SJO)-SJ1)=O. 

Dado que SJ1)=S3'0) q34+Sq(O) q ~ ;  si admitimos que todos los valores 
de Q, qij) salvo la qg, permanecen invariables, el valor de este elemento 
que hace cero (anula) x4 será: 

lo que nos da un valor de 0,10 (32/120). Es decir, el saldo provisional 
del Grupo IV, en el cuadro 3 A, debería ser 32 en vez de 40; por lo que, 
manteniendo invariables los Cobros y las salidas a los Grupos 11 y 111, 
las Bajas o morosos habrían sido 184 cuentas, en lugar de las 176 ha- 
bidas realmente. 

De ahí que el valor del elemento y42 de la Matriz R pase a ser 0,575 
(184/320), frente a los 0,55 que antes tenía. 

Tenemos, pues, que: 

a) X'0=[1.239, 491, 212, O] es el vector de entradas, ajustado, de 
equilibrio. 

matriz, ajustada, de los estados no absorbentes, y 
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matriz, ajustada, de la transición de los estados no absorbentes a los 
absorbentes. 

Comparando los inventarios, en número de cuentas, al 31-1-1984 y el 
inicial al 31-XII-1983 (cuadros 3 B y 3 A, respectivamente), deducimos 
el incremento neto de la cartera durante el mes de enero, que ha sido 
de 78 cuentas en términos absolutos, y de un 2 por 100, aprixamada- 
mente, en términos relativos: ( 7 8 ~  100)/3.720=2,042 por 100. 

Si estimamos que este porcentaje puede representar el incremento 
medio acumulativo mensual de la cartera (véase penúltimo párrafo del 
apartado 2) durante el resto del ejercicio, de acuerdo con la hipóte- 
sis 4." establecida en el apartado 3.3, el valor de q sería igual a 1,02. 

Disponemos ya de todos los datos para calcular la composición de 
la cartera al 31-XII-1984, estimando un incremento mensual del 2 por 
100 en las entradas (ventas =n~ievas cuentas). Es decir, si las entradas 
del exterior según el vector de equilibrio ajustado, Xó, eran de 1.239, 
491 y 212 cuentas en los Grupos 1, 11 y 111, respectivamente, las del 
mes de enero serían: 1.263, 500 y 216, resultados de multiplicar las pri- 
meras por 1,02. 

Aplicando la fórmula [ 141, tendríamos: 

Como la matriz inversa de [1,02 I-Q'], a la que llamamos M, 

tenemos, finalmente, que 2(l2)=[1.894, 1.497, 985, 3751, esto es, el núme- 
ro de cuentas existentes en 31-XII-1984 en cada uno de los. Grupos 1 
al IV, establecidos según la antigüedad: - -  

Utilizando el vector puro XO= [1.239, 491, 212, -81, el resultado ha- 
tado habría sido idéntico, salvo lógicamente para el Grupo IV, ajusta- 
do: Z"12)= [1.894, 1.497, 985, 3851. 
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Si operamos ahora con los flujos monetarios, en vez de con el nú- 
mero de cuentas, en base a los datos que se contienen en los estados 
de movimientos de los Grupos 1 al IV que antes hemos utilizado, obten- 
dríamos el siguiente resumen, con presentación semejante a los cua- 
dros 3 A y 4 A: 

C U A D R O  5A 
RESUMEN GENERAL DE FLUJOS 

(En miles de pesetas) 

Saldos S A L 1 D A S (enero 1984) 
Grupos 31-XII- Saldos 

1983 Cobros Al  1 Al 11 Al 111 Al IV Bajas TOTAL (prov.) 
1 7.500 3.713 - 2.635 - - - 6.348 1.152 
11 6.240 2.984 187 - 2.290 - - 5.461 779 
111 4.240 1.860 - 170 - 1.510 - 3.540 700 
IV 1.632 412 - 41 82 - 911 1.446 186 

19.612 8.969 187 2.846 2.372 1.510 911 16.795 2.817 

C U A D R O  5B 
RESUMEN GENERAL DE FLUJOS 

(En miles de pesetas) 

Saldos E N T R A D A S (enero 1984) 
Saldos 

Grupos 5A) De1 I Del 11 Del 111 Del IV T O T ~  Del ext. 31-1-1984 

Operando de la forma anteriormente expuesta, la matriz de transi- 
ción resultante sería: 

Cobros Bajas 1 11 111 IV 

Cobros 1 O O O O O 
Bajas O 1 O O O O 

1 3.71317.500 O 1.152/7.500 2.63517.500 O O 
11 2.98416.240 O 18716.240 77916.240 2.29016.240 O 
111 1.860/4.240 O O 17014.240 700/4.240 1.510/4.240 
IV 41211.632 gii11.632 o 2 4111.632 8211.632 18611.632 
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/ Los valores de R y Q, con cuatro decimales, serían: 

El vector de entradas que mantiene la situación de equilibrio, en 
pesetas, vendría dado como anteriormente por XO = So)- So) Q, y sien- 
do So)= [7.500.000, 6.240.000, 4.240.000, 1.632.0001, el vector «puro» de 
equilibrio sería XO= [6.160.800, 2.615.1 11, 1.167.970, - 63.9121. 

Si hacemos x4=0, reajustaríamos los valores de 944 y r42 en la matriz 
de transición, conforme hicimos al operar con número de cuentas, y 
obtenemos: q'=0,074838 (que hace cero a x4) y r'=0,597362; quedando, 
pues, las matrices Qf y R' con todos sus valores iguales a Q y R, salvo 
los dos términos citados. 

Aplicando éstos a la órmula [14], obtenemos: 

1 y sustituyendo valores 

1 Si llamamos M a la matriz inversa de [1,02. 1-0'1, cuyo valor es: 

tenemos, finalmente, que Z(I2) = [9.468.118, 7.784.576, 5.224.828, 1,968.6411, 
es decir, el volumen de saldos vivos de la cartera al 31-XII-1984, en cada 
uno de los Grupos 1 al IV. 

Utilizando el vector 'puro' XO, así como la matriz original Q, el valor 
sería Z(12)= [9.468.019, 7.784.131, 5.223.922, 1,961.8791, donde, obviamen- 
te, sólo existe diferencia sensible en el Grupo IV, cuyo coeficiente pri- 
mitivo (944 de la matriz Q) fue reajustado. 

A continuación presentamos la composición de la cartera al 31-XII- 
1984, obtenida conforme a las hipótesis y restricciones formuladas, con- 
juntando los valores hallados en número de cuentas y en pesetas: 
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C U A D R O  6 
S ~ D O S  AL 31-XII-1984 

S A L D O S  

Gmpos Antigüedad Salmo medio 
(días) , Número Importe (pesetas) del Gmpo 

de cuentas 

1 O a  30 1.894 9.468.118 5.000 
11 31 a 60 1.497 7.784.576 5.200 

111 61 a 120 985 5.224.828 5.304 
IV 121 a 180 375 1.968.641 5.250 

El cuadro precedente ha recogido los resultados obtenidos al apli- 
car a la fórmula [14] los valores ajustados, tanto del vector de equili- 
brio como de la matriz Q. 

En comparación con los datos del cuadro 1, al 31-XII-1983, podemos 
observar cómo permanecen sin variación los saldos medios de los Gru- 
pos 1 y 11; el del Gmpo 111, ligeramente superior; y con apreciable in- 
cremento en el Grupo IV: 5.250 pesetas frente a 5.100 pesetas. 

Operando con los vectores 'puros' de equilibrio y, por tanto, con 
las matrices Q originales, los valores de los saldos medios de cada Gru- 
po, así como del total, se mantienen constantes, salvando las diferen- 
cias de las operaciones intermedias por redondeo en los cálculos. 

Podemos, pues, en la práctica operar directamente con el 'vector 
puro' de equilibrio y con las matrices R y Q generadas por el proceso 
observado, es decir, tal cual se deducen de la matriz particionada de 
transición, sin que ello afecte a la validez de los resultados finales. 

Estos últimos sí se ven afectados, en cambio, en lo que se refiere a 
la determinación de la previsión de Cobros y Bajas (dudosos) durante 
el ejercicio de 1984, tema del que para completar y concluir este supues- 
to práctico, pasamos a ocuparilos a continuación. 

Para un período cualquiera, los Cobros y Bajas vienen dados en fun- 
ción de los saldos finales del período precedente y de los valores de la 
matriz R de los dos estados absorbentes que tiene el proceso, a saber: 
Estado O, Cobros, y Estado 5, Bajas o créditos dudosos. 

Así, pues, el producto &-IR nos dará el valor de los cobros y bajas 
habidos en período k. 

En un proceso estacionario, o con más precisión, en situación de 
equilibrio permanente -caso teórico-, como Sk es constante, al cabo 
de, un año, doce pasos o meses en, nuestro caso, el total de, cobros y 
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bajas sería: T = 12 - $:s.' siendo Sk ve&&- fila de orden 1 x 4 y R una 
nlatric 4 ~  2, el producto resultante, T,  es un vector fila 1 ~ 2 .  . 

En nuestro ejemplo, los cobros y bajas del mes de enero de 1984, 
utilizando la matriz R sin reajustar, expresados en pesetas, serían: 

correspondiendo a 

[0,25 0,55 ] 

cuentas cobradas y &das de baja, respectivamente. . . .  
..... . . . . . . . . .  . . . . . . . . .  . ... . . . .  \ I .", ( -. - - - . .  . "  . . 

El producto de los vectores TC y Ts por doce, nos daría el montante 
de- los -cqbros:y de. las .bajas durailte el año.; .en :el .supuesto de equilibrio 
permanente.de. la cartera, que no es nuestro caso. . . .  . . . . . . . . . . .  . . . . .  

En e l  supuesto contemplado en est-e. trabajo, los. valores de.'Sk son 
variables al final de cada período, pues vienen afectados por el incre- 
mento del vector de entradas, a partir del equilibrio inicial, en progre- 
sión geoinétrica de razón q, como hemos visto, lo que no nos permite 
aplicar la fórmula precedente. 

Para su aplicación al proceso de variación de la cartera que comen- 
tamos, al que 1-esponde la repetida fórmula [14], cuya composición al 
31-XII-1984 acabamos de obtener, hemos deducido la fórmula que a con- 
tinuación consigilamos, y que nos permite estimar con una aproxima- 
ción suficiente los cobros y bajas que se producirán durante todo el 
aíío 1984: 

T r = S ' x  R [lb] 

donde 
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en los que los segundos miembros de estas dos últimas expresiones re- 
presentan los valores exactos del problema. 

El vector S' de la E171 representa, pues, las sumas acumuladas, apro- 
ximadas, de los saldos finales de los doce últimos meses (se incluyen 
los saldos iniciales de diciembre de 1983 y, por tanto, se excluyen los 
de diciembre de 1984, ya que estos últimos no juegan a efectos de co- 
bros y bajas en 1984) para cada uno de los Grupos 1 al IV establecidos. 

Ee acuerdo con los vaiores exactos obtenidos mediante un progra- 
ma de ordenador, los resultados de la fórmula 1171 son ligeramente in- 
feriores a aquéllos, y para varios muestreos el error ha sido siempre 
inferior al 1 por 100. Ello la hace utilizable con suficientes garantías 
de fiabilidad para su aplicación al problema planteado. 

En nuestro ejemplo, la suma de saldos acumulados sería: 

a) Operando con el vector 'puro': 

= [100.127.528, 82.319.845, 55.244.757, 20.747.5421 (Al) 

siendo los valores exactos: 100.174.601, 82.470.393, 55.469.632 y 20.934.880 
pesetas, respectivamente, calculados con ordenador. 

b) Operando con el vector de equilibrio ajustado y con Q': 

y sus valores exactos: 100.174.639, 82.471.855, 55.472.925 y 20.988.175 
pesetas. 

Por último, los cobros y bajas que se producirían en 1984 serán: 

a) Operando sobre Al : 

T'=S'XR. Y sustituyendo valores, en miles de pesetas enteras, T'= 
= 149.573 +39.365 +24.236+5.239), 11.5811 (A3), con el detalle de cobros 
por Grupos, o bien, T'= [118.413, 11.5811, que nos darían los totales de 
cobros y bajas del año. 

b) Operando sobre A2, los valores de T', expresados también en mi- 
les de pesetas enteras, serían: 
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T'= [(49.596+39.438 +24.336+5.300), 12.5381 (A4), o bien, totalizan- 
do los cobros de los cuatro Grupos, T'=[118.670, 12.5381 

Para terminar, vamos a comparar los cobros y bajas según (A3) 
y (A4) con el sumatorio de las entradas mensuales, esto es, las ventas 
anuales previstas. 

Siendo el vector de entradas de equilibrio ajustado XO, y Xoxq las 
entradas o ventas del mes de enero, el vector de ventas anuales vendría 
dado por 

Sustituyendo valores y expresado en miles de pesetas enteras,, el 
vector de ventas de 1984 sería: 

Vt=[84.282, 35.781, 15.978, O], correspondiendo a los Grupos 1, 11 
y 111, respectivamente, y un total de 136.041.000 pesetas en números 
redondos. 

Como antes decíamos, los valores de (A3) y (A4) pueden compararse 
con los de Vt para extraer los vatios correspondientes de Cobros/Ventas 
por Grupos. 

Asimismo, las Bajas o fallidos del año [11.581.000 pesetas según (A3) 
ó 12.538.000 pesetas según (A4)] ~ueden  compararse con las ventas to- 
tales de 136.041.000 pesetas, o con el total acumulado de los saldos 
morosos -Grupo IV- [cuarto elemento de dichos vectores (A3) o (A4)], 
según los ratios de gestión que se deseen. 

5. CONCLUSIONES 

Como puede deducirse de la lectura de los apartados precedentes, 
el presente trabajo ha girado alrededor de un punto central de partida: 
la clasificación de la cartera de clientes atendiendo a un criterio de an- 
tigüedad de los saldos vivos en el origen y su agrupación sistemática 
con miras a una proyección futura, susceptible de tratamiento mate- 
mático. 

Desde aquella base y con esa perspectiva, se ha profundizado en el 
estudio y análisis de la teoría que soporta el modelo que se ha diseña- 
do, para adecuar10 al máximo a los supuestos dables en la vida real, 
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- En este- intento de aprolfirilar a la realidad 10s~materiale~-o instru- 
mentos 'técriicos dispoilible~, es decir, la teoría matemática afín al tema 
(en nuestro7 caso las cadenas de Marlcov absorbentes), I~ernos concen- 
trado nuestros esfuerzos en llallar las posibles alternativas o variantes 
que podrían introducirse en el modelo original. 

Para ello' hemos analizado cuidadosamente el significado y coinpor- 
tamiento del vector de equilibrio, los modos de obtención y la medi- 
ción de sus efectos al actuar sobre las matrices del sistema. Desde el 
punto de vista te6rlc0, crFemos constituyer, ur, er,sayc y representan 
un intento de aportar nuevas ideas o sugerencias a conceptos de carác- 
ter matemático bastante especializado, y por ello, con frecuencia no 
muy familiares a nosotros, los profesionales de la Contabilidad y de la 
Economía. 

Una de dichas variantes, pensamos, la constituye el supuesto des- 
arrollado teóricamente en el apartado 3.", según el cual la composición 
de la cartera de clientes no se encuentra en situación de equilibrio per- 
manente, por lo que es preciso formular una o varias hipótesis acerca 
de su, comportamiento futuro. . , . . . . 

. En- las fórmulas deducidas .sólo. se contempla el supuesto de -un cre- 
cimiento coilstante y regul&- -progresión geométrica-, -pero nada im- 
pide. adaptar -dichas *fórmulas a un caso más genérico.: Es .decir, es 
perfectamente carrecto- desde el punto de vista matemático que el cre- 
cimienio anual sea negativo, en cuyo caso la razón q será menor que 
,la unidad. O bien que a lo -largo de un año la cartera de clientes sea 
cuantitativamente igual (o aproximadamente igual) en número de cuen- 
tas y en importe, pero la estructura de su composiciói~ sea notablemen- 
te diferente como consecuencia de haberse producido desplazamiento 
de las masas internas entre los grupos clasificatorios de c~ientas y sal- 
dos según la antigüedad. Esto último revelaría que la gestión de los 
Departamentos de Ventas y/o Cobros ha variado con respecto al pasa- 
do o qué causas exógenas han influido en dichos cambios. . . 

En todo caso, un ;orcentaje anual de variación,'estimado o real, 
positivo o negativo, incluso de pequeña dimensión, en el volumen de la 
cartera presente, puede ser tratado con las fórmulas que hemos obte- 
nido, bastando con hallar el valor de q mensual que genera. aquél. Y de- 
cimos mensual porque, con independencia de la amplitud . temporal 
que asignemos a los Grupos de antigüedad y al número de ellos, con- 
sideramos al mes como parámetro ideal para tratar las Cadenas de 

. Marlcov en su aplicación al tema de las cuentas a cobrar., . 
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., :"coh; ~as~~~~~efi&~'~fiat;Urale~ ~i-emjj~eo..clg.~odo modefb; pensamos p u s  
de . .  ser . . . .  útil como procedimiento . .  , . . .  para estimar ilo S610 'cúantitativamente 
los saldos futuros .-a medio .plazo- de los clientes, sino que, .además 
de iilfoimación cualitativa o estructural sobre la car- 
tera, puede permitirnos controlar de forina más directa y sistemática 
que como es habitual la morosidad de la cartera. Así, al menos, lo he- 
mos intentado al incluir tanto en el desarrollo teórico como en el caso 
práctico el Grúpo IV de antigüedad. 

Dentro .de la teoría general de sistemas, el modelo puede conside- 
rarse probabilístico si prescindimos del posible componente cíclico del 
proceso que incide sobre la composición de una cartera de clientes. De 
tipo probabilista, pues, en tanto que sus valores vienen dados fuiida- 
mentalmente por las probabilidades de transición o probabilidades con- 
dicionales del paso o cambio de un estado a otro del proceso. En mayor 
medida aún, cuando por medio de la I~ipótesis de crecimiento estable- 
cida dejamos a un lado el criterio del equilibrio estable, al cual tiende 
en el límite, en general, un proceso markoviano. 
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