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1. INTRODUCCION

ADA dia se impone con mads fuerza la idea de las ventajas que re-
porta la aplicacién de las modernas tecmcas cuantltatlvas en la
Administracién.

En el plano cientifico, han sido numerosos los progresos alcanzados
con el empleo de modelos matematicos para el planteamiento y solu-
cién de multiples problemas, abarcando a la casi totalidad de las areas
de la empresa.

A pesar de los diferentes nombres con que se designan los distintos
métodos cuantitativos aplicados en la Administracién: investigacién
operativa, andlisis de sistemas, andlisis costo-beneficio, etc.; todos tie-
nen en comun el empleo de las matemdéticas como herramienta funda-
mental y persiguen un mismo objetivo: la racionalizacién sistemaética
de los procedimientos o métodos para la correcta toma de decisiones
y, en definitiva, la-solucién mas favorable de los problemas que afectan
a la vida de la empresa.
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Hoy en dia es perfectamente posible conjugar las técnicas cuantita-
tivas con la Informética de una manera répida y eficaz y a un coste
interesante, con resultados que avalan la idea antes sefialada de la con-
veniencia de su utilizacién en la mayoria de los casos.

Estas modernas técnicas constituyen poderosos instrumentos que
el verdadero profesional debe conocer y manejar. Si no resuelven la
totalidad de las cuestiones que se suscitan en la problematica de la em-
presa y su entorno, si serdn sin duda una valiosa ayuda para la acertada
toma de decisiones.

En el presente trabajo utilizamos un modelo matematico basado en
las Cadenas de Markov para determinar la composicién futura de la
cartera de clientes, clasificada en grupos por razén de la antigiiedad
de los débitos, con expresién del ntmero de cuentas e importe de sal-
dos para cada grupo.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Dentro de la diversidad de «cartera de clientes» que pueden darse
en la vida real de la empresa, atendiendo tanto a la naturaleza de la
misma por razén de su actividad (industrial, comercial, etc.) como a
la modalidad bajo la que se produce la venta de sus productos (exclu-
sivamente al contado, a crédito, pago a plazos, con leasing, etc.), se ha
escogido para su estudio y aplicacién el supuesto mdas general.

Se supone una cartera de clientes generada por una actividad co-
mercial en marcha, con ventas al contado y a crédito —un mayorista,
por ejemplo—, con las hipétesis y restricciones que se establecen en
otro apartado respecto de su composicién y evolucién

La concrecién precedente, debemos aclarar, tiene mds bien un ca-
racter metodolégico, por lo que no, debe tomarse en sentido restrictivo.
Asi, pues, nada obsta para que la cartera de clientes pueda ser la corres-
pondiente a una actividad cualquiera empresarial, incluida por tanto la
tipicamente financiera o bancarla, privada u oficial, en la que las, cuen-
tas de C].“edltO constltuyen aquella cartera por la suma de los préstamos
otorgados.

Pues bien, en un momento determinado ——supongamos al final de
un ejercicio— se conoce la situacién de la cartera de clientes a través
de los datos que suministra la contabilidad. debldamente 1mplantada,
con tratamiento informético de la informacién. | ;
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Insistimos en la conveniencia de contar con una contabilidad tra-
tada con ordenador para la comodidad en el logro de los objetivos per-
seguidos. La no disposicién de medios informaticos no impediré la con-
secucién de idénticos resultados; sin embargo, el tratamiento de la
informacién necesaria —los datos a manejar— sera més laborioso de
realizar,

Expongamos el desarrollo del proceso. Con referencia la fecha 31-
12-XX, por ejemplo, el Servicio de Proceso de datos de la empresa faci-
lita al de Contabilidad un listado de la situacién de los clientes a dicha
fecha, conteniendo la siguiente informacién, en presentacién horizontal,
es decir, columnas del listado: 1. Cédigo.—2. Apellidos, nombre o razén
social—3. Saldo fin mes anterior—4. Cargos del mes.—5. Abonos del
mes.—6. Saldo actual.—7. Antigiiedad.—8. Grupo. :

El listado en cuestién aparece totalizado al final, con expresién, ade-
mas, del nimero total de clientes que comprende.

El significado de las columnas expresadas o conceptos no necesita
explicacién, salvo las dos ultimas de «Antigiiedad» y «Grupo», cuyo
contenido y alcance pasamos a definir.

Identificamos «Grupo» como un ordinal establecido en funcién de
la «Antigiiedad» del débito de cada cliente. Esta clasificacién que dise-
fiamos a efectos de una formulacién esquemaética del modelo, obvia-
mente es susceptible de ser alterada y ajustada en la forma que se de-
see. Persigue una agrupacién de los clientes en razén de la antigiiedad
media de sus saldos.

Del Grupo I formarin parte los clientes cuyo débito mas antiguo
sin liquidar tenga una antigiiedad inferior a dos meses. En el Grupo II,
una antigliedad entre dos y cuatro meses; en el Grupo III, los que ten-
gan una antigiiedad entre cuatro y seis meses. A efectos de simplifica-
cién, no se contemplan en este trabajo mds que los tres grupos descri-
tos. Se supone que las ventas se formalizan a un plazo maximo de ciento
ochenta dias.

Adicionalmente entran en juego tres Grupos complementarios. El
Grupo IV, que permitird medir directamente la morosidad, al que le
asignamos una antigiiedad entre seis y nueve meses. De acuerdo con la
politica fijada por la Direccién de la empresa de saneamiento de acti-
vo, que asumimos en nuestra hipétesis, todo dédito con una antigiiedad
superior a nueve meses es automaticamente dado de baja en la cuenta
de clientes y pasa a ser considerado como «crédito de dudoso cobro»,
con el tratamiento contable procedente y teniendo en cuenta la norma-
tiva fiscal vigente. Con vistas a identificacién y ulterior utilizacién, crea-
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mos el Grupo V, que recogera estas partidas dadas de baja en la car-
tera de clientes. :

Asumimos igualmente el siguiente hecho real: En cualquier momen-
to, un determinado débito, en cualesquiera de los Grupos I al IV, pue-
de ser cancelado si se hace efectivo, esto es, si es cobrado. A ‘estos cré-
ditos que tras haber sido cobrados en un periodo han sido baja en el
Grupo correspondiente y que en definitiva han ido a acrecer la Teso-
rerfa, a efectos de nuesira exposicién los encuadramos en el Grupo 0.

Una precisién ha de hacerse en orden a definir el alcance de la mag-
nitud antigiiedad, en el supuesto, generalmente frecuente en la practica,
de que un mismo cliente (cuenta) presente varios cargos por diferentes
compras y uno o varios abonos por pagos —parciales o totales respec-
to a aquéllas— durante un perfodo de tiempo. En este caso, la clasifica-
cién de antigiiedad se hace atendiendo al criterio F.I.F.O., es decir, impu-
tando el cobro al débito més antiguo. Si éste queda cancelado en su
totalidad, el saldo de la cuenta se clarificarad segin la antigiiedad de la
siguiente partida debida en orden cronolégico. Ilustraremos esto me-
diante un ejemplo. Supongamos que un cliente A tiene anotados tres
cargos: unos de 5.000 pesetas con una antigiiedad de ciento cincuenta
dias; otro de 8.000 pesetas de hace cien dias, y un tercero de 10.000 pe-
setas que data de treinta dias. Esta cuenta, con un saldo de 23.000 pese-
tas estard clasificada en el Grupo IIL. Si A abona 4.000 pesetas las
19.000 pesetas restantes permaneceran clasificadas en el mismo Grupo,
al quedar pendiente un resto de 1.000 pesetas del primer cargo con una
antigiiedad de més de cuatro meses. Por el contrario, si A abona 5.000
pesetas, la cuenta, con un saldo de 18.000 pesetas, se reclasificard y pa-
sara al Grupo II. ‘ - :

En posesién ya de la informacién precedente, vamos a exponer el
objetivo de nuestro trabajo en orden a la cartera de clientes.

Como hemos visto, en fin de un perfodo cualquiera nuestra cartera
de clientes presenta una determinada estructura y composicién. Cono-
cemos no sélo el ntimero e importe del débito de nuestros clientes,
sino también cudl es la antigiiedad de sus saldos. Podemos, ademads,
obtener un listado ordenado por Grupos, cuyo resumen, que manejare-
mos para nuestros propositos oportunamente, nos. darfa el ntiimero de
clientes y suma de saldos para cada uno de los Grupos anteriormente
definidos: Puede afiadirse un dato complementario de especial relieve:
el valor del saldo medio de cada Grupo. Se obtiene directamente divi-

|-, diendo, la: suma de saldos entre el niimero. de cuentas: que comprende.
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Dado que las cuentas con una antigiiedad superior a nueve meses
son baja automatica en la Cartera y, por otra parte, las cuentas cance-
ladas por haberse cobrado su saldo tampoco figuran en el Listado-Re-
sumen, cuyo total se corresponde con los datos de la Contabilidad,
resulta conveniente afiadir los valores de estos dos dltimos Grupos,
que serian el V y el 0, respectivamente, antes descritos, con el fin de
cuadrar en numero e importe los datos entre dos periodos de tiempo
consecutivos.

A esta magnitud nos referimos seguidamente.

La informacidén contable y estadistica de periodicidad al menos men-
sual, creemos que es necesaria y conveniente para conocimiento de los
gestores de las diferentes dreas de la empresa, sin perjuicio de un flujo
de informacién de mayor frecuencia para la disposicién de ciertos da-
tos. Estos pueden ser incluso diarios para determinados objetivos y/o
requerimientos de los usuarios responsables.

Para nuestro propésito, sin embargo, la informacién mensual la con-
sideramos suficiente, y asi el mes aparece como duracién elegida para
estudiar y analizar los cambios cuantitativos y cualitativos en la com-
posicién de la cartera de clientes.

Por tanto, en fin del mes siguiente y de los meses sucesivos, nos
sera facilitada informacién antes aludida, cuyos restmenes por Grupos,
totalizados en nimero de clientes e importe de saldos, vamos a manejar
con fines previsionales.

Se trata de determinar la estructura y composicién de nuestra car-
tera de clientes al final del afio siguiente, es decir, después de trans-
curridos doce meses —unidad elegida como periodo—, asi como el vo-
lumen de cobros a realizar y de dudosos resultantes durante dicho afio,
todo ello mediante el tratamiento mateméatico de los resultados ofreci-
dos por la comparacién entre la situacién de la Cartera en fin de ejer-
cicio —posicién inicial o de partida— y un mes mas tarde.

La simple comparacién aritmética nos da un listado de diferencias
en mas y/o en menos, de significacién estética, las cuales aparecen jus-
tificadas al conocerse el flujo de operaciones que se ha producido
durante dicho periodo y que ha generado el paso de una situacién a
a otra (aspecto dindmico).

Como afirmédbamos en la Introduccmn, el modelo mateméatico que
vamos a emplear se basa en las Cadenas de Markov, en particular en
las llamadas «cadenas absorbentes», y segiin puede observarse en la bi-
bliografia referenciada al final, ha sido utilizado por algunos autores,
en el 4rea que tratamos, para el célculo de la morosidad.
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Dada la naturaleza esencialmente técnica del tema, obviamos al ma-
ximo las definiciones, conceptos y démostracién de teoremas que so-
portan la teoria de las Cadenas de Markov. Encuadradas éstas en las
matemdticas de los procesos estocdsticos finitos, pueden consultarse,
en su caso, en las obras especializadas que se citan en el ultimo apar-
tado de este trabajo.

No obstante, por constituir una variante original en relacién a la
literatura existente, si desarrollamos matematicamente la obtencién de
las férmulas que aplicamos, por via de ensayo, al caso practico en el
apartado 4. Dichas férmulas, creemos; se aproximan més como modelo
matemdtico a la casuistica de la vida real en el drea que tratamos, a
pesar de las limitaciones de todo modelo econométrico o probabilistico
para representar en términos matemaéticos la realidad econémica ob-
servable.

Es claro que los valores a manejar en las férmulas —que para sim-
plificacién, en el ejemplo préctico, han sido tomados directamente de
la comparacién de los datos entre dos periodos consecutivos— pueden
ser ponderados mas ajustadamente, computando por ejemplo valores
medios de varias series, con objeto de que los resultados finales se
correspondan mas exactamente con la realidad acontecida. Mdas ade-
lante se volvera a incidir en este punto.

3. FORMULACION MATEMATICA
DEL MODELO

3.1. FUNDAMENTOS MATEMATICOS

En una cadena de Markov absorbente cualquiera de ¢ estados, r es-
tados absorbentes y s no absorbentes (t=r+5), la matriz de transicién P

.toma la forma canénica o estandar s1gu1ente

AL
—[R[Q, []?enaque

I es una matriz identidad X7, O una matriz nula #Xs, R una matriz
sXr y Q una matriz -de orden sXs, siendo » los estados absorbentes
(los primeros) y los: siguientes, s,”los no-absorbentes..

La matriz fundamental, N, de esta cadena absorbente viene dada
por N=I+QN, I=N—QN, I=(I—Q)N y, finalmente, N=(I—-Q)~* [2],

1
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siendo N el ntmero medio de pasos, antes de la absorcién, que ha de
permanecer en cada estado no absorbente, para cada estado inicial no
absorbente, : :

Existe un teorema —cuya demostracmn omitimos— segin el cual
si en cada momento del proceso se incorporan x; individuos al estado i,
siendo z el nimero de individuos que se encuentran en dicho estado en

- el momento cero, se tiene que:

a) El ntimero medio de individuos en el estado i tiende a y;, sien-
do y=xN [3], cualquiera que sea la composicién (el valor) de z: en el
punto de partida, para un valor cualquiera de x; pero constante; y

b) La tinica distribucién inicial para la cual el sistema estd en equi-
librio es z=y [4].

En la férmula [3], x es un vector fila cuyos componentes son todos
nulos menos el primero, significando éste el valor de los individuos que
se afiaden o incorporan en cada paso o salto —periodo, para mejor
identificacién— del proceso al estado i. Su representacién genérica se-
ria x=[x, o0, o, ... 0], si la incorporacién se produce en el estado
primero.

Como segiin [3] N es la matriz fundamental del mismo orden s que

Q (ntmero de los estados no absorbentes), el vector x tendrd s. elemen—
tos e y serd también un vector fila de s elementos.

‘El valor de este vector y, entendido a efectos practicos como la suma
de sus componentes o elementos integrantes, serda y=x(ny+nn+...+

| +mys) [5] (1), siendo wu, 71, ... 13-los valores de la primera fila de la
matriz N, dado que el vector x tiene todos sus elementos nulos menos
el primero.

Como corolario del teorema citado, se deduce que si x; —ntmero de
individuos que se incorporan en cada paso (periodo) al proceso en el
estado i— no es constante, el sistema no esta en equilibrio y. por tanto,
no se cumplen ni [3] ni [4]. '

(D) y=[x0, 0, . OIXN=[ny, Ay oo BgIX - |
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3.2, PARAMETROS Y VARIABLES

Tratando de adaptarnos a la realidad en la contemplacién del caso
que analizamos de la cartera de clientes, el niimero nuevo de éstos en
cada periodo mensual es variable. Como hemos expresado en el apar-
tado precedente, identificamos el concepto de cliente con cuenta, y
aunque el flujo operativo real implicard altas (clientes nuevos) y bajas
(desaparicién de clientes antiguos o simple cancelacién de un saldo),
es claro que el nimero de cuentas vivas en fin de cada mes serid nor-
malmente distinto, significando de hecho un ntimero variable de al-
tas/bajas en cada periodo.

Si a lo largo de un afio, por ejemplo, la estadistica de ventas nos
revela que el nimero de nuevos clientes (cuentas), asf como su impor-
te es creciente, podemos determinar el incremento medio por periodo
—en nuestro caso, un mes— e introducir este pardmetro en el modelo
matemdatico para conocer la composicién de la cartera doce meses mas
tarde.

El incremento medio producido, en términos retrospectivos, puede
estimarse como datos para proyectar los resultados hacia el futuro du-
rante una duracién igual, utilizdindolo directamente, o bien reajustado
en base a adjetivos comerciales realmente alcanzables (estudios de mer-
cado, coyunturales, etc.), o en todo caso con fines de control presupues—
tario, es decir, previsionales, de indudable utilidad.

En la formulacién matemadtica del modelo vamos a referirnos exclu-
sivamente a una de las dos magnitudes que intervienen en la composi-
cién de la cartera de clientes: el nimero de éstos o cuentas; dejando
el volumen de saldos, la otra magnitud, para el caso practico, en que
a través del saldo medio por Grupos se hara aplicacién de ambas mag-
nitudes. '

Al utilizar la magnitud ntimero de cuentas o de clientes nos encon-
traremos con la peculiaridad de las cantidades discretas; que no admi-
ten mas que valores enteros. Sin embargo, la hemos preferido en bene-
ficio del mayor rigor en el desarrollo de la teoria matematica en que
se basa el modelo.

3.3. HIPGTESIS Y RESTRICCIONES

Como el desarrollo del sistema opera con flujos de duracién men-
sual, establecemos las siguientes hipétesis:
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1.2 Que en el primer mes entran en el proceso x; nuevos clientes,
siendo x;>x; o vector de entradas en situacién de equilibrio.

22 Que en el segundo y sucesivos meses el ndmero de nuevos clien-
tes es creciente, esto es, Hu<n<n< ... <i.

3.2 Que los diferentes valores de x, dentro de cada mes k, se incor-
poran a los respectivos estados (Grupos I al III, en nuestro caso) como
nuevos clientes al final del periodo.

42 Por ultimo —para determinar una férmula sintética—, los va-
lores de la serie del vector x de entradas de la hipétesis segunda, los
expresamos en funcién del primero, x;, variando en progresién geomé-
trica de razén g, que representa precisamente el incremento medio men-
sual antes aludido.

Primeramente vamos a precisar qué se entiende por la «situacién
de equilibrio» aludida en la hipétesis primera.

Como hemos visto antes en el apartado 3.1, el proceso tiende a una
posicién de equilibrio, cualquiera que sea su composicién inicial, si el
numero de entradas es constante en cada paso/periodo. Y la distribu-
cién inicial o final para la cual el sistema estd en dicho equilibrio o
tiende hacia él viene dada por y=xN [3]. Pero como hemos sefialado
antes, el vector x de entradas es de hecho un escalar, ya que tiene todos
sus componentes nulos menos el primero, es decir —trasladdndonos
a la realidad del ejemplo practico—, cuando las entradas se producen
tnicamente (todas) por el Grupo I o primer estado del proceso. Esto
no ocurrird en la practica, sino que las entradas se producirdn en todos
los estados. Una venta puede haberse concertado a pagar a sesenta dias,
a los noventa dias o a los cinco meses, e inicialmente representan entra-
das en los Grupos I, II y III, respectivamente, con independencia del
cobro efectivo a su vencimiento.

Obviamente, donde no se producirdn «entradas» del exterior al pro-
ceso es en el Grupo IV (antigiiedad entre seis y nueve meses), pues las
ventas no se formalizan a un plazo superior a seis meses (véase parra-
fo 10 del apartado 2).

: Asi pues, el vector de entradas seria de la forma x=[x;, Xu, xm, o],
para adaptarnos en la exposicién teérica al supuesto del ejemplo que al
final desarrollamos.

La situacién de equilibrio del proceso en este supuesto viene dada
asimismo por la [3], y=xN, pero el valor del vector y es mas complejo
que antes. En efecto, como N=[I—Q]™, los valores de la matriz N(4X
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-X4); - designandelos - por n; darfan lugar a las siguientes ecuac1ones,
siendo el vector de saldos resultantes y=[si, s2, 53, 541

S1 = X1+ VaiXr -+ MaXm
S2==MaX1 -+ VX1 - M3
S3=My3X1 + NsXr -+ MaXmr
Sa47=N14X1+ NasX1r + VX

y

St S2+ 53+ s = (1 + 1+ 1+ 1a) X1+ (M + 12+ 13+ 12g) X1+
+ M+ ret+nstr)rem [7]

Por tanto, si son conocidas las probabilidades de transicién de los
estados absorbentes (matriz Q), el estado de equilibrio del proceso para
un escalar dado si=s;-+s:+s5+s¢ —primer miembro de la [7]— viene
determinado en funcién de los distintos valores del vector de entra-
das, x, y, naturalmente, de los valores »; de la matriz fundamental, N.

Es decir, dada una matriz Q cualquiera, los valores de N son una
constante; ¥, #u y #m son variables independientes, y el valor de s sera

" sera fimcién multiple de x.” Asi, los valores' que puede tomar sk (solu-

ciones) son infinitos, dado que el vector x puede contener ——teorlca-

' ‘mente— infinitas comp051c1ones

" En el supuesto inverso, esto es, para un valor dado de s (sumatorio
de elementos, individuos o cuentas del proceso en cada estado en situa-

“cién de equ111br10) la var1ab1e x —vector de entradas—— pasa a ser fun-
cién de Siy de N. ‘

En principio, la solucién es 1ndeterm1nada pués hay 1nf1n1tos valo-
res de x que satisfacen la [7]; dados Sty N.

Una solucién teéricd para hallar(qc se obtiene, sin embargo, aplican-
do la teorfa de las «matrices inversas generalizadas», procedimiento de

" indudable interés para la resolucién de un sistema de ecuac1ones no
- homogéneo, es dec1r, con distinto ntimero de ecuaciones que incégnitas.

En forma sintética, la ecuacién [7] serfa: | i
- S=mr vk 4 vaXm ‘ [7b]
que representada en forma matricial (vectorial) tomaria la forma

X1
[nl, m, wl{xn |=S
o Xm
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Prermultiplicando ambos miembros por [ni, 1, #:]™!, tendremos:

X1
xn [=[m, 1, m] XS _ [8]
Xix
Como
"t
[m1, 7, 1’13]_1=———1———- 2
ki 4nhtni C | 1

finalmente, el vector de entradas, determinante de una situacién de
equilibrio en el proceso, serfa:

1 1
Y= | ™ | %S [8b]
M3

férmula que nos dara los tres valores buscados de X: x1, xp,%m.

Podemos comprobar que, efectivamente, éstos son una solucién a
la [7b]. Asimismo, satisfacen. la [3], de acuerdo con los valores de Ny
del vector de saldos S, de modo que’

S1+ 824 53-+54=8¢ R 91

Otro procedimiento para el calculo del vector de entradas que man-
tenga la situacién de equilibrio, conociendo Sy, es decir, el valor y com-
posicién del vector de saldos en un momento dado, si, 53, 53, 54, parte de
una hipétesis y del andlisis del comportamiento del proceso y su trans-
formacién al avanzar éste un paso o salto; un mes en nuestro caso.

En efecto, si-en el momento k el vector de saldos es Sk=[s1, Sz, S3, 541,
después de un salto la composicién seria: Siai=[si, S; 83, 5] XQ.

Siendo el término general de la matriz Q, gy, los valores de Sy se-
rian:

S=s1qu+ 510+ S:qn + S4qa

Sa= 511+ 5:qn -+ S:qn+ Siqe :

8" 3=51q1+ S2gn+ S3gs + Ssqas [10]
S's=Ss1qu-+ S2qu—+ S:qu-+ Sequ

Al ser todos los términos de Q menores queé uno por definicién (cual-
quier g;<1), los valores de Sis1 son todos respectivamente menores que
los de Si.
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Légicamente, si el proceso estaba en situacién de equilibrio inicial,
después de un salto «se ha desequilibrado», pasando a la composicién
Sk+1=[S’1, S'z, 8’3, 0]

Para restablecer el equilibrio, nada mas sencillo que agregar un vec-
tor de entradas —vector buscado— que sumado al Si.: genere el primi-
tivo Sq.

En principio, S;=Sk—Sk+. Ahora bien, como S;=X*, X%, X%, 0], S’
tiene que ser igual a Sy, es decir, Sigu+ S:qu+ Sigu+ Sigu=Ss De donde,

_ Sigut-Sagut+Sigu

Si= [11]
1—q44

Unica condicién o limitacién para el cdlculo de S. Esta restriccién es
sencilla de obtener, dado que en la practica g y g» seran nulos por re-
gla general. Por ello, una vez fijado el valor de S;, Ss vendra dado por

Sagas
1-— qu

vy St v S podran combinarse en mdltiples valores, con tal que la suma
de ambos Si+S;=8:—(S;+Ss), y que generen siempre valores de S; to-
dos positivos.

Asi pues, ’
S:=[(81—=8"), (S:—8"), (S:—5%), 0] [12]

En el ejemplo del apartado 4; caso practico, se hace uso del proce-
dimiento que se acaba de describir para determinar el vector de entra-
das que mantiene la situacién de equilibrio en que, se supone, se en-
cuentra el proceso. ’

En otro caso, es decir, cuando gu Y g» no sean nulos —supuesto
que al menos en teorfa debemos admitir—, los valores conocidos sélo
serfan S; y S;, debiendo calcular los de S; y Si por medio de las f6rmu-
las [11] y [9], como sigue:

S1g+S2g+S3g+Ssg=Ss
S:+S:=8:—(S1+S>) [13]

'y resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, prece-

dente.
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34. CALCULO Y DESARROLLO DE LA FORMULA

Establecidas las hipétesis asumidas y analizadas y glosadas debida-
mente las restricciones introducidas, en las que se han definido y des-
arrollado ampliamente las condiciones de partida, a saber: equilibrio
del proceso, los procedimientos tedricos y practicos para el célculo del
vector de entradas y de la composicién del vector de saldos, aborda-
mos el planteamiento matematico que conduce a la férmula del pre-
sente trabajo.

Si designamos por Z® la distribucién o composicién del nimero de
cuentas en la cartera al final del periodo k (mes), siendo 0<k<n, y el
proceso se encuentra en equilibrio merced a la incorporacién de X nue-
vos clientes —vector de entradas en los términos definidos en el apar-
tado precedente.

Si consideramos la distribucién al final de un periood cualquiera, k,
en equilibrio como la inicial de Z9=[Z;, Zy, Zm, Zwv] y, consiguiente-
mente, Xo vector de entradas que mantiene en equilibrio el proceso, de
acuerdo con las hipdtesis 1.2 a la 4.2 establecidas al principio del apar-

tado 3.3, decimos que al cabo de n meses la composicién de la cartera
seria

Zr=Xog"*'x [qI — Q] [14]

en la que Xo y n acaban de ser definidos, Q es la matriz cuadrada de
orden igual a los s estados no absorbentes e I —recordemos— matriz
identidad del mismo orden, siendo g, segin la hipétesis 4.2, la razén de
la variacién, en progresién geométrica creciente, del vector de entra-
das X, a partir del vector de equilibrio Xo=[X1, X1, X, 0].

En efecto. La distribucién o composicién de un vector, en una cade-
na de Markow, después de un salto o paso (en nuestro caso, periodo/
mes), viene dada en funcién de la distribucién inmediatamente anterior,
y de la matriz Q de los estados no absorbentes, como una aplicacién
lineal, esto es, el producto de un vector fila de orden s por una matriz
de orden sXs, generando otro vector fila del mismo orden.

Asi, la distribucién del vector inicial de saldos (en ntimero de cuen-
tas) después de un mes serd Z0=ZOQ+X;, siendo Xi=Xog el vector
que representa los nuevos clientes incorporados al proceso, conforme
a las hipétesis 1.2/4.2 asumidas.

En forma desarrollada, este vector de entradas X; seria:

X:=[XPq, XPq, X0q, 0]
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Después de dos periodos; la distribucién del vector de saldos seria,
en forma sintética,

Z®=ZWQ 4 X,
O sea,

ZO=[ZOQ+Xog]1 X Q+Xog*=ZVQ*+XoX (qQ+¢")

Al final del tercer periodo:

ZO=Z0Q+Xs5; Z¥=[Z9Q+ Xo(qQ+¢")1-Q+ Xog*=
=ZPQ+Xo(gQ*+4’Q+¢")

Observando la ley de formacién, al final del periodo %,
Z(k)=Z(0)Qk+XO(qQk—l+qZQk—2+q3Qk—3+“.+qk—IQ+qk)
Asimismo, después de n periodos,

Z(n) =Z(0)Qn+X0(an—-l+ qzon—2+qurz—3+ i + qn—lQ_l_ qu)

Examinando el contenido entre paréntesis del segundo miembro de
la ecuacién precedente, observamos que representa la suma de los tér-
minos de una matriz polinémica de orden », completa, ordenada cre-

" cientemente respecto del escalar q y en forma decreciente en relacién
a la matriz Q. Es, pues, la suma de una serie de matrices, cuyos térmi-
" nos varian en progresién geométrica de razén q-Q-'.

Por tanto, podemos aplicar la férmula de la suma de los términos

" de una progresién geométrica

A,-r—A
r—1

S=

que nos es familiar, a dicha serie de matrices, y tendremos:

qan-l_ an qn+1__Qn
(1) =Z(0) 7t Xu . _—-_Z(o) ML X g
Z W Q"4 70 =1 | Q 4 o -0

Para n suficiéntemente grande (en la practica, para n>10), Q*, sus

-diferentes valores, ‘tienden" a cero (2), y- con31gulentemente Z®Q" tam-

bién tiende a cero, por lo que

(2) Como puede conocerse consultando en las obras de dlgebra lineal que
desarrollan la teorfa de matrices, el comportamiento de las potencias de ma-
trices para todos 'sis valores iguales o menores que uno (caso de las cadenas
de Markow absorbentes) es 1dentlco al de las series convergentes de la for-
ma 1x, 22 %3, ... %, para <1, cuya suma, cuando n —> « es igual a (1—x)"L
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. :' qn+1
s Z(n)X' i

ql-Q

introduciendo I como matriz identidad, de orden s igual al de Q.

Finalmente, v
Z(n) =qun+1[ql_’ Q] ~1

como queriamos demostrar.

Hemos desarrollado también la férmula para el supuesto de que la
incorporacién de nuevos clientes al proceso, de acuerdo con las mismas
hipétesis establecidas, varien de un periodo a otro en progresién arit-
mética.

Este supuesto se adecua menos a la realidad. No obstante, consigna-
mos el resultado final —omitiendo el desarrollo de su obtencién— con
fines meramente informativos y para satisfacer la posible curiosidad
del aficionado al cdlculo matricial:

ZM=[Xo+dn—dQNIXN [15]

siendo d la razén de la progresién aritmética, esto es, un vector fila de
la forma d=1[di, du, du 0], de los incrementos de las entradas en los
-ires primeros estados,-teniendo Xo; 7 y Q el mismo significado que en
la [14]; y N, como sabemos, la matriz fundamental [I—Q].

4, CASO PRACTICO ..

A continuacién presentamos la composicién de la Cartera de Clien-
tes de la empresa X, de acuerdo con lo expuesto en el apartado 2 de
este trabajo, respecto de los Grupos alli definidos segin la antigiiedad
de los saldos:
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. Cuanro 1
SALDOS AL 31-X11-1983
Grupos Angigii;.\;;;iad Importe (pesetas) d?ggeﬁtc;s Sggocxrlf;;o
I 0a 30 1.500 7.500.000 5.000
IT. ... ool 31a 60 1.200 6.240.000 5.200
IIr ... ... ... 61 a 120 800 4.240.000 5.300
v .. 121 a 180 320 1.632.000 5.100
TOTALES ... vvv v vev ... 3.820 19.612.000 5.134
Cuabro 2
INVENTARIO AL 31-1-1984
Grupos Ant(ilgii:;iad Importe (pesetas) dg lcigeft:s Sicioenr:f;ci’o
I. .. 0a 30 1.540 7.772.000 5.047
IT. ... .ol 31a 60 1.220 6.285.000 5.152
Imrn ... ..o o 61 a 120 810 4.250.000 5.247
IV .o 121 a 180 328 1.696.000 5171
TOTALES ... ... vi ven vu 3.898 20.003.000 5.142

Inicialmente, la matriz de transicién del proceso la obtenemos de
los datos contenidos en el detalle de los flujos habidos en cada Grupo,
los cuales se reflejan en los siguientes estados:

GRUPO I
Saldo ant. ... ... ... (1.500) 7.500.000 Cobros ... ... ... ... (750) 3.713.000
Entr. del T ... ... ... (36) 187.000 Salidas al II ... ... (525)  2.635.000
Altas (ext.) ... ... (1.279)  6.433.000 Saldo final ... ... ... (1.540)  7.772.000
(2.815) 14.120.000 (2.815) 14.120.000
GRUPO 1II
Saldo ant. ... ... ... (1.200) 6.240.000 Cobros ... ... ... ... (576) 2.984.000
Entr. del T ... ... ... (525) 2.635.000 Sal.al I...... .. (36) 187.000
Entr. del IITI ... ... (32) 170.000 Sal. al IIT ... ... ... (444)  2.290.000
Entr. del IV ... ... (32) 41.000 Saldo final ... ... ... (1.220)  6.285.000
Entr. del ext. ... ... (511) 2.660.000
(2.276) 11.746.000 (2.276) 11.746.000
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GRUPO I1I
Saldo ant. ... ... ... (800) 4.240.000 Cobros ... ... ... ... (352) 1.860.000
Entr. del II ... ... (444)  2.290.000 Sal. al II ... ... ... 32) 170.000
Entr. del IV ... ... (16) 82.000 Sal. al IV ... ... ... (288)  1.510.000
Entr. del ext. ... ... (222) 1.178.000 Saldo final ... ... ... (810)  4.250.000
(1.482) 7.790.000 (1.482)  17.790.000

GRUPO 1V
Saldo ant. ... ... ... (320) 1.632.000 Cobros ... ... ... ... (80) 412.000
Entr. del IIT ... ... (288) 1.510.000 Sal. al II ... ... ... (8) 41.000
Sal. al IIT ... ... ... (16) 82.000
Bajas ... ... ooe oo o (176) 911.000
Saldo final ... ... ... (328)  1.696.000
(608)  3.142.000 (608)  3.142.000

" CuabprRoO 3A

Seguidamente presentamos, en el cuadro 3 (a efectos de facilitar la
impresién lo descomponemos en las partes A y B), el resumen de flujos
de los cuatro Grupos, sélo en ntimero de cuentas, consignando en el A
las salidas y en el B las entradas.

RESUMEN GENERAL DE FLUJOS EN NUMERO

DE CUENTAS
SALIDAS

G Invent, Saldos
rupes 3LXIL8 copros AIT ALII ALIIL  ALIV TomaL  (PFOV)

T o 1.500 750 —_ 525 —_ —_ — 1.275 225
II. ... ... ... ... 1200 576 36 —_ 444 —_ —_ 1.056 144
IIT ... ... ... ... 800 352 — 32 —_— 288 — 672 128
IV ... .o 320 80 —_ 8 16 —_ 176 280 40
3.820 1.758 36 565 460 288 176 3.283 537
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CuaDprRO 3B
RESUMEN GENERAL DE FLUJOS EN NUMERO

DE CUENTAS
ENTRADAS
G Saldos : Exist, al
Tupos (del34) pej 1 Del II Del III Del IV ToTAL - Del ext.- 31-1:84
T o o v i o 225 _ 36 —_ —_ 261 1.279 1.540
II. .o s s 144 525 —_ 32 8 709 511 1.220
III . e e e e 128 —_ 444 —_ 16 588 222 810
IV ... 40 — —_ 288 — 328 — 328

537 525° 480 320 24 1.886 2012 3.898

La inclusién de las sALIDAS y sALDOS (provisionales), cuadro 3 A, an-
tes que las ENTRADAS, cuadro 3 B, en contra de la confeccién y presen-
tacién ortodoxa y habitual de un estado de movimiento de existencias
entre dos fechas dadas, ha sido intencionada, y ello con el fin de per-
mitir que se haga evidente el cdlculo de los coeficientes o términos de
la Matriz de Transicién del sistema. Pues bien, todos ellos se obtienen
directamente de los datos contenidos en dicho cuadro 3 B.

En efecto. Para calcular dicha matriz de transicién, que en su for-
ma candénica es, como sabemos,

I|0
P={—1 =
[ R|Q ]
(véase parrafo primero del apartado 3.1), basta dividir los valores de
las distintas columnas de las sALIDAS, para cada fila o Grupo, entre el
valor correspondiente de la existencia. inicial, en este caso la columna
de «Inventario al 31-XII-1983».

Los coeficientes obtenidos significan las probabilidades de transi-
cién ocurridas en cada estado o Grupo ‘después” de un mes. Asi, por

‘ejemplo, las 750/1.500=0,50 indican que la mitad de las cuentas han

sido cobradas; 525/1.500=0,35 (por pase al Grupo IT)que el 35 por 100
de las cuentas iniciales no se han cobrado, perc” har envejecido, y tie-
nen ahora una antigiiedad entre uno y dos meses, y, por tltimo, que el
15 por 100 (225/1.500=0,15) de las cuentas contintian clasificadas en el
Grupo de origen, pues mantienen una antigiiedad inferior a un. mes.
Para recoger esta ultima circunstancia —los valores que permanecen
en cada estado originario después de un paso o periodo (un mes, en
nuestro caso)— es por lo que hemos habilitado la ultima columna del
cuadro 3 A, «sALDOS (provisionales)», es decir, antes de las entradas,
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tanto las procedentes de los ditsintos estados o Grupos como del ex-
terior.

De acuerdo con lo que acabamos de exponer, la matriz de transi-
cién resultante es la siguiente:

CuAaDRO 4
MATRIZ DE TRANSICION
(En funcidén del ntmero de cuentas)

Grupos Cobros Bajas I 1I 111 v
Cobros .. ... ... ... 1 0 0 0 0 0
Bajas ... ... ... ... 0 1 0 0 0 0
Ut 0,50 0 0,15 0,35 0 0
II. ... .ol 0,48 0 0,03 0,12 0,37 0
IIr ... ... ... . 0,44 0 0 - 0,04 0,16 0,36
IV ... o 0,25 0,55 0 0,025 0,05 0,125

Dentro de la matriz particionada precedente, siguiendo la notacién
de la férmula [1] antes citada, identificamos las siguientes matrices:
En el cuadrante superior izquierdo, la matriz identidad I (2x2); en el
superior derecho, la matriz nula 0 (2x4); en el inferior izquierdo, la
matriz R (4X2), y por ultimo, la matriz Q (4x4, de los estados no ab-
sorbentes, con la que seguidamente vamos a operar.

Apenas mencionada en la parte tedrica, la matriz R la utilizaremos
en este apartado para determinar el montante de cobros y bajas que se
producirian durante el préximo ejercicio, en consonancia con las mis-
mas hipétesis asumidas para el célculo de la composicién de la Cartera
un afio mas tarde.

Para determinar el vector de entradas en s1tuac1on de equ1hbr10
hallamos S multiplicando S por Q. El valor que se obtiene para S
es el vector [261, 709, 588, 328] y, por tanto, el vector de entradas que
mantiene el proceso en equilibrio, X, sera igual a S@©—SM, a saber:

S®=[1.500, 1.200, 800, 320] y X,=[1.239, 491, 212, —8] (3)

(3) La aparicién del componente negativo en el cuarto elemento del vector
no ha sido intencionada, pero requiere una explicacién adicional respecto de su
significado y alcance. Corresponde, como sabemos, al Grupo IV, que mide la mo-
rosidad directamente, y el signo menos indica, por tanto, salida en vez de entrada.
Nada impide que operemos con dicho vector, tal cual se obtiene de la diferen-
cia S®—-S®Q. Tedricamente, es lo. correcto. Pero por tratarse de un supuesto
practico preferimos anular el valor de ese cuarto elemento, a fin de que los su-
cesivos vectores de entrada no se vean afectados por el factor g de crec1m1ento
en lo que se refiere a dicho €lemento negativo. -
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Es claro que los valores de este vector mantienen la condicién de
equilibrio del proceso, pues al aplicarlo en la férmula [3] (véase parra-
fo 4.° del apartado 3.1) genera el vector S©, es decir, S®=X,N.

Del vector de equilibrio X, que acabamos de obtener —vector puro
del proceso— vamos a eliminar el cuarto elemento, xs= —8, para adap-
tarnos estrictamente a las hipétesis establecidas: entradas del exterior
(ventas) sélo en los Grupos I, II y 111, debiendo, por tanto, ser cero las
del Grupo IV.

El vector ajustado seria X’,=[1239, 491, 212, 0], per
mente hemos de reajustar también las matrices Q y R del sistema. Vea-
mos estos ajustes:

(]
w
hét

3
p—t
[lead
i)
13
[¢]

1

Como x=S9—-8{, y x; tiene que ser cero, Si¥—S"=0.

Dado que SfV=8;.gu+S{®-qu; si admitimos que todos los valores
de Q, g, salvo la gu, permanecen invariables, el valor de este elemento
i P
que hace cero (anula) x; sera:
Si®—SOgs,
S0

qu=

lo que nos da un valor de 0,10 (32/120). Es decir, el saldo provisional
del Grupo IV, en el cuadro 3 A, deberia ser 32 en vez de 40; por lo que,
manteniendo invariables los Cobros y las salidas a los Grupos II y III,
las Bajas o morosos habrian sido 184 cuentas, en lugar de las 176 ha-
bidas realmente.

De ahi que el valor del elemento r: de la Matriz R pase a ser 0,575
(184/320), frente a los 0,55 que antes tenia.

Tenemos, pues, que:

a) X,=[1239, 491, 212, 0] es el vector de entradas, ajustado, de
equilibrio.

015 035 0 0

, 1003 012 037 0

b) Qo=10" 004 016 036
0 0025 005 010

matriz, ajustada, de los estados no absorbentes, y
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T050 0
_ o048 0
044 0
0,25 0,575}

matriz, ajustada, de la transicién de los estados no absorbentes a los
absorbentes. o o

Comparando los inventarios, en numero de cuentas, al 31-1-1984 y el
inicial al 31-XII-1983 (cuadros 3B y 3 A, respectivamente), deducimos
el incremento neto de la cartera durante el mes de enero, que ha sido
de 78 cuentas en términos absolutos, y de un 2 por 100, aprixamada-
mente, en términos relativos: (78 100)/3.720=2,042 por 100.

Si estimamos que este porcentaje puede representar el incremento
medio acumulativo mensual de la cartera (véase penultimo pérrafo del
apartado 2) durante el resto del ejercicio, de acuerdo con la hipéte-
sis 4.* establecida en el apartado 3.3, el valor de g serfa igual a 1,02.

" Disponemos ya de todos los datos para calcular la composicién de
la cartera al 31-XII-1984, estimando un incremento mensual del 2 por
100 en las entradas (ventas=nuevas cuentas). Es decir, si las entradas
del exterior segiin el vector de equilibrio ajustado, X', eran de 1.239,
491 y 212 cuentas en los Grupos I, II y III, respectivamente, las del
mes de enero serfan: 1.263, 500 y 216, resultados de multlphcar las pri-

| meras por 1,02.

Aphcando la férmula [14], tendriamos:
ZW=11.239, 491, 212, 0]-1,02%. [1 02-I1-Q’'1™

Como la matriz inversa de [1,02 I—Q’], a la que llamamos M,

1,1654 0,4645 0,2045 0,0800
0,0398 1,1547 10,5084 0,1989
0,0024 0,0684 1,2200 0,4774
0,0012 0,0351 0,0801 1,1183

es M=

tenemos, finalmente, que Z'»=[1.894, 1.497, 985, 375], esto es, el mime-
ro de cuentas existentes en 31-XII-1984 en cada uno de los. Grupos I
al TV, establecidos segtin la antigiiedad.

Utilizando el vector puro X,=[1.239, 491, 212, —8], el resultado ha-
tado habria sido idéntico, salvo l6gicamente para el Grupo IV, ajusta-

do: Z'™=[1.894, 1.497, 985, 385].
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Si operamos ahora con los flujos monetarios, en vez de con el nu-
mero de cuentas, en base a los datos que se contienen en los estados
de movimientos de los Grupos I al IV que antes hemos utilizado, obten-
driamos el siguiente resumen, con presentacién semejante a los cua-

dros 3A y 4A:

CuabpRrRO 5A

RESUMEN GENERAL DE FLUJOS
(En miles de pesetas)

Saldos SALIDAS (enero 1934)
Grupos 31-XII- Saldos
1983  Cobros AT ALIL  ALIII  ALIV  Bajas Toma  (Prov)
I 7.500 3713 — 2.635 — — — 6.348 1.152
II 6.240 2.984 187 — 2.290 —_ — 5.461 719
III 4,240 1.860 —_ 170 — 1.510 — 3.540 700
v 1.632 412 — 41 82 — 911 1.446 186
19.612 8.969 187 2.846 2372 1.510 911  16.795 2817

Cuabpro 5B
‘RESUMEN GENERAL DE FLUJOS
(En miles de pesetas)

Grupos Saldos ENTRADAS (enero 1984) ‘ Saldos
(del5A)  pel1  Delll  DelIII  Del IV Tora  Del ext. 311984
I 1.152 — 187 187 6.433 7.772
II 779 2.635 — 170 41 2.846 2.660 6.285
II1 700 2.290 82 2372 1.178 4,250
IV 186 — — 1.510 — 1.510 — 1.696
2817 2,635 2411 1.680 123 6.915 10.271 20.003

Operando de la forma anteriormente expuesta, la matriz de transi-

cién resultante seria:

Cobros Bajas I II III v

Cobros 1 0 0 0 0 0

Bajas 0 1 0 0 0 0

I 3,713/7.500 0 1.152/7.500 2.635/7.500 0 0

LI 298476240 0 0 187/6.240  779/6,240. 2.290/6.240 0
I . 1.860/4240 .. 0 0  170/4.240 700/4.240 1.510/4.240
v 412/1.632 911/1.632 0 ‘ 41/1.632 82/1.632 186/1.632
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Los valores de Ry Q, con cuatro decimales, serian:

04951 0O 0,1536 03513 © 0

R= 0,4782 0 0= 0,0300 0,1248 0,3670 O
0,4387 © : 0 0,0401 0,1651 10,3651
0,2525 0,5582 ' 0 0,0251 0,0502 0,1140

El vector de entradas que mantiene la situacién de equilibrio, en
pesetas, vendria dado como anteriormente por X,=S®—-8©.Q, y sien-
do S®=[7.500.000, 6.240.000, 4.240.000, 1.632.000], el vector «puro» de
equilibrio seria X,=[6.160.800, 2.615.111, 1.167.970, —63.912].

Si hacemos x;=0, reajustariamos los valores de gu y 74 en la matriz
de transicién, conforme hicimos al operar con ntmero de cuentas, y
obtenemos: ¢’'=0,074838 (que hace cero a xs) y r'=0,597362; quedando,
pues, las matrices Q' y R’ con todos sus valores iguales a Q y R, salvo
los dos términos citados.

Aplicando éstos a la 6rmula [14], obtenemos:

ZW=X'-q"*'x[q-1-Q']™"
y sustituyendo valores

Z»=[6.160.800, 2.615.511, 1.167.970, 0]x1,028%
x[1,02 I—-Q'1!

Si llamamos M a la matriz inversa de [1,02-1—Q’], cuyo valor es:

1,1705 0,4708 0,2067 0,0779
0,0402 1,1611 10,5097 0,1920
0,0024 0,0688 1,2264 04621
0,0012 0,0345 0,0787 1,0877

M=

tenemos, finalmente, que Z/»=[9.468.118, 7.784.576, 5.224.828, 1.968.641],
es decir, el volumen de saldos vivos de la cartera al 31-XII-1984, en cada
uno de los Grupos I al IV.

Utilizando el vector ‘puro’ X,, asi como la matriz original Q, el valor
seria Z»=[9.468.019, 7.784.131, 5.223.922, 1.961.879], donde, obviamen-
te, sélo existe diferencia sensible en el Grupo IV, cuyo coeficiente pri-
mitivo (g de la matriz Q) fue reajustado.

" A continuacién presentamos la composicién de la cartera al 31-XII-
1984, obtenida conforme a las hipétesis y restricciones formuladas, con-
juntando los valores hallados en nuimero de cuentas y en pesetas:
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. Cuapro 6
SALDOS AL 31- XII-1984
SALDOS S ;
. Antigiiedad almo medio
G : - _
rupos (dias) o d?‘éggftgs Importe (pesetas) -~ del Grupo
I - 0a 30 1.894 9.468.118 5.000
II 31a 60 1.497 7.784.576 5.200
IIT 61 a 120 985 5.224.828 5.304
v 121 a 180 375 1.968.641 5.250
TOTALES ... ... ... ... ... 4751 24.446.163 5.145

El cuadro precedente ha recogido los resultados obtenidos al apli-
car a la férmula [14] los valores ajustados, tanto del vector de equili-
brio como de la matriz Q.

En comparacién con los datos del cuadro 1, al 31-XI1-1983, podemos
observar cémo permanecen sin variacién los saldos medios de los Gru-
pos I y II; el del Grupo III, ligeramente superior; y con apreciable in-
cremento en el Grupo IV: 5250 pesetas frente a 5.100 pesetas.

Operando con los vectores ‘puros’ de equilibrio y, por tanto, con
las matrices Q originales, los valores de los saldos medios de cada Gru-
po, asi como del total, se mantienen constantes, salvando las diferen-
cias de las operaciones intermedias por redondeo en los calculos.

Podemos, pues, en la practica operar directamente con el ‘vector
puro’ de equilibrio y con las matrices R y Q generadas por el proceso
observado, es’ decir, tal cual se deducen de la matriz particionada de
transicién, sin que ello afecte a la validez de los resultados finales.

Estos ultimos si se ven afectados, en cambio, en lo que se refiere a
la determinacién de la previsién de Cobros'y Bajas (dudosos) durante
el ejercicio de 1984, tema del que para completar y concluir este supues-

.to préctico, pasamos a ocuparnos a continuacién.

Para un periodo cualquiera, los Cobros y Bajas vienen dados en fun-
cién de los saldos finales del periodo precedente y de los valores de la

~matriz R de los dos estados absorbentes que tiene el proceso, a saber:
. Bstado 0, Cobros, y Estado 5, Bajas o créditos dudosos.

Asi, pues; el producto Si-1R nos daré el valor de los cobros y bajas
habidos en periodo k.

En un proceso estacionario, o con més precisién, en 51tuac16n de
equ111br10 permanente —caso teorlco—, como S es constante, al cabo
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bajas serfa: T=12-Si-R.Siends S in veétor fila de orden 1x4 y R una
matric 4Xx2, el producto resultante, T, es un vector fila 1X2.

En nuestro ejemplo, los cobros y ba]as del mes de enero de 1984,
utilizando la matriz R sin reajustar, expresados en pesetas, serian:

0,4951 0

04782 0 | _
7,=[7500.000, 6.240.000, 4240000, 16320001 | “2c2 =

0,2525 0,5582

=[8.969.386, 910.982]

correspondiendo a
| 0,50 0
T,=[1.500, 1.200, 800, 320] x | %48 8 —[1758, 176]
0 .

55

0,44
0,25

cuentas cobradas y dadas de baJa respectlvamente

.

El producto de los vectores T .y TS por d'd'ée, nos darfa el montante
de los cobros-y de las:bajas durante el afio; en el supuesto de equilibrio

En el supuesto contemplado en este trabaJo los Valores de Sk son
variables al final de cada penodo pues vienen afectados por el incre-
mento del vector de entradas, a partir del equilibrio inicial, en progre-
sién geométrica de razén g, como hemos visto, lo que no nos permite
aplicar la férmula precedente.

Para su aplicacién al proceso de variacién de la cartera que comen-
tamos, al que responde la repetida férmula [14], cuya composicién al
31-X11-1984 acabamos de obtener, hemos deducido la férmula que a con-
“tihuacién tonsignamos, ¥ qiie nos - permite estimar con umna aproxima-
cién suficiente los cobros y bajas que se producirdn durante todo el
afio 1984: _ ' .
T'=S'XR | o [16]

donde

12

=X _lel-Q1 [
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§'=Z28n y T'=~3I2Tn

en los que los segundos miembros de estas dos wiltimas expresiones re-
presentan los valores exactos del problema.

El vector S’ de la [17] representa, pues, las sumas acumuladas, apro-
ximadas, de los saldos finales de los doce tiltimos meses (se incluyen
los saldos iniciales de diciembre de 1983 y, por tanto, se excluyen los
de diciembre de 1984, ya que estos tltimos no juegan a efectos de co-
bros y bajas en 1984) para cada uno de los Grupos I al IV establecidos.

De acuerdo con los valores exactos obtenidos mediante un progra-
ma de ordenador, los resultados de la férmula [17] son ligeramente in-
feriores a aquéllos, y para varios muestreos el error ha sido siempre
inferior al 1 por 100. Ello la hace utilizable con suficientes garantias
de fiabilidad para su aplicacién al problema planteado.

En nuestro ejemplo, la suma de saldos acumulados seria:

a) Operando con el vector ‘puro’:

§’=[6.160.800, 2.615.511, 1.167.870, —63.912]%1,02X

1,028-1 i
X-mx [gI-Q]'=

=[100.127.528, 82.319.845, 55.244.757, 20.747.542] (A1)

siendo los valores exactos: 100.174.601, 82.470.393, 55.469.632 y 20.934.880
pesetas, respectivamente, calculados con ordenador.

b) Operando con el vector de equilibrio ajustado y con Q”:
S’1=[100.128.577, 82.324.552, 55.254.335, 20.81.9.048] (A2)
y sus valores exactos: 100.174.639, 82.471.855, 55.472.925 y 20.988.175
pesetas.
Por ultimo, los cobros y bajas que se producirian en 1984 seran:
a) Operando sobre Al:

T’=8"XR. Y sustituyendo valores, en miles de pesetas enteras, T'=
=[49.573439.365+24.236+5.239), 11.581] (A3), con el detalle de cobros
por Grupos, o bien, T'=[118.413, 11.581], que nos darian los totales de
cobros y bajas del afio.

b) Operando sobre A2, los valores de T”, expresados también en mi-
les de pesetas enteras, serian:
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: =[(49.596+39.438 +24.336+5.300), 12:538] (A4), o bi‘en‘,' “totalizan-
do los cobros de los cuatro Grupos, T'=[118.670, 12.538] -- -
Para terminar, vamos a comparar los cobros y bajas segtin (A3)
"y (A4) con el sumatorio de las entradas mensuales, esto es, las ventas
anuales previstas.
Siendo el vector de entradas de equilibrio ajustado Xo, y XoXq las
entradas o ventas del mes de enero, el vector de ventas anuales vendria
dado por :

g1
Vi=XoXgX 7—1 [18]

Sustituyendo valores y expresado en miles de pesetas enteras,, el
vector de ventas de 1984 serfa:

V,=[84.282, 35.781, 15.978, 0], correspondiendo a los Grupos I, II
y III, respectivamente, y un total de 136.041.000 pesetas en niimeros
redondos.

Como antes dec1amos, los valores de (A3) y (A4) pueden compararse
con los de V; para extraer los ratzos correspondlentes de Cobros/Ventas
por Grupos.

" Asimismo, las Bajas o fallidos del afio [11.581 OOO pesetas segun (A3)
6 12.538.000 pesetas segtin (A4)] pueden compararse con las ventas to-
tales de 136.041.000 pesetas, o con el total acumulado de los saldos
morosos —Grupo IV— [cuarto elemento de dichos vectores (A3) o (A4)],
segtn los ratios de gestién que se deseen.

5. CONCLUSIONES

Como puede deducirse de la lectura de los apartados precedentes,
el presente trabajo ha girado alrededor de un punto central de partida:
la clasificacién de la cartera de clientes atendiendo a un criterio de an-
tigiiedad de los saldos vivos en el origen y su agrupacién sistematica
con miras a una proyeccién futura, susceptible de tratamiento mate-

" matico. ’

Desde aquella base y con esa perspectiva, se ha profundizado en el
estudio y analisis de la teoria que soporta el modelo que se ha disefia-
do, para adecuarlo al maximo a los supuestos dables en la vida real,
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- Bngste-intento ‘de "aproximar.a la realidad’los srhateriales”o instru-
mentos técnicos ‘disponiblés, es decir, la teoria matematica afih al tema
(en nuestro’ caso las cadeénas de Markov absorbentes), hemos concen-
trado nuestros esfuerzos en hallar las posibles- alternativas o variantes
que podrian introducirse en el modelo original.

"Para ello hemos analizado cuidadosamente el significado y compor-
tamiento del vector de equilibrio, los modos de obtencién y la medi-
cién de sus efectos al actuar sobre las matrices del sistema. Desde el
punto de vista tedrico, creemos constituyen un ensaye y representan
un intento de aportar nuevas ideas o siigerencias a conceptos de caric-
ter matemético bastante especializado, y por ello, con frecuencia no
muy familiares a nosotros, los profesionales de la Contabilidad y de la
Economia. a : :

Una de dichas variantes, pensamos, la constituye el supuesto des-

- arrollado teéricamente en el apartado 3.°, segin el cual.la composicién
p g p

de Ia cartera de clientes no se encuentra en situacién de equilibrio per-
manente, por lo que es preciso formular una 6 varias 111pote51s acerca
de su comportamiento futuro. .

En las férmulas deducidas sélo.se contempla el supuesto de un cre-
cimiento constante y regular —progresién geométrica—, pero nada im-
pide. adaptar -dichas -férmulas-a un-caso mds genérico.. Es -decir, es
perfectamente correcto. desde el punto de vista matematico que el cre-
cimiento anual sea negativo, en cuyo caso la razén ¢ sera menor que

|\la unidad. O bien que a lo. largo de un afio la cartera de clientes sea

cuantitativamente igual (o aproximadamente igual) en nimero de cuen-
tas y en importe, pero la estructura de su composicién sea notablemen-
te diferente como consecuencia de haberse producido desplazamiento
de las masas internas entre los grupos clasificatorios de cuentas y sal-
dos segun la antigiiedad. Esto wultimo revelaria  que la gestién de los
Departamentos de Ventas y/o Cobros ha variado con respecto al pasa-
do o qué causas exdgenas han influido en dichos camb1os _

"'En’ todo caso, un porcenta]e anual de var1a01on, stlmado o real,
pos1t1vo o negatlvo incluso de pequefia dimensién, en el volumen de la

| cartera presente puede ser tratado con las formulas que hemos obte-

nido, bastando con, hallar el valor de ¢ mensual que genera. aquel Y de-
cimos mensual porque, con “independencia de la amphtud temporal
que asignemos a los Grupos de antigiie edad y al ntimero de ellos, con-

"sideramos al mes como parametro ideal para tratar las Cadenas de

Markov en su aplicacién al tema de las cuentas a cobrar g
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5w "Con las reServas Haturales al empleo-de todo modelo, pensamios pue-

de ser atil como procedlmlento para estlmar no $élo cuanutatlvamente

- los saldos fufuros. —a medio pla7o— de los clientes, sino que, ademéas

de proporcionarnos informacién cualitativa o estructural sobre la car-
tera, puede permitirnos controlar de forma més directa y sistemética
que como es habitual la morosidad de la cartera. Asi, al menos, lo he-
mos intentado al incluir tanto en el desarrollo tedrico como en el caso
practico el Grupo IV de antigiiedad.

Dentro de la teoria general de sistemas, el modelo puede conside-
rarse probabilistico si prescindimos del posible componente ciclico del
proceso que incide sobre la composicién de una cartera de clientes. De
tipo probabilista, pues, en tanto que sus valores vienen dados funda-
mentalmente por las probabilidades de transicién o probabilidades con-
dicionales del paso o cambio de un estado a otro del proceso. En mayor
medida adn, cuando por medio de la hipétesis de crecimiento estable-
cida dejamos a un lado el criterio del equilibrio estable, al cual tiende
en el limite, en general, un proceso markoviano.
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