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CAPITULOI

Fisica, magnitudesfisicasy mediciones

Concepto de Fisicay sus dominios de aplicacion

La Fisica es una ciencia empirica. Todo lo que sabemos del mundo fisico y de los principios que rigen su
comportamiento se ha obtenido a partir de la observacion delos fendmenos de la naturaleza

La fisicaesla ciencia natural que se ocupa de la materiay la energiay sus posibles interacciones

Trata de la composicion, estructura, forma, creacién, aniquilacion, interaccidn, movimiento, tiempo y luz, sonido
y aomos, tornillos, palancas y escalas, reactores, estruendosos cohetes, estrellas lgjanas débiles; se ocupa de la
unién y la separacién, de la totalidad de las cosas fisicas. Ya no puede seguir estrictamente limitada a lo
inanimado. Con cada inspiracion se absorben més de 1000 trillones de domos «sin vida», de cuyo
comportamiento se ocupa la fisica. La variedad de disciplinas activas en las que esta implicada la fisica (por
gemplo, biofisica, geofisica, fisicoquimica, astrofisica) revela esta gran diversidad, también nosotros somos
materiay energia.

La Fisica, seguramente la ciencia mas completa, es una aventura creativa, poderosa, pero a mismo tiempo
elegantey sutil.

A continuacién seindica en palabras de Alberto Einstein cual es el objetivo de laciencia

Las ciencias naturales, a diferencia de las ciencias sociales, tienen como objetivo la naturaleza, es decir, las
propiedades fisicas del universo material, revelado, directa o indirectamente, através de la experiencia humana.

“El objetivo de la ciencia es, por una parte, una comprension, lo més completa posible, de la conexién entre las
experiencias de los sentidos en su totalidad y por otra, la obtencion de dicho objetivo usando un nimero minimo
de conceptos y relaciones primarios.”

La ciencia se fundamenta en lareproducibilidad de los resultados experimentales, esto es “sistemas idénticos
“ afectados por las mismas condiciones probablemente se comportaran de manera idéntica.

La experimentacion consiste entonces en la reproduccién en laboratorio del fendmeno en condiciones
controladas. Los resultados de la observacion dan como resultado los “ datos’, los que posteriormente son
analizados para obtener sus “leyes empiricas’ y expresarlas de manera “anditica’. El conjunto de leyes
obtenidas dara origen a las “teorias’. La teoria es la justificacién racional de la ley, y la explicacién de los
fenébmenos.

En € siglo XVI, Tycho Brahe recogi6, con increible precision, los datos de las drbitas planetarias. Esto es,
exactamente donde estaban los planetas en €l cielo ayer y anteayer y con anterioridad. Pero no vio el orden
oculto.

Kepler tomé los datos de Tycho y a partir de los mismos cred sus tres leyes sobre el movimiento planetario que
revelaban |os patrones de recurrencia. Esto es la forma en que se mueven los planetas —en 6rbitas elipticas—,
etc. Sin embargo, no desarroll6 e concepto central que liga las leyes entre si, esto es la llamada ley de
gravitacion universal.

Newton tomo la nocién de una fuerza de gravedad como una idea clave del movimiento planetario y con ella
cred unateoria que nos permitié entender. larazén de que los planetas sigan las leyes de Kepler.
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Esta es la secuencia basica: datos, ley, teoria. Pero la cosa no acaba ahi; una vez que estamos moderadamente
satisfechos, la ciencia no cierra sus 0jos a la naturaleza tentativa de su formalismo. La ciencia ho es estética,
puesto que sus resultados se encuentran en continuo cambio, modificandose y adaptéandose a las nuevas leyes,
discrepancias, refinamientos, comprobaciones, predicciones, nuevas teorias, nuevos entendimientos.

Siglos después, cuando observaciones; més refinadas revelaron pequefias inconsistencias en la teoria de la
gravedad de Newton, Einstein nostrajo un «entendimiento» aln més refinado, con su teoriade la de gravitacion

La verdad cientifica, aunque no es incontrovertible, proporciona, sin embargo, una base razonablemente fiable
paralaaccién humana, y esto también es un propdsito valido.

Unidades fundamentales de medicion.

La descripcién de un fendmeno fisico requiere del establecimiento de cantidades fisicas, mediante las cuaes de
puedan expresar las leyes fisicas. Entre estas cantidades se encuentra por gjemplo. la longitud, masa, tiempo
velocidad, aceleracion fuerza, carga eléctrica, corriente eléctrica, volumen, campo eléctrico, campo magnético,
temperatura, presién y muchas més. Para indicar una cantidad fisica se debe de establecer su proceso de
medicion, tal y comoloindicd acertadamente Lord Kelvin (William Thomson) en las siguientes palabras:

“Con frecuencia afirmo que cuando usted puede medir aquello de lo que habla, y lo expresa en nimeros, debe
conocer algo acerca de €llo: pero cuando usted no puede expresarlo en nlmeros, su conocimiento es pobre e
insatisfactorio. Tal vez sea el principio del conocimiento, pero usted lo tiene poco avanzado en sus pensamientos
respecto del estado de laciencia’.

El medir es una actividad mas elaborada de |o que originamente se piensa, puesto que no consiste solamente en
la comparacion de la cantidad a medir con un patrén establecido, puesto que la aplicacién del patrén escogido
no garantiza obtener el “valor verdadero” de la cantidad a medir, alo que se puede aspirar es tener un “valor
promedio” y un vaor de “ incertidumbre o error”, o sea medir nunca puede hacerse de forma exacta. Por
gemplo no podemos medir el espesor de esta pagina con precision definitiva ni la masa de este libro o el tiempo
gue se tarda en leer una linea, (suponiendo que cada una de estas magnitudes sea constante, que no lo son).
Siempre hay inexactitudes inevitables. Para fines de calculo en la solucion de problemas solo se considera los
valores promedios indicados de las medidas.

Sistemas de unidades.

Unidadesbasicas y Unidades derivadas

El patrén a utilizar debe ser reproducible, de facil aplicacion y aceptado por todos, afortunadamente algunas
cantidades fisicas pueden considerarse como BASICAS, (longitud masa y tiempo), y a partir de €ellas obtener
otras llamadas DERIVADAS (densidad, velocidad, aceleracion, fuerza, trabajoy energia)

Sistema inter nacional de unidades

En reuniones del comité internacional se establecié un conjunto de patrones para estas cantidades fundamentales
0 bésicas. El sistema que se integré es una adaptacion del sistema meétrico, y recibe e nombre de Sistema
Internacional (SI) de unidades. La abreviatura Sl proviene del nombre en francés “Systeme International
dUnités’, latabla 1.1 indica las siete cantidades béasicas su nombre y simbolo, para el caso de la Mecanica solo
son consideradas las unidades de tiempo, longitudy masa
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Tablal.l
UNIDADESBASICASDEL Sl

cantidad Nombre Simbolo
Tiempo segundo S
Longitud metro m
Masa kilogramo kg
Cantidad de sustancia mol mol
Temperaturatermodindmica  Kelvin K
Corriente eléctrica ampere A
Intensidad luminica candela cd

A latablaanterior hay que agregar las unidades adimensional es suplementarias

UNIDADES SUPLEMENTARIAS

cantidad Nombre Simbolo
Angulo plano radian rad
Angulo solido sterradian s

La definicién de los patrones han sufrido cambios con €l paso del tiempo, esto con € fin de obtener patrones
mejor reproducibles y més estables a condiciones externas como el medio ambiente, a continuacion seindican las
definiciones de | os patrones de tiempo, longitud y masa

TIEMPO.- El segundo antes de 1960 se habia definido en 1/(86400) del dia solar medio, pero actualmente se
sabe que la rotacion de la tierra no es constante por lo que usando las frecuencias asociadas con ciertas
transiciones atdbmicas de ciertos &omos, en 1967, se redefini6 € segundo usando la frecuencia caracteristica de
un tipo particular de &omo de cesio como € “reloj de referencia’, esto es el segundo es 9 192631770 periodos de
laradiacion de &omos de cesio 133.

LONGITUD.- El primer patrén internacional de longitud (metro patrén), fue una barra de una aleacion de
platino e iridio, conservado en la Oficina Internacional de Pesas y Medidas, copias del metro patrén han sido
enviadas a diferentes laboratorios de paises adscritos a Sl, para la calibracion de instrumentos. En 1960 se
adopté como 1 650 763.73 longitudes de onda anaranjada del isdtopo de cripton (°Kr), debido a que la precision
requerida ya no era satisfecha con €l patrén anterior en 1983 se adopté como metro la distancia recorrida por la
luz en el vacio durante un interval o de tiempo de 1/299 792 458 de segundo. Lo cual es equivalente a decir que la
velocidad delaluz es 299 792 458 metros/segundos exactamente.

MASA - En € caso el patron es un cilindro de platino e iridio que se encuentra en la Oficina Internacional de
Pesasy Medidas, a cua sele haasignado lamasade 1 kilogramo.

Notacion cientifica.
Prefijos para las unidades
Debido a que hay cantidades fisicas mucho mayores o menores a las unidades basicas, €l sistema métrico

establece multiplos de 10 6 1/10, por g.emplo 1 gramo esigua a 1/1000 kilogramo, la notacion mas conveniente
para estos multiplos es la notacién cientifica asf, 1/1000 = 10° posible asignar unidades menoresy mayores alas
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unidades derivadas, |os nombres de dichas unidades mdiltiplos de las bésicas se obtienen afiadiendo €l prefijo a
nombre de la unidad fundamental. La tabla 1.2 indica los nombres, prefijos de los multiplos de las unidades
basicas

TABLA 1.2

Algunos prefijos paralas unidades del Sl

Potencia Prefijo abreviatura
10 yocto y
10'?2 zepto z
10 ato a
10" femto f
102 pico p
10° nano n
10° micro m
103 mili m
1072 centi cm
10* deci d
10" deca D
107 hecto H
10° kilo k
10° mega M
10° giga G
10* tera T
101: peta P
10 exa E
10%* zeta Z
10 yota Y

Operaciones con notacién cientifica
Cifras significativas

El nimero de cifras diferentes de cero a la derecha que se utilizan pararepresentar una medida, se llaman cifras
significativas, por gemplo si se tiene una placa rectangular cuyo ancho 10.4 cmy largo 16.3 cm ambas medidas
cuentan con 3 cifras significativas, la Ultima cifra indica aproximadamente el tipo de instrumento utilizado para
medir, en este caso se deduce que para realizar las medidas se utilizd una regla con escala minima de mm, si en
cambio las medidas anteriores se hubieran expresado como ancho 10.45 cm y largo 16.34, las cifras
significativas serian 4 y € instrumento utilizado parala medicién podria ser un vernier con escala minimade 0.1
mm.

El nimero de cifras significativas no aumenta o disminuye si la medida es expresada en la notacion cientifica en
otro tipo de unidades, utilizando el ejemplo anterior,10.4 cm =104 mm =10.4 x 10% m, en todos | os casos se tiene
tres cifras significativas.

Cuando se utilizan las medidas o datos proporcionados en |os problemas para hacer operaciones como son sumar,
multiplicar, dividir, extraer raiz, etc., sea con calculadora 6 a mano, surge la pregunta ¢con cuantas cifras debe
ser expresado el resultado de la operaciéon?, Una respuesta adecuada a esta interrogante, es utilizar como nimero
méximo de cifras significativas, al nimero de cifras significativas de la medida con menor nimero de cifras
significativas que se utilizaen la operacion.
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Por gemplo s se desea calcular el &rea de la placarectangular, utilizando los datos ancho 10.4 cmy largo 16.3 se
tendra &rea=(10.4 cm)(16.3cm) =169.52 cm?® resultado que contiene cinco cifras significativas, siendo que las
medidas solo poseen tres por |o tanto aplicando redondeo el resultado se expresa como &rea =170 cm?. En el caso
de las medidas ancho 10.45 cm y largo 16.34 cm, con cuatro cifras decimales, se procede como seindica.  area
=(10.45 cm) (16.34 cm) = 170.753 cm? =170.8 cm.

Conversion de unidades fisicas

A pesar de laexistenciadel sistemainternacional de unidades existen todavia otros sistemas de uso en la
literatura técnica. El sistema cgs se empled en Europa antes del Sl, y el sistema de ingenieria britanico se emplea
en Estados Unidos a pesar de la aceptacion del Sl por €l resto del mundo. En el sistema cgs las unidades de
longitud, masay tiempo son el centimetro (cm), €l gramo (g) y & segundo (s), respectivamente; en el sistema de
ingenieria britanico, las unidades de longitud, masa y tiempo son e pie (ft), € slug y & segundo,
respectivamente. Ademas existen cantidades que son expresadas por muy diversas unidades como la energia que
se puede expresar en joules, ergios, calorias, kilowatt-hora, electron volts, etc.; la presién en pascales,
atmésferas, dina/cm?, Ib/in?, mm de Hg, etc. Los factores de conversion de unidades se encuentran en tablas, por
gemplo

1ft =30.48cm =0.3048m=12in
lin =254 cm =0.0254 m= 0.08333 ft

Una descripcién detallada de las tablas se encuentraen los libros indicados en la bibliografia

Para redlizar 1os cambios de unidades se utiliza €l hecho de que cualquier cantidad se puede multiplicar por la
unidad sin alterar su valor, tal como muestran |os siguientes gy emplos:

[) Transforme 120.0 cm a pulgadas

SOLUCION
. lin ) o _ L
Puesto que 1in = 2.54 cm entonces 1= SEdan’ asi pues, cambiar unidades requiere de multiplicar por 1
04 C

120.0cm=120.0cm| M| 21200, 47 24in
254cm| 254

[1) Encuentre el valor de lavelocidad en m/s de un auto que se mueve a unavelocidad de 80.4 km/hr

SOLUCION
hr 1km ) 3600s) 36 S S

[11) Obtenga el valor de lagravedad en e sistemaingles considerando el valor de g =9.81 m/s?

SOLUCION
081M_ggm|_ 1M | 555 ft
52 s2(0.3048m s2
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V) La constante universal de los gases se expresa en el S| como 8.31 Jmol K, determinar su valor en las
unidades atmosferas litro/mol K

SOLUCION
N 3
2 3
8319 -831 Y }n _g3am
mol K mol K mol K
-6
_g31 Pa (9.869x10°atm | 1000l 0082 atml
mol K 1Pa im? mol K



FISICA DEL MOVIMIENTO APLICADA ENERO 2008 Gonzalo Gélvez Coyt

CAPITULO 2

M agnitudes escalaresy vectoriales

Definicion de escalaresy vectores

Las cantidades fisicas que son objeto de estudio tienen propiedades, que es conveniente representar de alguna
manera con €l fin de poder operarlasy establecer relaciones entre ellas, por tal motivo se han creado “entes
matemdticos’, que en lamedida de posible incluyen una descripcién de las propiedades de estudio

Una cantidad fisica que solo posee MAGNITUD y que es descrita por un escalar (nimero) y sus respectivas
unidades se conoce con CANTIDAD ESCALAR, eemplos de este tipo de cantidades son : tiempo, longitud,
area, volumen, masa, densidad, energia, potencia, presion, temperatura, carga eléctrica, corriente eléctrica,
potencial eléctrico, etc. Las operaciones de cantidades escalares como suma, resta, multiplicacién, division,
sacar raiz y demas, se realizan aplicando las conocidas propiedades de los nimeros reales.

Hay cantidades fisicas que ademés de poseer MAGNITUD y unidades, es necesario indicar la forma en que
actlian sobre 10s cuerpos, esto se especifica mediante la DIRECCION Y SENTIDO, estas son conocidas como
CANTIDADES VECTORIALES, gemplos de vectores son: desplazamiento, velocidad, aceleracion, fuerza,

torca, momento lineal, impulso, campo eléctrico, campo magnético, etc., debido a su importancia fundamental
de los vectores a continuacion se hard un descripcion de la forma en que se efectiian operaciones con los vectores

Representacion geométrica de un vector y analitica de un vector.

Notacion de un vector

L as cantidades vectoriales o simplemente vectores para distinguirse de las cantidades escalares son representadas
mediante cual quiera de |as notaciones siguientes:

A (letrabold o negrita) 6 A ,
Geométricamente se representan por medio de un segmento de recta dirigido (flecha) como indicalafigura1.1.
El vector como se observatiene un punto inicial O y un punto final P, en el punto final se dibuja la puntadela

flecha, un vector indicado como en lafigura 2.1 se le denominavector libre. La magnitud del vector seasocia
alongitud del segmento y se representa por:

magnitud de A =A = W

Por definicion, lamagnitud de una cantidad vectorial es un escalar (un solo nimero), y siempre es positiva.

Ladireccion y sentido se establece mediante los angulos que forman el vector con los gjes positivos del sistema
coordenados, siempre y cuando el vector se encuentre localizado.

En el caso de vectores en el plano solo se necesita un angulo director, denotado en general por 6, referido a ge
X positivo, puesto que el otro angulo ¢, referido a ejey positivo, es un dngulo complementario, o sea ¢ = 7/2 -
6, (figura2.2)

En dos dimensiones el vector A queda totalmente especificado si se conoce Ay 6
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Para vectores en tres dimensiones la costumbre es indicar los &ngulos directores mediante las letras o, B y y,ta
como seve en lafigura 2.3, ental caso € vector A queda totalmente conocido sabiendo losvaloresde A, o, By

Y

>

>

® _ '

Figura 2.1 vector libre Figura 2.2 vector localizado

Definicion: Un vector cuya magnitud seala unidad se llama vector unitario

Cuando un vector libre, es trasladado paralelamente (sin girar) y colocado su punto inicial coincidiendo con €
origen del sistema coordenado elegido se dice ahora que el vector es un vector localizado, en este caso el punto
final del vector localizado coincide con un Unico punto del sistema coordenado tal como muestralafigura 2.2

A /
P / R
y A
A. v
B -
2 y / A
£
A
X
Figura 2.3 vector en tres dimensiones Figura 2.4 vector equivalente

Decimos que dos vectores son iguales s es posible trasladarlos paralelamente haciendo que coincidan
exactamente sus puntos iniciales y finales, en otras palabras poseen la misma magnitud, direccion y sentido, la
figura 2.4 muestravectores iguales o equivalentes.

Representacion analitica de un vector

Unaforma de describir perfectamente un vector tal como se mencioné en la seccion precedente, es conociendo su
magnitud y angulos directores, pero esta representacion aunque correcta, no es practica para la realizacion
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algunas de las operaciones de vectores, por 10 que se hace necesario crear una representacion més conveniente
para tal fin. Tomando en cuenta que el punto final de un vector localizado cae en un Unico punto del sistema
coordenado, se puede asociar a cada vector localizado un punto y a cada punto un vector. Las coordenadas del
punto sirven como la nueva representacion del vector y se forman con las componentes de vector que resultan
ser la proyecciones del vector sobre cada uno de los ges coordenados y resultan ser cantidades escalares que
pueden ser positivas 0 negativas como se muestra en lafigura 2.5 (@) y 2.5 (b). en el caso de dos dimensiones

A:(Aﬂ Ay) y entres Az(AK, A, AZ)

0 A
@ (b)

Figura2.5(a) . Vector en dos dimensiones, primer cuadrante (b).Vector en dos dimensiones tercer cuadrante.

Relacién entre representaciones de un vector en dos dimensiones

Considerando conocida la magnitud A y el angulo 6, como muestra lafigura 2.5 (8), las componentes A, y A,
se pueden obtener aplicando las relaciones trigonomeétricas

Cosezi, senezi,
A A
de donde
A = Acosf, A =Asend 21

En el caso contrario s €l vector esta representado por sus componentes A,y Ay, La magnitud del vector se
obtiene mediante el teorema de Pitédgoras

A=A +A’ 22a

y el angulo 6 mediante la funcion arco tangente

Ay 22 b

6 = arctan—-

Puede existir una ligera complicacién a aplicar larelacion anterior, puesto que si consideramos €l caso A=(-1,
-1), entonces 6 = arctan (-1/-1)= arctan(1) = 45 °, pero como muestra |a figura 2.6(a), el vector se localiza en el
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tercer cuadrante y por lo tanto al resultado obtenido hay que agregarle 180 °, esto es 6 = 45°+ 180°= 225°.. En el
caso indicado en la figura 1.6 (b) € vector A=(1, -1) se localiza en € cuarto cuadrante y la aplicacién de la
formulaconduce a 6 = arctan(-1/1)= arctan(-1) = -45, para obtener el resultado adecuado a 360° se le resta 45°, 0
sea 0 = 360°- 45°= 315°

f>°° <
o

>

@ (b)

Figura 2.6 (a) vector en el tercer cuadrante, (b) vector en el cuarto cuadrante.

El proceso anterior es conocido regularmente como “cambio de coordenadas’, la primera parte de polares a
rectangulares y la segunda parte de rectangulares a polares y agunas calculadoras cientificas estan
programadas pararealizar estas operaciones de manera directa.

Relacion entre representaciones de un vector en tres dimensiones

De manera andloga a dos dimensiones si es dada la magnitud Ay los angulos a, B vy vy, como muestra la
figura 2.7 las componentes A, , A, A, seobtienen ahoraapartir delas relaciones trigonométricas

Ax
CcoOSa =—=, Cosf=
A
de donde

Ay = Acosa, Ay = Acosf, A,cosy

, COSy =

Ay A
A A

Ahora si sus componentes del vector A,, A,y A, son conocidas, la magnitud se obtiene generalizando , €l
teorema de Pitagoras

A= /A)<2+Ay2+A22 2.3

ylosangulos «, By y despegjando de las relaciones anteriores

AX Ay AZ 2.4
o = arCCos——, ﬂ =arccos——, y = arccos——
A A A

10
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en caso de tres dimensiones la funcidn arco coseno da correctamente el valor del &ngulo para cualquier caso.

N P
Z N
A
Y
o B Ay
%
)N A :

Figura 2.7 Representacion de un vector y sus componentes en tres dimensiones.

Algebra de vectores

EL agebra de vectores consiste en definir un conjunto de operaciones elementales entre ellos como la
multiplicacién por un escalar, suma, resta, producto punto y producto cruz. Estas operaciones son la base para
manejar |as propiedades de las cantidades vectoriaes.

Multiplicacion de un vector por un escalar

Las operaciones vectoriales que se definen a continuacion se realizan para vectores en tres dimensiones, s se
requiere utilizarlas para vectores en dos dimensiones basta cancelar 1a componente A, en ladefinicién.

Consideremos un vector A =(A,, Ay, A;) y t un escalar (nimero real) entonces se define € producto por
escalar como

tA =t(Ay, Ay , Ay) = (1A A, tA,) 25

Laaccion quetiene laoperacion anterior sobre el vector A se puede resumir como sigue:
a) Lamagnitud detA es ltal=[t] |A].

b) Sit>0y A =0 entoncesladirecciondetA esladeA.

c) Sit<0yA =0 entoncesladireccion detA eslaopuesta delaA.

d) Sit=006 A=0 entonces 0A=t0=0.

Lafigura2.8 muestragréaficamente lamultiplicacion tA por algunos valores det..

Definicion: Se dice que dos vectores A y B son paralelos si existe un escalar t tal que B =t A, lafigure 2.9
muestra el dos vectores paralelos.

11
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Figura 1.8. Efecto de multiplicar un vector A por escalarest=2, t=1/2 y t=-1

/]

0

Figural1.9. Ejemplo gréfico de dos vectores paralelos

SiA¢0yt:]J|A|entonces el vector

é{iii}

) ) 2.6
A A A A

e=

Definicion: Es un vector cuyamagnitud eslaunidad y por tal motivo esun vector unitario.

Delo anterior se puede observar que todo vector A # 0 se puede escribir como €l producto de su
magnitud por un vector unitario en su direccién, o sea

A=A i,i,iJer
A A'ATA

12
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En esta notacién se observa que el vector es separado en sus componentes de magnitud (A), y de direccién y
sentido (vector unitario €), ver figura 2.10.

Y
A=Ae
e
X
0

Figura 2.10. Representacion gréfica de que todo vector A se puede representar como el producto de su magnitud
con un vector unitario e.

Esfécil de observar que los vectores definidos como i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1) son vectores unitariosy
cada uno se encuentra sobre los gjes positivos del sistema coordenado rectangular como muestralafigura2.11.

Z

k=001 |

\ 4
_<

N
| =

(L0,0) =010

X

Figura2.11. Conjunto de vectores unitarios base.

EJEMPLOS

I).- Verificar que d vector A = (1/3, -2/3, 2/3) esun vector unitario

SOLUCION

Procediendo a calcular su magnitud

13
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RGO

lo cual muestra que efectivamente es un vector unitario

[1).- Mostrar que €l vector en dos dimensiones r = (cos 6, sen 6) es siempre in vector unitario para cualquier
valor de 6 elegido.

SOLUCION

r| = (coso) +(sen6f =1=1

donde se hace uso de larelacion trigonométrica sen 6%+ cos” 0 = 1

[11).- En general, en los cursos de fisica en € dmbito elemental se expresan las leyes indicando solamente la
magnitud de las cantidades vectoriaes, por gjemplo, en electrostatica |afuerza el éctrica entre cargas se expresa

4.9.

F=K=4

pero, recordando que la fuerza es un vector se puede expresar correctamente como
F — K qqu f.‘
r 2

Donde el r esun vector unitario en ladireccion que une las cargas.

Sumay resta de vectores
Dados dos vectores A y B, la suma de los vectores es el vector C definido como

C=A+B=(AAy A7) +(ByBy.B)=(A, +B, Ay +B, A, +B,)

La suma de vectores se realiza geométricamente como sigue: El vector B es trasadado paralelamente haciendo
coincidir su punto inicial con el punto final del vector A, el vector resultante o suma es el vector que parte del
punto inicial de vector A a punto final del vector B, como muestralafigura2.12 (a)

El vector suma C amenudo recibe el nombre de resultante.

El vector resta o diferencia devectores esel vector C definido como
geométricamente la resta se efectlia trasladando |os dos vectores de tal manera que coincidan sus puntos iniciales,

el vector diferencia parte del punto final del vector A y llega a punto final del vector B tal como muestra la
figura2.12(b)

14
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w|
Ol
Il
Wl
>

>
>|

@ (b)

Figura 2.12 (a) Representacion gréfica de la suma de dos vectores (b) Representacion gréfica de la diferenciade
vectores.

Propiedades de la suma diferencia de vectores

Sen Ay B, vectores, y m, n escalares entonces:

1) A+B=B+A Ley conmutativa.

2) A+(B+C) =(A +B)+C Ley asociativa.

3) m(A+B)=mA + mB 1" ley distributiva.

4) (m+n)A =mA +nA 2" ley distributiva.

5 A+0 =A Existenciadel elemento neutro aditivo (0 =(0,0,0)).
6) A+(-A)=A-A=0 Existencia del elemento inverso aditivo (-A).

Utilizando las propiedades anteriores del producto por escalar y la suma de vectores es facil ver que utilizando
los vectores unitariosi, j, k, y las componentes del vector Ay, A,, A, es posible representar el vector A como

A=Ai+A j+AKk 2.7
tal como se observaen lafigura2.13(a)

Definicion: en particular, el vector de posicion de o radio vector es un vector denotado por r que parte del
origen O del sistema coordenado y cuyo extremo es € punto (X, Y, z), ver figura2.13 (b), seescribedelaforma

r=xi+yj+zk 2.8

Definicién: el desplazamiento de una particula se define como el vector que parte de la posicién inicial ala
posicion final considerada, se denota por Ar y se escribe como

Ar=r,-r1, 29

Tal como se muestra en la figura 2.14a, en ocasiones el vector desplazamiento se denota D y puede obtenerse
como el vector resultante de la suma de desplazamientos individual es consecutivos, considerando como su punto
inicial delasumael origen del sistemade coordenadas, esto se expresaen laforma

D=>d =d,+d,+--+d, (2.10)

15
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lafigura2.14 (b) muestra el desplazamiento resultante de la suma de cuatro desplazamientos individuales.

Z
A K A SRREEREES ‘P[AX,AV,AZ)
A
A: K
AT
> y
Adi
AT
X
@
Z
zl- _P(lelZ]
: .
—Izﬂ
o y
X7 Y
X .........................
X
(b)

Figura2.13 (a) El vector A puede ser representado siempre como combinacion de los vectores base i, j y k. (b)
A cualquier punto P(x, y, z) sele puede asociar un vector que parte del origen llamado vector de posicion 6 radio
vector.

16
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Z
AT
T,
r,
V%
X
@
Z
d
D)
- a
d, ‘
y
d 1 a’Q
X

(b)

Figura 2.14(a) Definicién de desplazamiento mediante la diferencia de vectores de posicion. (b) Desplazmiento
resultante como la suma de desplazamientos individuales.
EJEMPLOS
V) Simplificar laexpresion 2A + B + 3C-{ A-2B - 2(2A-3B-C)}
SOLUCION
2A + B + 3C-{A-2B - 2(2A-3B-C)} = 2A + B + 3C-A+2B +2(2A-3B-C).

=2A + B + 3C-A+2B +4A-6B-2C).

=5A-3B+C
V) Mostrar geométricamente la propiedad asociativa de los vectores.

SOLUCION

Lafiguraa muestralasumadelosvectores A+(B+C) y lafigurab (A+B)+C.
Asi pues, la suma de vectores es conmutativa; es decir, el orden de los términos no afecta el resultado.

17
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Y Y A
R c
D N
NN C g
B+C D
B B
A X X
0 0

@ (b)
Figura (@) Suma gréfica de los vectores (A+B)+C (b) Suma gréfica de los vectores (B+C)+A, e vector
resultante D es el mismo, lo anterior muestra lavalidez de la propiedad conmutativa.
V1) Comprobar que cualquier vector se puede expresar como A = A, i +Ayj +A,k
SOLUCION

Utilizando las operacionesy definiciones anteriores

A=Ai+Aj+Ak=A(10,0)+A,(0L0)+A(00I
~(A,0,0)+(0,A,0)+(0,0,A)=(A,A,A,)

el resultado final es precisamente la representacion analitica del vector.

VII) Un vector tiene una componente x de -25.0 unidad una componente y de 40.0 unidades. Encuentre la
magnitud y direccion de este vector.

SOLUCION

El vector puede expresarse como A=(-25.0, 40.0), entonces

A= /(- 25.0)? +(40.0)* = 47.2 unidades

40.0

0 =arctg ——
{250

j = arctg(-1.60) = -58.0°

puesto que el vector se encuentra en el segundo cuadrante al resultado obtenido hay que sumarle 180°,
6=-580°+180° =122°

18
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VIII)  Las componentes X, y, z del vector B son de 4.00, 6.00 y 3.00 unidades, respectivamente. Calcule la
magnitud de B y los angulos que forma B con los gjes de coordenadas.

SOLUCION

Ahorael vector en tres dimensiones se expresa como A=(4.00, 6.00, 3.00),entonces

A= \/4.002 +6.007 + 3.00° =+/61 = 7.81 unidades
o= arccos(mj = arccos(0.512) = 59.2°
7.81

B = arccos(e;gﬂ = arccos(0.768) = 30.8°

y= arccos(‘;"g(g = arccos(0.384) = 67.4°

Productos de vectores

Algunas de las propiedades fisicas y definiciones que se daran posteriormente, se expresan por medio de los
productos vectoriales, existen para vectores €l producto escalar, que como su nombre lo indica da como
resultado una cantidad escalar y el producto vectorial, que como resultado origina un nuevo vector. Hay que

recordar que los vectores son diferentes de los nimeros ordinarios, por o que hay gque aprehender como y en
que condiciones aplicar cada uno de los productos,

Producto escalar o punto

Sean los vectores A =(A,, Ay, A,) y B =(B,, By, B,) entonces se define el producto escalar AeB.como

A-B=(A,, Ay, A,)-(By, By, Bz):A‘)(Bx+AyBy+Asz

como se observa e producto consiste multiplicar las respectivas coordenadas de cada uno de los vectores y
realizar la suma.

2.10

Propiedades del producto escalar

a) AeB=DBeA Ley conmutativa
b) Ae(B+C)= AeB + AeC Ley distributiva
c) (mA) eB =Ae¢(mB) = m(AeB)

d)  AeA=|A[*=A?

donde m es un escalar arbitrario
Para entender €l significado geométrico y las aplicaciones del producto escalar se relacionara este producto con

un resultado de la trigonometria conocido como laley de los cosenos (ver figura2.15a), € cual indica que para
cualquier triangulo se cumple

c? =a’ +b? — 2abcosl

la figura 2.15b muestra e mismo tridngulo, pero ahora los vectores A, B 'y C forman los lados del triangulo, de
tal maneraque |A|=A=a, [B|=B=b,/C|=C=cy C=B-A.
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C
5 A
/) x
a A
Figura2.15a Figura2.15b

Procediendo a calcular lamagnitud del vector C a cuadrado y aplicando las propiedades del producto escalar

2
C|"=Cc-C=(B-A)(B-A)=B-B-B-A-A-B+A-A
Ic|°=B"-B-A-A-B+|A|"=|B] +|A|" ~2B-A=b*+a> - 2A-B
comparando con laley de los cosenos se obtieneque —2 A .B =-2abcosé
A-B = ABcosd 211
El producto escalar es positivo cuando 0 se halla entre cero y 90°; es negativo cuando esta entre 90° y 180°.
Definicion: dos vectores A y B son perpendiculares u ortogonales cuando 6 = 90°, en términos del producto
punto A « B =0.
Delarelacion 2.11 se despejael cosd

Cost) = —— 2.12
AB

Estarelacion permite calcular € dngulo entre los vectores A y B.

EJEMPLOS

IX) Mostrar que los vectores unitarios i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1) son mutuamente perpendiculares
SOLUCION

Aplicando que dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es cero

i +]=(1,0,0) *(0,1,0) =(1)(0)+(0)(1)+(0)(0)=0+0+0=0

i *k=(1,0,0) +(0,0,1) =(1)(0)+(0)(0)+(0)(1)=0+0+0=0

j *k=(0,1,0) +(0,0,1) =(0)(0)+(1)(0)+(0)(1)=0+0+0=0

por lo tanto los vectoresi, | y k, son mutuamente perpendicul ares.
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X) Calcular € angulo entre los vectores A =(3,-1,5) , B =(-5,-6,8)
SOLUCION

aplicando la ecuacion
A-B (3-15)-5-69) _-15+6+40 31

cosd = = = = =0.4687
AB  [37 4 ()7 +5° (-5 +(-6)?+8° 35/125 6614

dedonde 6 =arcco$0.4687)=6204

X1) Determine el angulo de interseccion de las diagonales mayores de un cubo de lado unitario

SOLUCION

Lafigurasiguiente muestra el cubo en el cual se coloca en una esquinael sistema coordenado tridimensional,

S

o211
1 ;| y
N (0,1,0)
b
1.0,0) 1.10)

Figuradel cubo

Losvectores D; y D, corresponden alas diagonal es mayores.
Dela figura

D;=(1,1,1) y D,=b-a=(110)-(0,0,1) =(1,1,-1), por lo tanto

cosg— 1Dz (111)-(11,-1) S 1+1-1 1

DD, 12+12+1212+12+(-)2 33 3

entonces

0 = arccos(¥,) = 70.52=70°31'43"
3
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Producto vectorial o cruz

Sean losvectores A =(A,, A, A) y B =(B., B, B,) entonces se define el producto vectorial AxB como

[ j kK
AxB=|A A A 213
B, B, B,

=i(AB,-AB))-j(AB, - AB)+(AB, - AB)k

e producto cruz se define mediante la operacién [lamada determinante, en la cua la primer fila consiste en los
vectores unitarios i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1), por lo cual el resultado final es un nuevo vector.

Denotando este vector como C = AxB se observa que C es un vector perpendicular a plano formado por los
vectores A y B, su direccion se obtiene aplicando la regla de la mano derecha, en la cua los dedos de dicha
mano se colocan en la direccién del vector A y se giran cerrando la mano en la direccién del vector B, la
direccion ladard el dedo pulgar como muestralafigura2.16

N
C=AxB
B
0
A
Figura 2.16. Representacion geométricadel producto cruz
La magnitud del vector es
IC|=|A xB|=|A|B|sen& 214

Propiedades del producto vectorial
a AxB=-BxA Ley anticonmutativa
b) Ax(B+C)= AxB +AxC Ley distributiva
c) (mA) xB =AxmB) = m(AxB)
d AxA=0

La primera aplicacion fisica del producto vectoria se presenta en la definicién de latorca (torque) o momento de
unafuerza. (t=rxF.)
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EJEMPLOS
XII) muestre que i xj =k
SOLUCION

i ] ok

Gonzalo Galvez Coyt

ixj=1 0 0=i(O0O-0O)-i(OO-0O0)+k(@OO-0©0)=i0-iO-OO)+k(B=k

010

XII)  mostrar que C = AxB es perpendicular a €l vector A

SOLUCION

consideremos que AI(AX,Ay, AZ) y B:(BX,By,BZ)
C:AxB:i[AyBZ—AZBy]—j(AXBZ—AZBX]+k{A5(By—AyBX]
:[Asz_Asz’ _(A(BZ_AZBX)’ ’%(By_AyBx]

Aplicando que dos vectores son perpendiculares si su producto punto es cero

AC=(A Ay A AB,— AgBy (A B, B ). ABy - A By
= A(AYB,~ ABy) - A (A8~ AB)+ A ABy ~A B

— A By~ AABy - A AB A AR+ AABY A By
=0

por lo que C es perpendicular a A

X1V)  Obtener e producto vectorial de A = (-5,8,3) y B = (--3,7,4)

SOLUCION
i ]k
AxB=-5 8 3
-3 7

=i(B@-QM)-1((-9D-=I)+k(=(N-O)(-3)
~i(32-20)—j(~20+9)+k ((~35+24) =11 +11j-11k

=(1111-19

XV) El vector A tiene una magnitud de 6 unidades y se encuentra en la direccion positiva del gje x; el vector
B tiene una magnitud de 4 unidades y se halla en el plano xy, formando un angulo de 30° con la
direccién positivadel gje x y un angulo de 60° con ladireccion positivadel gey.
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Hallese € producto vectorial A x B. y su magnitud
SOLUCION
de los datos proporcionados se pueden obtener las componentes de cada vector,

A =6i=6(1,0,0=(6,0,0)
B =4 (cos 30, cos 60, 0)=(4 cos 30, 4 cos 60, 0)= (3.46, 2, 0)

entonces
i j ok
AxB= 6 O
346 2

=i(00-0(2)-i((6)(0)-(0)(3.46)+k((€)(2-(0(3.46)=i(0)-](0)+k(12) =12k =(0, 0, 12)

su magnitud es
AxB|=10%+0%+12° =12

otraforma de calcular lamagnitud es mediante
|AxB| = ABsend = (6)(4)sen30° =12

Aplicaciones

XVI)  Un automévil recorre 3 km hacia e norte y luego 6 km hacia e nordeste. Representar los
desplazamientos y hallar €l desplazamiento resultante, a) gréficamente, b) analiticamente.

SOLUCION

a) GRAFICAMENTE. En lafigura siguiente d,, representa el primer desplazamiento de 3 km hacia el Norte,
d,, el desplazamiento de 6 km hacia el Nordeste (direccion de 45° respecto al eje horizontal Oeste - Este) y
el vector D laresultante 6 desplazamiento total.

b) ANALITICAMENTE. Cada uno de los desplazamientos individuales se localiza, 0 sea e vector d; tiene
magnitud 3y angulo 6 = 90% d, tiene magnitud 6 y anhgulo 6 = 45°% posteriormente se expresan |os vectores en
forma de componentes

d, = 3(cos90,5en90) = (3c0<90,3sen90) = (C,3)
d, = 6(cos45,5en45) = (6c0s45,65en45) = (4.24,4.24)

el desplazamiento resultante es
D=d,+d, =(0,3)+(4.24,4.24) = (4.24,7.24)

de donde lamagnitud y direccién es
A=(4.24) +(7.24) =839 km

0= arctan(%) = arctan(—1.7075) = -59.64°
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I unidad
0=59.64°
E

XVII)  Unavién se mueve en ladireccion y sentido Noroeste a una velocidad relativaala Tierra, de 300 Km/h,
pero debidos ala existencia de un viento hacia el oeste con unavelocidad de 50 km/h, también relativaa

la Tierra. Hallar la velocidad, direccién y sentido del vector velocidad que llevaria € avion s no
existiese viento.

SOLUCION

Lafigura siguiente muestra la situacion, la descripcion de cada vector es
W representa la velocidad del viento,
V. lavelocidad del avién con viento
V. lavelocidad del avién sin viento

N
W
unidad }
R 50 km
Ve
A
0=141.02°
O Qs E

W
S

Delo anterior setieneque V.=V + W, dedonde V.=V .—W, escribiendo cada vector en componentes

W =50(cos180, senl80) = (-50, 0)
V, = 300(cos135, sen135) = (300cos135, 300senl35) = (-212.13, 212.13)
entonces
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V, =(-212.13, 212.13) - (-50, 0) = (-162.13, 212.13)

por lo tanto su magnitud y direccion es

V, = /(-162.13) +(212.13)° = 266.99 km

0 arct ( 212.13

ctg ———— | =-52.6°
-162.13

recordando que el vector se encuentra en el segundo cuadrante a resultado anterior se le suma 180°
0 =180° -52.6° =127.4°

XVIII) Una persona camina por una trayectoria circular de radio 5.00 m, alrededor de la mitad de un circulo. a)
Encuentre la magnitud del vector desplazamiento. b) ¢Qué distancia camina la persona? c) ¢Cué es la
magnitud del desplazamiento si la persona caminatodo el recorrido alrededor de un circulo?

SOLUCION

la figura muestra a circulo de radio 5m, la persona se encuentra inicialmente en e punto A, el cua se hace

coincidir con e origen del sistema coordenado, y posteriormente camina sobre el circulo hasta el punto B, que

corresponde alamitad del circulo.

a) El vector desplazamiento se obtiene de lafiguracomo d = (10,0)-.(0,0)=(10,0) m
de donde su magnitud d=10m

b) Ladistanciaque caminala personaes sobre lamitad de la circunferencialo cual equivale D = nR, donde R es
€l radio delacircunferencia, D=(3.1415) (5m) =15.71 m

c) s la persona finamente da la vuelta a circulo regresara a punto inicid A de ta manera que €
desplazamiento total sera el vector (0,0), por lo que su magnitud es 0.

(10.0)
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XIX)  Un solido de 100 N. de peso pende del centro de una cuerda como se observa en la figura Hallar la
tensiones en lacuerdas

SOLUCION

Colocando € sistema de coordenadas como se indica en lafigurab lastensiones T4, T, y € peso W, cada vector
puede ser expresado en componentes como

T, =T, (cos135, sen135) = (T, cos45, T,sen4b)
T, =T,(cos30, sen30) = (T, cos30, T, sen 30)
W =W/(cos270, sen 270) = (0, - W)

puesto que el sistema esta en equilibrio estético se cumple que W +T1,+T,=0

(0,-W) + (-T, cos45,T, sen45) + (T, cos30, T, sen 30)
(-T, cos45 + T, cos30,T, sen45+ T, sen30-W) = (0,0)

N\
{

T, \g=4s5] 0=60° T, 135° T,

X 30°

b

=l

W

v

Figura (a) Representacion esquemética del problema. (b) Diagrama del cuerpo libres asociado alafigura (a)

de donde se obtiene €l sistema de ecuaciones

—T,cos45+ T, cos30,=0
T,5en45+T,sen30-W =0

Resolviendo € sistema por determinantes

0 cos3
_ W sensj _ —W cos30 _ —100co0s30 _ 89.66N
' |-cos45 cos3 —c0s45sen30-sen45c0s30  — cos45 sen 30— sen 45¢0s30
send5  sen 3j
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—cos45 0
T, - sends W _ —~W cos45 _ —~100cos45 —73.20N
—c0s45 c0s30 -—cos45sen30-sen45c0s30  —c0s45 sen30-sen45c0s30
sen45  sen Sj

XX) Dos ciudades A y B estan situadas una frente a la otra en las dos orillas de un rio de 8 km de ancho,
siendo lavelocidad del agua de 4 km/h. Un hombre en A quiereir alaciudad C que se encuentraa 6 km
aguas arribade B y en su mismaribera. Si la embarcacion que utiliza tiene una velocidad méaxima de 10
km/h y desea llegar a C en el menor tiempo posible, ¢qué direccion debe tomar y cuanto tiempo emplea
en conseguir su propdsito?

SOLUCION

En lafigura siguiente muestra esquematicamente la situacion, 1os vectores indicados son
V), representa la velocidad de la embarcacion
V, lavelocidad de la corriente del rio
VR lavelocidad resultante.

Como se observa en la figura, parallegar alaciudad C en el menor tiempo posible, la resultante de la suma de
velocidades debe estar en ladireccion de larectaque unelasciudadesAy C,0seaVr=Vy+V,,

--a--C
Y
Vb \7r
6 km
o VR
/ X
(04
A T B
8 km

El angulo o indicado se calcula considerando € triangulo rectangulo formado por las ciudades A, By C, esto es

a= arctar(gj = arctan(0.75) = 36.87°
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Utilizando como sistema de coordenadas € indicado se expresan 10s vectores en sus componentes

V, =10(cosé, send) = (10cosd, 10sen O)
V, =4(cos(—90), sen(—90) = (0,—4)
V, =V(cose,sena) = (V; cosa,V; sena)

donde el dngulo 0, y Vg (magnitud de laresultante) son cantidades desconocidas

utilizando Vg=Vp+ V,

(Vg cosa, V, sena) = (10cosd, 10send) + (0, — 4)
= (10cos#, 10send — 4)

comparando vectores se obtiene el sistema de ecuaciones

Vy cosa =10cosé
Vy sena =10send -4

delaprimer ecuacion

06 — V, cosa
10
recordando que
sené =+/1-cos’ @
entonces
V% cos?
Vo sena =10,1- R 2> % _4
100
de donde
2 Sz 2
V,
(Vo sena +4)° =| 10,/1- YR B &
100
V% cos?
V.2 sen’ o + 8V senar +16 = 10({1—RTO‘ZJ

V.2 sen’® o + 8V, sena +16 =100-V,.* cos’ &

V.2(sen® & +coS’ )+ 8V, sencx +16-100=0

entonces se tiene la ecuacion de segundo grado en términos de Vi

Gonzalo Gélvez Coyt
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V2 +8V sena—-84=0
utilizando & valor de =36.87 °
V.’ +4.8V,—84=0

resoviendo la ecuacion

48 (487 —4@)(-84) (7.07kmih
R~ 2 ~ |-11.87km/h

la solucion positiva es la Unica aceptable (no hay magnitudes negativas), asi pues,
V,, COS 7.07cos 36.87
6 =arcco il arcco$ ———————— |=5555°
10 10

ladistanciaentre las ciudades A y C es la hipotenusa del triangulo

d =+/8° + 6 =10km

puesto que Vg=d/t, t =d/Vy

o 1K) aan

- 707k,

el tiempo de 1.414 h equivalea 1 h 25 min. Aproximadamente.
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CAPITULO I1I

Cinematica

La Cinematica estudialos movimientos con relacién al tiempo, sin importar las causas que los producen

Conceptos basicos

El radio vector r es el vector de posicién que parte del origen del sistema de referencia elegido a punto del
punto A donde selocaliza la particula como muestralafigura3.1

En €l caso general durante el movimiento de la particula varia tanto € médulo como €l sentido del radio vector,
esdecir €l radio vector r es unafuncion del tiempo't.

El lugar geométrico de los puntos extremos del radio vector r constituyen latrayectoria del movimiento.

Considérese la figura 3.2, a transcurrir €l tiempo de t; at, la particula se traslada del punto 1 a punto 2
cambiando su respectivo radio vector ry ars,, , durante e intervalo detiempo At =t; - t; € vector de trandacion
Ar se puede calcular como: Ar =r,.r;, larazon Ar/At sedenominavelocidad promedio, sedenotadapor (v)
y coincide en direccion con ladireccion deArr.

Lavelocidad instantanea o simplemente velocidad, se determina procediendo a calcular €l limite de larelacion
Ar /At cuando At — 0, es decir,

31

Esto significa, que el vector de velocidad v de la particula en un momento determinado esigual aladerivada del
radio vector r respecto a tiempo y esta dirigido en la direccién de la tangente ala trayectoriaen el punto y en €
sentido del movimiento de la particula (direccion de dr). En ocasiones la magnitud del vector velocidad |v| = v,
se conoce como larapidez.

Las unidades de lavelocidad son en general

longitud L
[v] =S

tiempo T

en el sisstemaMKS
metro  m
V1= oo~ s
segundo s

Cuando un cuerpo se mueve de la posicion 1 ala posicion 2 es posible también que cambie |a velocidad
instantanea ya sea en médulo como en direccion de un valor v; a un valor v,, siendo su variacion Av= v, vy, ver
figura 3.3. En este caso se define la aceleracion promedio como (a) = Av/At y aceleracion instantanea o
aceleracion se determina procediendo a calcular €l limite de larelacion Av/At cuando At — 0, 0 sea,

3.2

AV dv d(drj d?r
a [ -

A0 At dt dt\ dt dt

ladireccién del vector aceleracion esladireccion de dv.
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De este modo, conociendo la dependencia r(t), se puede encontrar la velocidad v(t) y la aceleracion a(t) de la
particulaen cualquier punto u cualquier instante.
En este caso las unidades son

longitud L

~ (tiempo)f T2

en e sistemaMKS
metro m
fl= 0

(segundo)’ &

Surge €l problema reciproco ¢es posible hallar v(t) y r(t) conociendo a(t)?, Pararesolver e problema no basta
con conocer a(t), es necesario conocer ademas las condicionesiniciales, esdecir lavelocidad vy y 1o a tiempo
t=0, lo anterior se debe que al realizar |as integraciones de las ecuaciones aparecen |las constantes de integracién,
los g emplos se verdn mas adelante.

/ A

=i

X

Figura 3.1 Representacién del vector de posicion o radio vector r.

z

—
! Y
/ 2
-
r
A
b}

X

Figura 3.2. Representaci6n geométrica de la vel ocidad.
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z Vi
Vi b
e d V2 AV
Vs
=
ry
[

X

Figura 3.3. Representacion geométricadel concepto de aceleracion.

Cinemaética en una dimension

El movimiento més fécil de describir es el movimiento en una dimensién, ya que en este caso particular la
posicién del objeto en un sistema de referencia se describe simplemente con una sola componente del vector de
posicion r, por giemplo, eligiendo a la componente en ladireccion x, la posicion futuradel objeto se describira
por medio de expresion x=x(t).

M ovimiento rectilineo uniforme

Cuando se considera € movimiento en una dimension el sistema de coordenadas se reduce a una linea recta, y
las cantidades vectoriales por lo tanto, quedan simplificadas a cantidades escalares, por tal motivo en esta seccion
se trabaja solo con lamagnitud de los vectores, en cuanto ala direccion esta es indicada por el signo algebraico.

Para determinar la ecuacion del movimiento rectilineo uniforme (MRU), considérese el problema de un cuerpo
gue se mueve en linearecta avelocidad constante vy, tal que al tiempot =0 se localiza en la posicion x(0)=Xo,
(condiciones iniciales), como muestra la figura 3.4 (a), se desea conocer su posicion futura a tiempo t
cualquiera, figura 3.4(b)

-
fiempo t=0 &.

B x
0]

3
3

Xo =X(0) :

@
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tiempo t

—
Vo

—_—

— X

|
A
|

X =X

(b)

Figura 3.4. (a) En esta figura se muestrala situacion inicial un objeto (b) Aqui se observa el objeto en un tiempo
futurot.

Aplicando la definicion de lavelocidad en una dimension, en ladireccion x, setiene

dx

_— VO
dt
integrando la ecuacion respecto de t

d
jd—)t(dt:jvodt
_[dx=vojdt
X=Vt+c

para determinar €l valor de la constante de integracion se aplican las condiciones iniciaes, esto es, parat = 0,
X(0) =X

X, =Vp(0) +cC
Xy =C
por lotanto

X =Vt + X, 3.3

M ovimiento rectilineo uniformemente acelerado

Un tipo muy comin de movimiento de los cuerpos es e movimiento rectilineo uniformemente acelerado
(MRUA), esto es, cuando su aceleracion es uniforme o constante

Para obtener la ecuacién de movimiento del MRUA considérese que & movimiento se efectlia en la direccion x
como muestra la figura 3.5 (a), las condiciones iniciales (t=0), son las siguientes x(0) =Xq, V(0) = vo Y a=ay,
nuevamente se desea saber lavelocidad y posicion del cuerpo para un tiempo t posterior.
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y R
fiempo t=0
Vo :V[O)
o n x
Xo =X[O) !
@
—
y . o)
tiempo t —_—
Vv =V
0O _I—X
X =X !
(b)

Figura 3.5 (a) Situacion inicial un objeto sometido a aceleracion constante (b) Aqui se observa el objeto para un
posicion futura.

De ladefinicion de la aceleracion en ladireccion x

dv

E_ao

procediendo como en el caso anterior aintegrar la ecuacion respecto at
dv
—dt = | a,dt

Jgdt=la

J dv=a, J at

v=ajt+c

aplicando que parat =0, v(0)=vq
Vo =3,(0) +¢
Vo =6

por lo tanto

V=at+V, 3.4
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recordando la definicion de lavelocidad, V = d>/dt , laecuacion anterior se escribe como

%— t+V,
g ot Vo

i ntegrando respecto at laecuacion
j—dt = [ (agt + v, )it

Idx: Iaotdt + jvodt
X= aojtdt +Jvodt

1
X:ant2 +Vt+c,
aplicando ahora que parat=0, x(0) =xq
=22,(0)? +v,(0) +C,
X =G,

entonces

x:%a0t2+v0t+x0 35

Las ecuaciones 3.3, 3.4 y 3.5 dependen explicitamente del tiempo y permiten resolver los problemas de
movimiento rectilineo uniforme y acelerado, pero es conveniente en la solucion de agunos de estos problemas
considerar otra ecuacion que no depende explicitamente del tiempo, dicha ecuacion se obtiene a continuacion.

Aplicando laregla de la cadena es posible escribir la definicion de la acel eracion en una dimension como

dv_ dv d

dt  dx dt

pero como V = d%t
dv dv
—=\V—

dt dx

Tomando en cuenta € problema anterior de aceleracion constante, con las mismas condiciones iniciales de la
figura3.5y aplicando el resultado anterior

dv dv
=V

@V

Integrando la ecuaciéon anterior respecto a x
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Iv%dx:jaodx
jvdv:aojdx
%vz =a,X+C

aplicando que parat =0, v(0)=vy y X(0)=Xo

1
SV =% +G

despgjando c;
1 >
G = EVO — &%
substituyendo el valor de la constante ¢, obtenido

l 2 1 2
SV =XtV — 8%,

Gonzalo Gélvez Coyt

2
despejando v*
V2 = v, + 2a8,(x - %) 3.6
EJEMPLOS
)] Un automovilista realiza un vigje de 200 km a una rapidez promedio de 40 Km/h. Un segundo

automavil que inicio el vigje una hora después llega al mismo destino a mismo tiempo. ¢Cud fue la
rapidez promedio del segundo auto durante el periodo en que estuvo en movimiento?

SOLUCION

La notacion con subindice 1 corresponde a primer cuerpo y la notacién 2 corresponde a segundo cuerpo.

El figura siguiente muestra la situacion del problema, 1os movimientos se realizan a velocidad constante en cada

caso, por lo que solo es necesario aplicar laférmula 3.1 parala solucion del problema.

t=1hr
VOQ VO]
 — —_—

ofe )

¢ L

El primer automévil recorreladistancial en untiempo

)
g
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(oL _200km_
V,, 40km/h

como el segundo automavil comienza su recorrido 1 h después, su tiempo de recorrido de ladistancial es
t,=t,~1h=5h-1h=4h

lavelocidad uniforme o promedio del segundo automavil

L 200km km
Vpp=—=—"=50—
t, 4kmh h
) Una rapida tortuga puede desplazarse a una velocidad de 10 cm/s, y una liebre puede correr 20 veces

mas rapido. En una carrera, los dos corredores comienzan al mismo tiempo, pero la liebre se detiene a
descansar durante 2 minutos y por €llo la tortuga gana la carrera por un caparazon (20 cm). a) ¢Qué
tanto duré la carrera? b) ¢Cudl fue lalongitud recorrida?

SOLUCION

Lafiguraa) muestrael inicio del movimiento, el sistema de coordenadas se coloca como se muestra. El subindice
T corresponde atortugay el C alaliebre

Vi t S
o> = of >
¢ L g

Figura

Los dos parten del origen del sistema a mismo tiempo, pero en algin punto intermedio desconocido del
recorrido el conejo se detiene un tiempo t, =2 min = 120 s, en una posicion posterior a que € congjo descanse,
las ecuaciones de la posicion de cada uno de los animales respecto a sistema de coordenadas queda determinada
por final indicada

X = Vit
Xe = Ve (t- tp)
EL extremo derecho de la figura muestra la condiciéon final, donde latortuga llega ala meta e un tiempo t;, en el

cua harecorrido una distanciaxy = L, en ese mismo instante el conejo se harecorrido a una distanciaxc=L —
s, donde s es €l espesor del caparazon, en este punto las ecuaciones son

L =v,t,
L—s=Vc(t; —tp)

Ecuaciones que representan un sistema ecuaciones, donde t; y L son las incégnitas. Procediendo a despejarlas
incognitas

El tiempo total delacarreraes
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t Vet —s  2000M(1205-20
" ve-v, 200 M —100m]

y lalongitud del recorrido

=126.21s

L=vet, =100/ 126.215=1262 cm=12.62 m

1) Ent = 1.0 s, una particula que se mueve con velocidad constante selocalizaenx =-3.0myent=6.0s,
la particula se localiza en x- 5.0 m a) Con esta informacion grafique la posicion como funcién del
tiempo. b) Determine la velocidad de la particula a partir de la pendiente de esta grafica.

SOLUCION

a) Lagrdficade la posicion de la particula que se mueve a velocidad constante resulta ser una linea recta, la
cual se muestraa continuacion

b) Puesto que la pendiente de larecta eslavelocidad

Ve xz—x1:5m—(—3m):8m:1.6ry
t,—t, 6s-1s 5s S

Y (cm)

(6,9)

N WD

® 12/34567 X(s)
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1V) Una particula se mueve con una velocidad vo = 60 m/sent =0. Entret =0y t = 15 s, la velocidad
disminuye uniformemente hasta cero. ¢(Cuél es la aceleracion promedio durante este intervalo de 15 s?
¢Cud es €l significado del signo de su respuesta?

SOLUCION

Lainformacion que se obtiene del texto de problema eslasiguiente:
t =0s, v. =60 m/s, t, =15syv. =0 m/s, la aceleracion promedio se calcula aplicando la definicion

i

"t -t (15-0)s

e signo negativo de la respuesta significa que la aceleracién actlia en sentido contrario al desplazamiento, por
este motivo se le Ilama desaceleracion

V) Un objeto se mueve a lo largo del €e x de acuerdo con la ecuacién. Determine a) la velocidad
promedio entret = 20 sy t = 3.0 s, b) la velocidad instanténeaent =20sy ent =305, ¢) la
aceleracion promedio entret =2.0sy t =3.0 s, y d) laaceleracion instantaneaent=2.0syt=3.0s.

SOLUCION

Es conveniente proceder a enumerar cada uno de los tiempos indicados en € problema, esto es

t,=2s,t,=3s

a) Laposicion del objeto para cada uno de | os tiempos se obtiene evaluando la ecuacion

X(t,) = (3.0t12 -2.0t,+3)m=(3.0 (2)2 -20(2+3y m=11m

x(t,) = (8.0t —2.0t,+3) m=(3.0(3)*-2.0(3)+3) m=24m

lavelocidad promedio es entonces

COX(t) - x(t) (24-1D)m
V)= t,-t,  (3-2)s _13%

b) Paracalcular lavelocidad instantdnea se procede aderivar lafuncién de la posicion con respecto al tiempo
v(t) —ix(t) —i(sot2 ~20t+3)m=(6.0t-2.0) ry
dt dt ' ' ' S

lavelocidad instantanea para cada uno de los tiempos es

v(t,) = (6.0t,—2.0) f% =(6.0(2)-2.0) r% =10 r%
v(t,) = (6.0t,— 2.0) f% =(6.0(3)-2.0) f% =16 f%
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¢) Laaceleracion promedio entret; y t,

L)-vt) (16-10)
o) M) UE) _ ’%:6%2

t, -t 3-2)s

d) Paraobtener a aceleracion instanténea se derivala funcion v(t), respecto del tiempo

a(t) = %v(t) = (6.0t-2.0) f% =6.0 %Z

Puesto que € resultado es una constante, la acel eracion es la misma para cada cualquier tiempo.

V1) El nuevo BMW M3 puede acelerar de 0 a60 mi/h en 5.6 s. a) ¢Cudl es la aceleracion resultante en m/s??
b) ¢Cuénto tardariael BMW para pasar de 60 mi/h a 130 mi/h a estatasa?

SOLUCION

a) Lafigurasiguiente muestralas velocidades del automévil en cada uno delas posicionesA, By
C

VA VB Vc

oo o =t

Aplicando €l factor de conversion 1 mi/h = 0.4470 m/s, transformamos cada una de las velocidades alas
unidades m/s

v,=0 s

vy =60/ 04470M/s _ o5 g7
mi/h S

ve =130 M/ 04470M'S _ 591
1mi/h S

la aceleracion promedio en laregion AB es entonces

(o) = vo-v, (2682-0) r% ag %2

t,—t, (56-0)s

b) Si e automdvil se mueve a esta acel eracion constante en laregion BC, de la ecuacion
_Ve—Vs _Vc— Vg
tc - tB Ath
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sedespeja laincognita Aty

vo—v, _ (58.11-2682) m
a m
48 A ,

VII) Un disco de hockey que se desliza sobre un lago congelado se detiene después de recorrer 200 m. Si su
velocidad inicial es 3.00 m/s, a) ¢cudl es su aceleracion s ésta se supone constante, b) cuanto dura su
movimiento y ¢) cud es su velocidad después de recorrer 150 m?

Aty = =6.54s

SOLUCION

Lafiguramuestrael problema

V. V, Ve
XA XB —_ XC
e - -
S N |
L )

Seobservaque X =X, =L y X, =X, =S.

a) Paracalcular laaceleracion se observa gque se conoce las vel ocidades instantaneas y la distancia recorrida, en
tal caso se aplicalaecuacion

2 2 2
Voo =V, —2a(X. —X,) =V, —2aL
de donde se despejala aceleracion

2 2 0 3 m
a:VC —VA () () / 00225?/
2L 2(200 m)

b) Delaecuacion V. =at,. +V, sedespgael tiempo

t, =YeVa_ 0-3)7 ~1333s
O a -00225 '%2

¢) Nuevamente se aplicalaecuacion del inciso @), pero con las condiciones adecuadas

Vo =V,  —2a(Xg — X,) =V, —2aS

entonces

Vg =V,2 - 2aS = \/ oozzsfy J1s0m) )=15m/
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VIII)  Unautoy un tren se mueven a mismo tiempo alo largo de trayectorias paralelas a 25.0 m/s. Debido a
una luz roja el auto experimenta una aceleracion uniforme de -2.50 m/s’ y se detiene. Permanece en
reposo durante 45.0 s, después acelera hasta una velocidad de 25.0 m/s a una tasa de 2.50 m/s%. ¢A qué
distancia del tren esta el auto cuando alcanza la velocidad de 25.0 m/s, suponiendo que la velocidad del
tren se ha mantenido en 25.0 m/s?

SOLUCION

La figura siguiente muestra las posiciones del automdvil, en la posicién A se coloca €l origen de sistema
coordenado, cuando tren y automdvil tiene una velocidad constante de 25 m/s, la posicion B corresponde al
automavil en reposo durante 45 sy finalmente en C el automdvil ha alcanzado nuevamente la velocidad de 25
m/s.

Va VE Vc
XA X B VT XC
=l o o )=
Figura

El tiempo que invierte el automoévil enir del punto A a B se obtiene aplicando la ecuacion

L Ve v (0- 250)fy
T a —250y

con €l resultado anterior se calculaladistanciarecorridade A aB

Xag = %atABZ Vil =%(— 257, klo S +(25 %XlOs) =125m

las ecuaciones anteriores permiten calcular también el tiempo en que e automoévil alcanza nuevamente la
velocidad de 25 m/sy ladistanciarecorrida

v_v, (250-0)m_ 10e

fe =73 250'y

entonces ladistanciarecorridade B aC

XBC:%atBC2+vBtBC (25fy klOs (fy)(105 =125m

Ladistanciatotal que ha avanzado el automdvil es por lo tanto
Xo = Xpg + Xgec =125mM+125m=250 m

¢l tiempo total transcurrido hasta ese momento debe incluir €l tiempo de espera en es semaforo
T=t,5+1tgc +455=105+105+455=65Ss

el tren que se hamovido ha velocidad constanteV, = 25 % , harecorrido unadistancia

X =V,T =(25M/ Je5m)=1625m

finalmente la de separacidn del tren cuando el automévil se encuentraen el C es
Xp — X =1625m-250m=1375m
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1X). Una pelota acelera a 0.5 m/s’> mientras se mueve hacia abajo en un plano inclinado de 9.0 m de largo.
Cuando alcanza la parte inferior, la pelota rueda por otro plano, donde, después de moverse 15 m, se detiene.
a) ¢Cud eslaveocidad de la pelota en la parte inferior del primer plano? b) ¢Cuénto tarda en rodar por €
primer plano? ¢) ¢Cudl esla aceleracion alo largo del segundo plano? d) ¢Cudl es la velocidad de la pelota
8.0 malolargo del segundo plano?

La figura siguiente muestra la situacion de la pelota en € primer plano y segundo plano, asi como las cantidades

conocidas del problema
a) lavelocidad delapelotaen laparte inferior se obtiene mediante laférmula

Vg =V, +2aL, = \/ +2o5fy Jom) - )=30m/

b) conociendo lavelocidad inicia y final, asi como laaceleracion en el primer plano, el tiempo de recorrido es

Q 1
VA
G2
VB VD VC
L — —

¢) Utilizando la misma ecuacion que en €l inciso a), pero despejando la aceleracion y utilizando los datos para
el segundo plano

) VERE i (O |%)2—(3.0 %)2 :—03’y
3m.

2L, 2(15 m)

d) Con € resultado anterior y nuevamente aplicando laformula utilizada en €l inciso a)

)
= Vol + 28,0 = \/(3%)2 +2l 0.3%2X8m) =205/
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X) Una baa indestructible de 2.00 cm de largo se dispara en linea recta a través de una tabla que tiene 10.0 cm
de espesor. La bala entra en la tabla con una velocidad de 420 m/s 'y sale con una velocidad de 280 mi/s. @) ¢Cual
es la aceleracién promedio de la bala através de latabla? b) ¢Cudl es el tiempo total que la bala estd en contacto
con latabla? c) ¢Qué espesor de las tablas (cal culado hasta 0.1 cm) se requeriria para detener la bala?

a) Puesto que es conocido el grosor de la tablay las velocidades inicial y final a atravesar la tabla,

aceleracion es
2 2 2 2
v, v’ (280 ) —(420M))
a=—_ 7 ~ 7 = ~490000,
oL 2(10.0x10°2 m) s

b) El tiempo requerido por la balaen perforar latabla esentonces

L

\/\/\/\/\/

Vi Vf

— —

» ()
/\/\/\/\/\/

v. v (280-420
t= f = I:( )%:286X104S

a  —490000 '%2

¢) S se considera la misma aceleracion y que la velocidad final a atravesar la tabla es cero, entonces se
requeriria un grosor de tabla

2 2 2 2

v.l-v? (0M)=—(420M7)

L S r% r% =0.18m=18cm
2a 2(~490000 ;)

L =
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Caidalibre

Es conocida la historia acerca de que Galileo dejo caer desde lo alto de la torre inclinada de Pisa dos objetos de
masa diferente y que estos llegaron a suelo aproximadamente en € mismo tiempo, hecho que contradecia la
creencia Aristotélica aceptada en ese tiempo que sefialaba que cuerpos mas pesados caen mas rapido. La ligera
diferencia de tiempo observada se atribuye a la friccién provocada por €l aire, si €l experimento se redliza en
vacio se comprueba sin lugar a dudas que una pluma cae al mismo tiempo que una bola de plomo, ademas
realizG numerosos experimentos en planos inclinados que mostraron indudablemente que la caida de los cuerpos
se realiza bajo la misma aceleracion.

La aceleracion de la gravedad (denotada en magnitud por la letra g), se ha medido utilizando diferentes
meétodos, resultando el experimento del péndulo simple bajo oscilaciones pequefias el més adecuado y sencillo
para este fin, obteniéndose una alta precisiéon. El valor aceptado de la gravedad para fines de calculo es g= 9.8
m/s’, pero cabe mencionar que debido a efecto de rotacion de la tierra la magnitud cambia ligeramente
dependiendo de la dtitud donde se realice el experimento.

Debido a que la caida libre se lleva a cabo en condiciones en las cuales se considera que la gravedad es una
constante, |as ecuaciones que describen el fendmeno son las mismas que se utilizan para el movimiento rectilineo
uniforme acelerado, con la salvedad de que la aceleracién de la gravedad conviene se considera negativa, puesto
gue actla de manera atractiva hacia el centro de latierra para los sistemas de referencia normales, o seaa = -g,
lafigura 3.6 muestra un cuerpo en caida libre de esta manera las ecuaciones son la siguientes:

V=-0gt+V, 3.7
1 .2

y:—Egt + Vol + Y, 38

V2 :V02 —29(y— YO) 39

Vi OG— gl

—@® | Y

‘x
!

Figura 3.6. Representacion de lacaidalibre, €l sistema de referencia es colocado en la parte inferior.
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EJEMPLOS

X1) Se inform6 que una mujer cay6 144 pies desde € piso 17 de un edificio, aterrizando sobre una cgja de
ventilador metdlica, la cual sumié hasta una profundidad de 18.0 pulg. Solo sufrié lesiones menores.
Ignore la resistencia del aire y calcule a) la velocidad de la mujer exactamente antes de chocar con el
ventilador, b) su aceleracién promedio mientras esta en contacto con lacaja, y ¢) e tiempo que tarda en
sumir lacaja.

SOLUCION

a) Lafigura siguiente muestra un esguema de la situacion, se considera que su velocidad en la parte superior al
iniciar la caida es vy = 0 ft/s, la posicién inicia y, = 0 pies, la aceleracién en el sistema ingles se considera para
célculos como g=32 ft/s*> aplicando la ecuacion

2 2
Va =V — 29(y— yo)
Dedonde seconsideraque y =-144 ft, el signo negativo se debe a que la distancia recorrida esta por debajo del
sistema de referencia el egido.

Vo = v’ —20(y - y,) = \/(o %jz - 2(32 %2)(—144 ft)=06

b) La velocidad inicial paraesta parte es el momento de contacto con la cgjametdlicay lafinal debido a que se
detiene es cero y sabiendo que la cgja se deformé una distanciay —y, = - 18 pulg (= -1.50 ft), despgjando de la
ecuacion laaceleracion

ft ft
TR IRVEIN (70 7 CR
= = =-3072
-2(y-Y,) 2(1.5 ft)
¢) Conociendo laaceleracion promedio del inciso anterior, € tiempo que se invierte en deformar lacajaes

ft
0-9
t, = ve=Va_ (0-90) 7 _ 0.03125's
a 307 %

SZ
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XII) Una pelota fue lanzada directamente hacia abajo con una velocidad inicia de 8.00 m/s desde una altura
de 30.0 m ¢En qué momento la pelota golpea el suelo?

SOLUCION . : .
Colocando sistema de referencia en la parte superior como se
Y muestra en la figura, la posicidn inicial es y, =0 my la velocidad
inicial vo = -8.00 m/s, por lo tanto la ecuacién que describe la
Vol 4 X posicién de la pelota es
y= (—%9.8t2 —8.00t)m

Como el suelo se encuentra a y= -30 m respecto al sistema de
referencia elegido, la ecuacion se puede escribir como

~30.0m=(-4.9t>-8.00t)m

Yo de donde se obtiene la ecuacion de segundo grado en t
4.9t +8.00t-30=0

despejando la incognita t

[ -800% J(-8) - 4(4.9)-30) _ { 1.79's

2(4.9) -342s
O
77777777
) la solucién fisicamente aceptable est =1.79 s
Figura

X1  ¢A qué velocidad debe ser arrojada una pelota verticalmente hacia arriba con objeto de que llegue auna
aturaméximade 53.7 m? b) ¢Cuénto tiempo estaraen el aire?

SOLUCION

El sistema de referencia se coloca como muestra la figura, puesto que lagravedad actlia hacia abajo se considera
negativa

—0 V a) La ecuacion a aplicar en esta parte es
2 2
Vi =V — 29()" YO)
la velocidad final vi= 0 m/s 'y y-y, =H, entonces
0=v,” —2gH
despejando v,

Y V, =+/20H
x Vot - \/2(9.8 m/,)(53.7 m) =32.44 M
b) lavelocidad para cualquier tiempo posterior se puede determinar mediante la ecuacién

v=—gt+V,

el tiempo que tardaen llegar ala atura maxima se obtiene considerado v = v =0 m/s, en la ecuacién anterior y
despgjando at

3244
t:V—O——A ~331s

' 9.8%2

k



FISICA DEL MOVIMIENTO APLICADA ENERO 2008 Gonzalo Gélvez Coyt

X1V)  Una persona parada en un puente sobre una carretera deja caer inadvertidamente una manzana
desde la barandilla justo cuando el extremo frontal de un camién pasa directamente abajo de la
barandilla. Si €l vehiculo se estd moviendo a unavelocidad de 55 km/h y tiene unalongitud de 12 m
¢Qué tanto més arriba del camion deberd estar 1a barandillafii la manzana no logra golpear la parte
trasera del camion?

SOLUCION

En lafigura siguiente se muestra el inicio de la caida de la manzana asi como €l final de la misma. El sistema de
coordenadas es colocado exactamente en la parte superior donde iniciala caida, en estas condicionesy tomando
en cuentaque lavelocidad inicial delamanzanaesv,, = 0 m/s, laposicion de la manzana se describe mediante la
ecuacion

1 5
ym = _E g t
inicio de la caida, t=0 s terminacion de la caida
Y Y
——OTL—X VOy O; X VOy
H H
Vo, > Vo >
'ﬁi;%ﬂ {ou—vo—’%ﬂ
L L

Mientras que la posicion del camion que se mueve a una velocidad constante queda determinada por la ecuacion
X, =V, t

Cuando se llega a fina de la caida se tiene que y,, = -H, X, = L y t = T, substituyendo en las ecuaciones
anteriores se obtiene el sistema de ecuaciones

1
~H=-=gT
59

L=V, T
de donde despejando lasincognitas T y H

- L
T= ¢,

2
1 ., 1 (L
H=ZgT?=Z¢g —
29 2g£v]

o]

evauando finalmente laexpresion con los datos del problema Vo = 55 km/h = 15.27 m/s, L=12 m s se obtiene el

resultado
2

1 =3.02m

12 m

"= 5(9'8 Ve 15.27M
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XV) Un globo esta ascendiendo arazén de 12 m/s a una altura de 81.3 m sobre € nivel del suelo cuando
se degja caer desde é un bulto, (a) ¢, A qué velocidad llega el bulto a suelo? (b) ¢Cuanto tiempo le
tomo llegar al suelo?

SOLUCION

El sistema de referencia es colocado en € suelo como se

muestra en lafigura, €l paquete a ser soltado del globo tiene en

ese instante la misma velocidad inicial V con la que el globo

asciende y la posicion inicial es entonces en e sistema de

VOT referencia elegido y, = H, con estas consideraciones las
ecuaciones 3.5y 3.7 setransforman en

v=—gt+V,

v :V02 _Zg(y_ H)

: El bulto llega a suelo en € instante preciso en que y= 0 m,
H : entonces lavelocidad y el tiempo serén las finaes, o seav = vy,
' t =t;, por lo tanto las ecuaciones anteriores
Quedan como

vV, =—gt; +V, 1

X

g v’ =v,” +2gH 2
|

a) Delaecuacion 2 lavelocidad con quellegaal suelo es

V, =V,2 +2gH = \/(12%)2 + 2(9.8%2 X81.3 m) = 41.68 f%

b) Debido a que la que velocidad final va en la direccion negativa de acuerdo a sistema de referencia
seleccionado, v; = -41.68 m/s. Haciendo uso del resultado anterior y de laecuacién 1

v. —v. —4168M/ _(12m/)
t, =——2 r% r% ~548s

'—-g —9.8%2
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XVI) Dos objetos comienzan una caida libre desde el reposo partiendo de la misma altura con 1 s de
diferencia. ¢, En cuanto tiempo después de que € primer objeto comenzd a caer estaran los dos
objetos separados una distancia de 10 m?

SOLUCION

Cuando & segundo cuerpo (bola negra) comienza su caida un segundo después tal como muestralafigura A, El
primer cuerpo (bola gris) tiene ya una posicion y velocidad inicial, las cuales son calculadas considerando e
sistema de referencia mostrado en figura y tomado en cuenta que la velocidad y posicion iniciales son cero
cuando el primer cuerpo comienzalacaida

Y o 1 . 2
2
7 0 X 1 2
=—= 9.8 ,[1s)"=-49m
S
Yo1 : Y. : = —g t
: - —(9.8 '%2 kl s)=-9.8M/
Void- C : Considerando ahora que el cero del
. y1 : sistema de referencia de tiempo es el
: instante justo en que se suelta el
segundo  objeto, las  posiciones
verticales de cada objeto son
: 1
__Q yl:_Egtz —Val = Yo
ccacad Y e _ 1
Figura A Figura B Y = 2 J

La distancia de separacion de los objetos es| y4| - [ y4 , el valor absoluto se utiliza para que la diferencia de las
distancias sea positiva, si ladistanciaes d=10 m

V| =y2| = d

1
_Egtz_vmt_ym =d

1 .-
~=gt

‘29

1 1
+Egt2+vmt+ym—§gt2 =d

Voo T+ Yo = d
despgjando at
d- y01
Vau
_(10-49)m

98f}V

a resultado anterior hay que sumarle 1 sdebido a resultado es pedido con respecto al primer objeto
T=(t+1)s=(052+1)s=152s

t =

=052s
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XVII)  Unabola de plomo se dgja caer en una aberca desde el trampolin a 2.6 m sobre el agua. Golpea €
agua con una cierta velocidad y luego se unde hasta el fondo con esa misma velocidad constante.
Llega a fondo 0.97s después que se le ha dejado caer. a) ¢Qué profundidad tiene la alberca? b)
Supongamos que se deja drenar toda el agua de la alberca. La bola es arrojada de nuevo desde el
trampolin de modo, que otravez, llegaa fondo en 0.97 s. ¢Cud eslavelocidad inicia delabola?

SOLUCION

a) La figura muestra la situacion del problema, el
cual puede ser dividido en dos partes, un
movimiento de caida libore de A a B y un
movimiento rectilineo uniforme de B a C.

En la primera parte del movimiento la velocidad
inicial es Vo, =0 m/sy la posicion inicial yo =0 m, de
acuerdo al sistema de referencia mostrado,
entonces las ecuaciones 3.5y 3.7 se reducen a

v=—gt
v? =-2gy

siahoray =- Hj, v=v, yt=tssentonces

- _gtAB
V,© = 2gH,

Por lo tanto lavelocidad v es

= J2gH = \/2(9.8%2 kz.a m) =7.39 M/

lavelocidad se considera negativa respecto a sistema de referencia, esto esv, = - 7.39 m/s, asi pues € tiempo
tag delaprimeraparte del movimiento es

Vo _ 7397 _0.754s

e = —g —98fy

el tiempo total del movimiento es de 0.97 s, entonces el tiempo tgc de la segunda parte del movimiento es

tee =T —t,, =(0.97-0.754)s=0.216 S

la velocidad v, es la velocidad uniforme con que se mueve la bala de plomo en e agua en la segunda parte del
movimiento, por lo tanto la distancia recorrida H, por labalaes

H, = Vatee = (7.39 M/ 0226 5)=1.60m

la profundidad total de la alberca es precisamente H, =1.6 m
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En e caso de que la aberca sea drenada, e movimiento serd solamente caida libre. Si se considera € mismo
sistema de coordenadas de la figura se tendra que yo =0 m, por lo que la ecuacion 3.6 queda como

1 .
=——0gt° +V,t
y 29 0
s ahoray =-(H; + Hy) ytac=097s

1
- (Hl + Hz) = _E gtAc2 +VOtAC

despgjando V,
1 1

Vo = _[_(Hl +H,) +_gtAC2}
tac 2

S 1( k 2 |
097 s{ (26m+16m)+ {08 %z 0.97s) }— 0.42M/,

Cinematica en dos dimensiones.

Cuando un objeto se mueve en don dimensiones (esto es, sobre un plano), su movimiento puede ser descrito por
e vector de posicion r =(x(t), y(t)). Existen dos clases de movimiento que son los mas sencillos de describir: el
tiro parabdlico y e movimiento circular. A continuacion se describe €l tiro parabdlico y posteriormente el
movimiento circular.

Tiro parabdlico

Uno de los movimientos més comunes en € plano es movimiento de los proyectiles, é cua como se muestra
posteriormente, sigue una trayectoria parabdlica si se efectlia en las condiciones siguientes
a) Laaceleracidn delagravedad es unacontante en cualquier punto de latrayectoria. Lo cual equivale aquela
tierra es aproximadamente plana durante la trayectoria del movimiento, y este se realiza a baja altura.
b) Laresistenciade aire eslo suficientemente pequefia para ser ignorada.

Consideremos las condiciones anteriores en la solucién del problema del movimiento del proyectil.

Lafigura 3.7, muestra el problema, asi como el sistema de coordenadas elegido el cual como se observa se hace
coincidir con € inicio del movimiento, de tal manera que € vector de posicion inicia r (0) =r, siempre sea €l
vector ro = (0,0). Lavelocidad inicial v (0) =V, esd vector Vo=V, (cosh, senb) = (Vo coso, Vo send).

Como puede observarse la Unica fuerza que actlia sobre el cuerpo es su propio peso €l cual esta dirigido hacia
abajo entonces W = mg = m(0,-g). Aplicando la segunda ley de Newton y considerando la aceleracion en dos
dimensiones, esto esa = (&, a,)
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Figura 3.7. Movimiento parabdlico.

F=ma
mg = ma
g=a

(0.-9)=(a. a,))

6 invirtiendo laigualdad

(a,a,)=(0-9)

aplicando la definicién de la aceleracion
at ' dt

laecuacion se expresa como

(ddvtx : %j =(0,-9)

integrando la expresién respecto det

Ud;'tx dt, —dtJ ([Odt —jg it

(v, [dv,)=(foct, - [g ct)

(V v ) (Cl’_gt+C2)

X1 Ty
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las constantes C; y C, se pueden determinar aplicando la condicion inicial
v(0) =V =(Vo c0s0, Vq send).

(Vo cosd, V, sen@) = (Cll -9g(0) + Cz) = (Cll Cz)
de donde
C,=V,cos0, C,=V,send

entonces el vector velocidad es

v=[v,,v,)=(V,cos, - gt+V,send)

X! Ty

igualando componentes

v, =V, cosd

v, =—gt+V,send

puesto que la velocidad se define como

v dy
dt  dt
la ecuacién 3.8 se expresa como

dx d
(E’ d_}[lj =(V, cosf, —gt+V,send)

integrando nuevamente la expresion respecto det

U%dt, J'%dtj = (j(v0 cosé) dt, j( —gt+V, sen@)dt)
(J'dx, jdy): ('[(V0 cosé) dt, I( —gt+V, sen@)dt)

(%, y):(vocos<9t+C3,—%gt2 +Vosen0t+C4]
las constantes C; y C4 se determinan ahora aplicando lacondicién inicial
r(0) =ro =(0, 0).
(0,0)= (vo cosé (0)+C,, —%g (0)* +V, sen6(0 )+ 64}
= (Csl C4)

por lo tanto
C,=0, C,=0

Gonzalo Gélvez Coyt

3.10

311

3.12
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entonces €l vector de posicion es

r=(x, y):(vocoset,—%gt2+vosen¢9tj 313
igualando componentes
X =V, cosé t 3.14
1 .
Y=—§gt +Vysend't 3.15

Como se puede observar de las ecuaciones en componentes 3.14, 3.15,  movimiento en la direccion x
corresponde a un movimiento rectilineo uniforme y el movimiento en la direccién y a un movimiento de caida
libre.

Despgiando at delaecuacion 3.14

X
V, cosé

Substituyendo en la ecuacion 3.13

2
1 X X
=—Zg|——| +V,senf ———
=739 [Vo cos@J ° (V cos@J

simplificando

g 2
=—| ————— | X“ +(tgf) X 3.16
Y (Z\/OZCOSZHJ (tg0)

Alcance horizontal y altura maxima de un proyectil

Supdngase que €l proyectil eslanzado como muestra lafigura 3.8, € acance maximo se denota por laletraR 'y
laalturaméxima por H.

La altura H se puede calcular de la siguiente maneara, en la parte més ata de la trayectoria la velocidad vertical
es cero, o sea vy, =0, de esta manera el tiempo t; que en llegar a dicho punto se puede calcular despgjando de la
ecuacion 4.10

_V,send
9

substituyendo este resultado en la ecuacion 3.15

t
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2
V, sen V, sen
H :_lg[o—e] +Vo%n9(0—e]

2 g g
V.?>sen?@
H =°%>"~—"7 ~ 3.17
29
Y
V=0
A Vx
Vy Vi
Vi v,
H
—
VA
e A
o X
R

Figura 3.8. figura para mostrar laaturaméximaH y el alcance méximo R.

para determinar el acance total R se observa que debido a la simetria en la pardbola, € tiempo necesario para
recorrer la dicha distancia es € doble del tiempo requerido para alcanzar la atura maxima, es decir t=2t;,
substituyendo en la ecuacion 3.14

V,send) V,’cosd send
T )T

expresion que puede ser simplificada utilizando la identidad trigonométrica sen 26 = 2cos 6 sen 6

_V,2sen 20
g

R 3.18
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EJEMPLOS

XVIII) Usted arroja una pelota desde un acantilado a una velocidad inicial de 15 m/s 'y con un angulo de 20°
arriba de la horizontal. Halle a) su desplazamiento horizontal y b) su desplazamiento vertical 2.3 s més

tarde.
SOLUCION
Y - -
Vor AN Las ecuaciones paramétricas del movimiento respecto al
T \\ sistema de coordenadas el egido son
\ X =V, cosd t
\Q\ 1
\ y:—Egt2+Vosen(9t

\ evaluandoent=2.3s

X = (15 M )cos20° (2.35) = 3240 m

y= —;(9.8 %2)(2.3 5)° + (15 M )sen20° (2.3 5) = ~14.12m

XIX)  Una piedra es proyectada a 120 ft/s en una direccion 62° sobre la horizontal, hacia un acantilado de
dtura h, la piedra golpea sobre e acantilado 5.5 s después del lanzamiento. Halle la atura h del
acantilado, b) la altura maxima alcanzada por la piedra

A
PRl N
e \\
, N
Ve \
, \ B
’
’
’
’ H
’
’
4 h
7
v Vo
0 Y

O N e g e s e
SOLUCION

a) La ecuacion 3.13 representa € acance vertical de la pardbola, evaludndola par at= 5.5 s, Vo =120 ft-/s, 6 =
62° y considerando g= 32 ft/s’ se obtiene laaturah indicadaen lafigura

1 ft 2 ft 0 _
y__§(32 Azj(5.5s) (220 /) sen62° (555) = 98.74 ft

b) La altura méxima H que alcanza la piedra puede determinarse mediante la ecuacién 3.15, utilizando los datos
anteriores
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(120 %)2 sen? 62°
2(32 %2)

XX) Una pelota rueda desde lo alto de una escalera con una velocidad horizontal de magnitud de 5 ft/s. Los
escalonestienen 8in delargoy 8 in de ato. .¢En qué escalén golpea s primero le pelota?

H= =17541 ft

SOLUCION

El sistema de referencia es colocado en € punto donde la pelota abandona el primer escaldn, tal como se muestra
en lafigura, en estas condiciones la ecuacion de la trayectoria parabdlica que sigue la pel ota queda descrita por
laecuacion 3.14 con 6 = 0°

y lalinea que forman las esquinas de los escalones la cual es una linea recta a — 45 ° se representa por la
ecuacion

y=-X 2

El punto de interseccion de la trayectoria de la

pardbola y la recta corresponde

aproximadamente a escalén en que la pelota

golpea, procediendo a encontrar dicho punto se
~ igualan las ecuaciones 1y 2

la primer solucion corresponde alainterseccion con el punto origen y lasegunda alainterseccion en el punto A,
dividiendo esta segunda solucion entre el ancho de |os escalones se obtiene el escalén en que golpeala pelota

ft,/\’
Ny 2(54) 75

Numerodeescalc')n:ﬁ: 9 — =233

d dg (%2 ftXBZ %zj JEZ
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Por e resultado obtenido, |a pelota golpea el 3 escal6n.

XXI)  Un jugador de fitbol americano patea la pelota para que tenga un “tiempo de suspension” de 4.5 sy
aterrice a 50 yardas (47.7 m) de distancia. Si la pelota abandona el pie del jugador a5 ft (1.52 m) de
atura sobre el terreno, ¢Cua es su velocidad inicial (magnitud y direccién)?

SOLUCION

L as ecuaciones paramétricas son
X =V, cosd t

y:—%gt2+vosent

y delatrayectoriadel movimiento son

y(L] <+ (tg0) x

2V, % cos? 0

- - -

[ 77Y77T7 777777777777 77777777777 77777777777YF77

A 4

&
<

substituyendo en las ecuaciones anteriores las condicionesx =L, y=-hyt=T

L =V,cosf T 1
—h:—%gTZJrVosenT 2
) 2
—h=—-|—9%  |1%4+(igo)L 3
[2\/0200829J (1g0)

delaecuacion 1
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V, cosé = L
T

substituyendo en la ecuacién 3

T2

—h=—|—2 |+ (1g0) L=—g—+1g0
L 2
&
T
despegjando 6
2 9.8, (45s)
zs?zarctg1 Ty = arctg 1 % -1.52m||=64°
Ll 2 47.7m 2

delaecuacién 1 lamagnitud de lavelocidad es

L 47.7m
V, = = =24.21
° Tcos® (45s)cos64°) r%

XXI1)  Un cafién esté listo para disparar proyectiles con una velocidad inicial Vo directamente sobre la ladera
de una colina con un angulo de elevacién o ¢A qué dngulo a partir de la horizontal debera ser apuntado
€l cafion para que obtener el maximo alcance posible R. sobre laladera?

SOLUCION

De acuerdo al sistema de coordenadas
mostrado en la figura la ecuacion de la
ladera es la linea recta
y =1gé x
y la ecuacion de la parabola es
1 gx°
=
2V," cos’ a

y= +tga X

/17777 77777777777 777
El punto de interseccion A puede se encontrado resolviendo e sistema de ecuaciones por € método de

comparacion

2
tgé?x:—1 gXx

—=2 2 itgax
2V,? cos® a
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factorizando

1 gx?
= 9% tgf-tga |=0
{2v02cosza 90 ]

de donde las soluciones son

‘. V% cos® (
g

x =0, tga —tg6)

la segunda solucion es la que corresponde a punto de interseccion A, € acance maximo R sobre la ladera
correspondera también a un alcance maximo en x, por lo tanto aplicando el proceso de derivacion para maximos
y /o minimos a esta Ultima expresion, pero derivando respecto de o

dx 2V,

— (cos® & — sen’ & + 2tgH cosa senax)
da g

se procede aigualar acero, pero laexpresion que debe ser cero es
cos’ a —sen’ a + 2tgd cosasena = 0
aplicando las identidades trigonométricas

cos2a = cos® a —sen’ a
sen 2o = 2sen o cosa

cos2a +tgfdsen2a =0

de donde

tg2a = —cot gl =tg(x/2+ 6)

aplicando arco tangente a ambos lados de la ecuacién
20=r12+60=

de donde
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XXII) Un juego de bésbol un bateador envia la bola a una altura de 4.6 * sobre e suelo de modo que €
angulo de la proyeccién es de 52° con la horizontal. La bola aterriza en el graderio, a 39 ft arriba de la
parte inferior; €l graderio tiene unainclinacion de 28° y los asientos inferiores estdn a una distancia de
358 ft de la placa de home”. Calcule lavelocidad con que labola dejo6 el bate.

SOLUCION
_ - - - ~ ~ < -
- - ~
e ~N
-, ~
> N
7 N
, AN
Ve AN
e N
7/ N
Ve N\
7 \
7 \
7
vV,
'% s
— eX
oj H
h{ o

/77 Y7777 77777777777 77777777777 7777777777777

<

L

La atura H que alcanza la pelota sobre los graderios H = s sen o = (39 ft) sen 28 °= 1831 ft y e alcance
logrado D=L + scosa = (358 +39 cos 28 ° ) ft =392.24 ft

La ecuacion de latrayectoria esta dad por la ecuacion 3.14, o sea

1 gx°

=22 4tgl x
2V,? cos? 0

y:

si de acuerdo al sistemadereferenciasehacey=H-h y x=D

2
Hoh=-1_9D" 40D
2V," cos’
de donde despejando V¢
V, = D = ; 39224 1t =115.34 ft
s \/Z(tge D—(H —h)) - 2tg52° (392.24 ft)—(18.31 ft — 4.6 ft))
g 32 ft 4
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Movimiento circular

Otro de los movimientos mas comunes de los cuerpos es e movimiento circular uniforme, para redizar la
descripcién de movimiento primero se definen alguno conceptos necesarios.

Conceptos basicos

Delafiguradel circulo mostrado, larelacion existente entre el angulo 6 el cual tiene como unidades |os radianes
y lalongitud dearco ses

s=R6@ 3.17

s e radio R de lafigura se mantiene constante, la derivadarespecto del tiempo de la expresion anterior es

ds_Rde_

—=R—/—=R 3.18
a ¢

do
donde la velocidad angular se definecomo @ = —,

dt

ds
la derivada E el conocida como la rapidez

si la ecuacion 3.18 es nuevamente derivada respecto det, se obtiene la aceleracion angular

_da)_d2(9

a—a— dt2 3.19

La descripcion del movimiento de una particula que se mueve en un circulo de radio R y velocidad angular o
constante, se puede realizar como se muestra a continuacion:

el vector de posiciénr, de la particula respecto del el sistema de coordenadas cuyo origen coincide con el centro
del circulo es

r = R(cosé, send )
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tal como se muestralafigurasiguiente

Y
v
P
[
a
0 X
derivando respecto del tiempo, para obtener lavelocidad v
= ar = RE (cos@,senf ) = R(—sené?%, cos@d—g)
at dt dt at
= Rd—e(—sene, cosb)
dt

= Rw(-sené, cosh) 3.20

se observa que la velocidad es perpendicular aal vector de posicion r en cualquier punto, esto es
r-v = R(cos@, send )Ro(—send, cosé ) = R*w (—cosdsend +send, cosé ) =0

por lo tanto es tangente a la trayectoria circular.

Su magnitud

v=|v| = Ron/(-sen0)? +(cosh) ? = Rwy/send? +cosé ? = Ro
V=Ro 3.21

unaconstante V= R® lacua esigual alarapidez, tal como se muestra es a continuacion
derivando la ecuacién 3.20 respecto al tiempo para obtener la aceleracion a,
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a:d—v_ Ra)—( send, cosf ) = R(— cos@d—g —sen@d—e)
dt dt dt

= Ra)?j—t(—cose, —send)

= Rw?(—cosé,— senb)
= —Rw?*(cosé,send) 3.22

En este caso la aceleraciédn tiene una direccion contrariaa vector de posicion r, 0 sease dirige hacia €l centro del
circulo, por tal motivo sele conoce como la aceleracién centripeta. Su magnitud es

- |a| = sz\/(— cosd)’ +(send) ? = Ra)z\/cosﬁ2 +sené ? = Rw?

a=Rw 3.23
despegjando de laecuacién 3.21 aw
\%
0=—
R
substituyendo en 3.23
VZ
a=— 3.24
R
EJEMPLOS

XXIV) Un satélite de latierra se mueve en una 6rbita circular situada a 640 Km sobre la superficie de latierra.
El tiempo para una revolucién es de 98 min. a) ¢Cud es la velocidad del satélite? b) ¢Cud es la
aceleracion en caidalibre en la Orbita?

SOLUCION

a) El periodo revolucion es T=98 min = 5880 s, la distancia recorrida durante ese tiempo es L= 2nR donde R =
640 km es el radio de la érbita, entonces la velocidad tangencia del satélite es

L_Zﬂ'R 27 (640%10° m) 84’p/
T T 5880 s

b) Laaceleracion en caidalibre en la 6rbita corresponde ala aceleracion centripeta, o sea

2

v _ (@09 -0731m/,

a —_
R 640x10° m
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XXV) .Unaruedade feriade 15 m de radio completa 5 vueltas sobre su gje horizontal a cada minuto. a) ¢Cud
es la aceleracion, magnitud y direccion, de un pasajero en e punto mas alto? b) ¢Cudl es la aceleracion
en e punto més bajo?

SOLUCION

a) Procediendo a calcular la velocidad y la aceleracion centripeta como en el problema anterior, ahora L=
27NR, siendo N en nimero devuelta y T=1 min =60 s, €l tiempo en que realizalas N vueltas

L 2zNR 2z 5(15m)
=== = =785
S

T T  60s
2 (7.85MV)2

a:V— W =41 'P/
R 15m

en lafigura se muestrala direccién delaaceleracion
en la parte superior e inferior, en ambos casos la magnitud
eslamisma, entonces en la parte superior

a=4.1m/$ dirigidahaciaabajo

b) enestecaso
c)
a=4.1m/$ dirigidahaciaarriba

XXVI) Secree que ciertas estrellas neutron (estrelias exiremagamente gensas giran alregedor de L revis. Si una
estrella tal tiene un radio de 20 Km (valor tipico), ¢cudl es la velocidad de un punto situado en el
ecuador de laestrella?y b) ¢Cud eslaaceleracion centripeta en ese punto?

SOLUCION

Lavelocidad angular de giro de laestrellaes o = 1 rev/s = 2r rad/s y su radio R= 20 km =20 000 m, entonces la
velocidad tangencial en un punto del ecuador es

_ _ 3 rad/y — 3
V=R = (20 x10° m)(2z A)_126x10 f%

y la aceleracion centripeta

vi o (126 ry) 'p/

R 20x10°m

XXVII) Un nifio hace girar una piedra en un circulo horizontal situado a 1.9 m sobre el suelo por medio de una
cuerda de 1.4 m de longitud. La cuerda se rompe, y la piedra sale disparada horizontal mente golpeando
d suelo a 11 m de distancia. ¢Cudl fue la aceleracion centripeta de la piedra mientras estaba en
movimiento circular?

SOLUCION
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La figura muestra € esquema de la situacién. Al romperse la cuerda la piedra sale con la velocidad horizontal
igua alavelocidad tangencial V que tiene a girar, siguiendo una trayectoria parabdlica que se puede describir
mediante |as ecuaciones paramétricas

H
L
X =Wt
1 .,
=——0t
y 29
haciendo x =L, Y=-H setiene
L=Wt 1
1
—H=-Z=qt? 2
29
delaecuacién 2 se determina el tiempo de vuelo
2H
t=_|—
g

L L g

—= =L
t \/% 2H

entonces la aceleracion radia es
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XXVIII)-a) ¢Cud eslaaceleracion centripeta de un objeto situado en el ecuador de latierra debido a la rotacion
delamisma? b) ¢Cudl tendria que ser el periodo de rotacion de latierra para que los objetos situados en
el ecuador tuvieran una aceleracion centripetaigual a9.8m/s”

SOLUCION

a) El radio de latierraes R = 6.37 x 10° m, la velocidad angular se obtiene recordando que la tierra da una
vuelta sobre si mismaen 24 hr.

. 1 2
24 hrs  24(3600 s)

_ -6 rad
= 72.72 x10 A

La aceleracién centripeta es entonces

_ 2 _ 6 -6 rad/y2 —
a, = Rw’ = (6.37x10° m)(72.72 x 10 A) = 0.0337 %2

igualando la aceleracion centripeta con la aceleracién de la gravedad

272_2
= :R2:—
9-a.-Ro'-R %)

de donde se despeja el periodo

= 5066 s = 84.42 minutos

con este periodo |os objetos que se encuentren situados en € ecuador “flotarian”
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CAPITULO IV

Dinamica
Conceptos basicos: masa, pesoy fuerza.
Particula y cuerpo rigido

Los movimientos reales de los cuerpos son tan complejos que, a estudiarlos, es necesario prescindir de los
detalles poco importantes para el movimiento que consideramos (en caso contrario, el problema se complicaria
tanto que resolverlo seria practicamente imposible).

Con este fin se emplean conceptos (abstracciones, idealizaciones), cuyo empleo depende del caracter concreto de
los problemas que nos interesan, asi como del grado de precision, con € cua queremos obtener €l resultado.

Entre estos conceptos juegan gran papel |as nociones del punto material y del cuerpo rigido.

El punto material, o con brevedad, particula es un cuerpo, en el cual las dimensiones se pueden despreciar en
las condiciones del problema dado. Evidentemente, que un mismo cuerpo se puede considerar en unos casos
como punto material, en otros como cuerpo extendido.

El cuerpo rigido, o con brevedad, € solido, es un sistema de puntos materiales, en €l cual la distancia entre
elos no varia en € proceso del movimiento. Un cuerpo rea se puede considerar rigido solamente s su
deformacién es despreciablemente pequefia en las condiciones del problema que se examine.

La Mecénica se plantea dos problemas fundamentales;

1. El estudio de diferentes movimientos y la generalizacion de los resultados obtenidos en forma de leyes de
movimiento, con ayuda de Jas cuales puede ser predecido el carécter del movimiento en cada caso concreto.

2. La busgueda de propiedades generales, propias de cualquier sistema, independientemente de la especie
concreta de interaccion entre |os cuerpos de éste.

La solucién del primer problemallevo al establecimiento por Newton y Einstein de las llamadas leyes dinamicas,
la solucion del segundo problema, a descubrimiento de las leyes de conservacién de magnitudes tan
fundamentales como la energia, del momento lineal y e momento angular o cinético..

Las leyes dindmicasy las leyes de conservacion de la energia, del momento y del momento angular son las leyes
fundamentales de mecanica. Su estudio constituye la mayor parte del contenido del curso de Fisica del
movimiento.

Fuerza, masa inercial, masa gravitacional y peso.

Definicion: la fuerza puede considerarse en primera instancia como cualquier accién de un agente exterior tal
que sea capaz de modificar las condiciones reposo 0 movimiento de una particula o cuerpo rigido, esto es,
cualquier accién que provogque un cambio en la aceleracion ya sea lineal o rotacional, En segundo se puede
considerar, como fuerza cualquier accion exterior sobre un cuerpo que modifique su longitud, area o volumen. Es
necesario mencionar ningun objeto en la Naturaleza se encuentra libre de fuerzas ya que todos los objetos
interaccionan entre si.

L a experiencia muestra que todos |os cuerpos gjercen “resistencid’ atodos los intentos de cambiar su velocidad,
tanto su modulo como su direccién. Esta propiedad, que expresa € grado de resistencia del cuerpo a variar su
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velocidad, se denomina inertancia. En diferentes cuerpos la inertancia se manifiesta en grado diverso. Como
medida de inertancia se utiliza la magnitud [lamada masa inercial (m;), El cuerpo con mayor masa es més inerte,
y viceversa.

Las masas que figuran en esta ley de gravitacion universal se denominan masa de gravitacion (mg), a
diferencia de la masa inercial. Sin embargo, en la préctica se ha establecido que las masas de gravitacion e
inerciales de cualquier cuerpo son estrictamente proporcionales entre si. Por eso se pueden considerar iguales (es
decir, elegir un mismo patrén para la medicién de ambas masas) y hablar simplemente de la masa que interviene
como medida de inerciadel cuerpo o como medida de accidn de la gravedad.

El concepto de masa, puede determinarse mediante la razdn de las masas de dos cuerpos diferentes por la
relacion inversa de las acel eraciones, comunicadas a ellos por fuerzasiguales

a

m_[af _a “

m, [a) a

Observemos, que esta definicion no exige la medicién preliminar de las mismas fuerzas. Es suficiente disponer
solamente del criterio de igualdad de las fuerzas. Por gemplo, si sobre dos cuerpos diferentes, que estan en un
plano horizontal liso, se actlia sucesivamente con un mismo resorte, orientdndolo de forma horizonta y

estirdndol o hasta una misma longitud, entonces se puede afirmar que la accién del resorte sobre cada cuerpo esla
misma en ambos casos, con otras palabras, |as fuerzas son también iguales.

De este modo, la comparacién de las masas de dos cuerpos, sobre los cuales actia una misma fuerza, se reduce a
la comparacion de las acel eraciones de éstos. Tomando cierto cuerpo como patron de masa, nosotros tenemos la
posibilidad de comparar la masa de cualquier cuerpo con este patron.

Como muestra la experiencia, en los limites de la Mecanica newtoniana una masa determinada posee las
siguientes dos importantes propiedades:

1) lamasa es una magnitud aditiva, es decir, la masa de un cuerpo compuesto esigua ala sumade las masas de
sus partes;

2) lamasa del cuerpo como tal es una magnitud constante, que no varia durante su movimiento.

Definicion: €l peso de un cuerpo es la fuerza que gerce un planeta sobre dicho objeto colocado en un lugar
cercano a su superficie, en genera es e producto de la su masa m por la gravedad g, donde g es un vector
constante con direccién hacia el centro de latierra

W = mg 42

Sistemas dereferenciay sistemas coor denados

La posicion de un cuerpo en € espacio puede ser determinada solamente con relacion a algunos otros cuerpos.
Esto mismo atafie también a movimiento del cuerpo, es decir, ala variacion de su posicion en € transcurso del
tiempo. El cuerpo (o € sistema de cuerpos inmdviles entre si) que sirve para determinar la posicién del que nos
interesa, se denomina cuer po de referencia.

En Mateméticas la descripcidn de la posicion de un punto se lleva a cabo mediante la utilizacion de los sistemas
coordenados, que permiten de manera Unica establecer su localizacion en e espacio, existen varios sistemas
coordenados como €l cartesiano rectangular, cilindrico, polar esférico, la utilizacién particular de cada uno de
ellos depende de la facilidad con que un problema particular se simplifica en su notacion, El uso de cada uno de
|os sistemas se dara cuando estos sean utilizados en algiin tema particular donde se requieran necesariamente.

Practicamente para la descripcién del movimiento se ligan con €l cuerpo de referencia algin sistema de
coordenadas, por gemplo, € cartesiano. Las coordenadas del cuerpo permiten establecer su posicion en €
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espacio. Luego, como el movimiento tiene lugar no sdlo en el espacio sino también en el tiempo, entonces parala
descripcion del movimiento es, ademas necesario contar €l tiempo. Esto se hace con ayuda de relojes.

Definicion: € conjunto formado por el cuerpo de referencia, las coordenadas y 1os rel ojes sincronizados entre si,
ligados con é, forman el llamado sistema de referencia.

El concepto de sistema de referencia es fundamental en fisica. La descripcion del movimiento en el espacio y
tiempo es posible solamente cuando ha sido escogido un sistema determinado de referencia.

Como otros cualesquiera el espacio y €l tiempo son objetos fisicos, pero sin embargo, inconmensurablemente
mas importantes y esenciales. Para estudiar las propiedades del espacio y € tiempo, es necesario observar €
movimiento de los cuerpos que en ellos se encuentran. Analizando el caracter del movimiento de los cuerpos
concebimos también las propiedades del espacio y el tiempo.

La Mecanica es la parte de lafisica, en la cual se estudia la forma més simple de movimiento de la materia, el
movimiento mecanico, es decir, e movimiento del cuerpo en el espacio y € tiempo. El hecho de que los
fendmenos mecénicos transcurren en el espacio y e tiempo se reflgja en cualquier ley mecénica que contenga
correlaciones espacio-tiempo, explicitas o implicitas, o sea, distancias e interval os de tiempo.

La experiencia muestra, que mientras las velocidades de los cuerpos son pequefias en comparacion con la
velocidad de laluz, las escalas lineales y 1os intervalos de tiempo permanecen invariables a pasar de un sistema
dereferenciaaotro, es decir, no dependen de la eleccion del sistema de referencia. Esto encontré su expresion en
la concepcidn newtoniana del caracter absoluto del espacioy el tiempo. La Mecénica, que estudia el movimiento
de los cuerpos precisamente en estas condiciones, se denomina Clésica.

Mas, durante el paso a velocidades, comparables con la de la luz, se revela que € carécter del movimiento del
cuerpo variaradicalmente. Con esto, las escalas lineales y losinterval os de tiempo ya dependen de la eleccién del
sistema de referencia y seran diferentes en distintos sistemas. La Mecanica fundamentada en estas nociones, la
denominan Relativista. Naturamente, que la Mecanica Relativista es mas general y compleja y en € caso
particular de pequefias vel ocidades pasaala Clasica

L eyes de Newton

Primeraley denewton y Sistemasinercialesdereferencia

Principio de inercia. En cinemédtica, donde sdlo se trata la descripcion de los movimientos y no se toca el
problema de las causas que los provocan, no hay ninguna diferencia de principio entre diferentes sistemas de
referencia, y en este sentido todos ellos son equivalentes.

Totalmente de otro modo se plantea el problema en dindmica, al estudiar las leyes del movimiento. Aqui se
descubre una diferencia esencial entre diferentes sistemas de referenciay las ventajas de una clase de sistemas en
comparacion con otras.

En principio se puede tomar cualquiera de la multitud innumerable de sistemas de referencia en e planteamiento
de problemas. Sin embargo, las leyes de Mecanica tienen en diferentes sistemas de referencia, hablando en
general, diferente forma y puede resultar que en un sistema arbitrario de referencia incluso fenémenos muy
sencillos se hacen muy complejos. Es natural que surja el problema de la bisqueda de un sistema de referencia
tal, en e cua las leyes de Mecanica sean lo mas simples posibles. Evidentemente, este seria € sistema de
referencia més comodo parala descripcion de los fendbmenos mecani cos.

Con este fin examinemos la aceleracion de un punto materia con relacion a cierto sistema arbitrario de

referencia. ¢Cudl es la causa de esta aceleracion? La experiencia muestra, que esta causa puede ser tanto la
accién de algunos cuerpos determinados sobre el punto dado, como también las propiedades del mismo sistema
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de referencia (en reaidad, en caso general, la aceleracion serd diferente respecto a los distintos sistemas de
referencia).

Se puede, sin embargo, suponer que existe un sistema de referencia tal, en e cual la aceleracion del punto
material se determina por completo sdlo por su interaccion con otros cuerpos. Un punto material libre, no sujeto a
la accién de ningln otro cuerpo se mueve rectilinea 'y uniformemente o, como dicen, por inercia con relacion a
este sistema de referencia. Tal sistema de referenciadenominase sistemainercial.

La afirmacion de que los sistemas inerciales de referencia existen constituye el contenido de la primera ley de
mecéanica clésica, es decir, del principio de inercia de Galileo—Newton, el cua se expresa general mente como.

Todo cuerpo permanece en su estado de reposo, o de movimiento rectilineo uniforme, a menos que un agente
externo lo modifique

La existencia de sistemas inerciales de referencia se confirma por la experiencia. La Tierra es considerada
précticamente como un sistema inercial, para muchos casos, esto fue establecido por los primeros experimentos
gue se redizaron, pero, los siguientes experimentos mas exactos (el experimento de Foucault y todos sus
anadlogos) mostraron que este sistema de referencia no es del todo inercia *, a saber: fueron descubiertas
aceleraciones, la existencia de las cuales no se puede explicar por la accion de algunos cuerpos determinados. Al
mismo tiempo, las observaciones de las aceleraciones de los planetas mostraron el carécter inercial del sistema
heliocéntrico de referencia, ligado con el centro del Sol y con las estréllas "inmdéviles’. El carécter inercia del
sistema heliocéntrico de referencia se confirma en la actualidad por todo un conjunto de experimentos.

Cualquier otro sistema de referencia que se mueva de modo uniforme y rectilineo con relacion a un sistema
heliocéntrico es también inercial. En realidad, s la aceleracion de un cuerpo en € sistema heliocéntrico de
referencia es nula, ella estambién igual a cero en cualquier otro de estos sistemas de referencia

De ese modo, existe no-uno sino una cantidad infinita de sistemas iner ciales de referencia, que su mueven uno
respecto aotro de formarectilineay uniforme Los sistemas de referencia que se mueven con acel eracién respecto
alos sistemas inerciales, se denominan no inerciales.

Consideres la figura 4.1 en la cual se muestran un sistema inercial de referencia K y otro sistema K’ que se
mueve a una velocidad V, medida respecto a sistemainercial K, el sistema K™ es elegido de manera que las los
ges de coordenadas x', Yy, Z' sean paralelos a losgjes X, y, z del sistema K, pero de forma que coincidan los
ges x” y x dirigidos en la direccién de la velocidad V,. Tomando como origen de referencia en e tiempo €
momento exacto en que coincidan los origenes Oy O', escribiendo la relacion entre los radios vectores en cada
un delos sistemas parael punto A en untiempot

r'=r-V,t 4.3
ademés se considera que
t=t' 4.4

Aqui se sobreentiende que la longitud de los segmentos y la marcha del tiempo no dependen del estado del
movimiento y, por consiguiente, son iguales en ambos sistemas de referencia. La suposicion sobre el caracter
absoluto del espacio y € tiempo se encuentra en la propia base de las nociones de la mecanica cléasica, de las
nociones fundamentales en el vasto material experimental que se refiere a estudio de los movimientos a
velocidades, considerablemente menores que lade laluz.

Las relaciones anteriores son conocidas como transformaciones de Galileo son uno de los principios mas
importantes de la mecénica clésica, En las coordenadas estas transformaciones tienen laforma:

X=x-Vt, y=y,Z=y 45
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=

Figura 4.1. Representacion gréfica de dos sistemas de referenciainerciales

diferenciando la ecuacion (4.3) respecto a t se obtiene, encontramos la ley clasica de transformacion de la
velocidad del punto durante el paso de un sistemainercia de referenciaaotro:

vVi=v-V, 4.6

s sevuelve a efectuar la derivacion respecto at se obtiene
a=a 4.7

lo que muestra que efectivamente dos sistemas que se mueven a velocidad constante constituyen sistemas
inerciales.

Sobre las propiedades de simetria del tiempo y el espacio. Una particularidad importante de los sistemas
inerciales de referencia es que el tiempo y €l espacio poseen propiedades determinadas de simetria en relacion
con ellos. A saber: laexperiencia confirma que en estos sistemas de referencia el tiempo es homogéneo, en tanto
que el espacio es homogéneo e isotrépico.

La homogeneidad del tiempo consiste en que e transcurso de los fendmenos fisicos observados (en iguales
condiciones) durante diferentes intervalos de tiempo es el mismo. Con otras palabras, diferentes momentos de
tiempo son equivalentes uno a otro por sus propiedades fisicas.

la homogeneidad e isotropia del espacio consiste en que las propiedades del espacio son iguales en diferentes
puntos (homogeneidad) y en cada punto idénticas en todas las direcciones (isotropia).

Se sefiala, que € espacio no es homogéneo e isotropico en relacién con los sistemas no inerciales de referencia.
Esto significa, que s un cuerpo no interacciona con ningdn otro, no obstante sus diferentes posiciones en el
espacio y sus distintas orientaciones no son equivalentes desde un punto de vista mecanico. En caso general, esto
mismo se refiere también a tiempo que sera no homogéneo, es decir, sus diferentes momentos no son
equivalentes. Es evidente, que estas propiedades del espacio y el tiempo causarian grandes complicaciones en la
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descripcion de los fendmenos mecanicos. Asi, por gemplo, un cuerpo no sujeto a la accién de otros cuerpos, no
podria estar en reposo: si su velocidad en cierto momento de tiempo fueraigual acero, yaen el siguiente lapso €l
cuerpo empezaria a moverse en direccion determinada.

Todo lo dicho certifica con suficiente evidencia el carécter exclusivo de las propiedades de | os sistemas inerciales
de referencia, a causa de las cuales justamente estos sistemas deben, como regla, emplearse en € estudio de los
fenémenos mecanicos.

Segunda ley de newton

Estudiando en la préctica diferentes movimientos advertimos que en los sistemas inerciales de referencia toda
aceleracion del cuerpo se provoca por la accion de otros cuerpos sobre él. Con esto € grado de influencia
(accién) de cada uno de los cuerpos circundantes sobre el estado del movimiento del cuerpo A que nos interesa
es un problema, a que en cada caso concreto puede responder solo € experimento.

La influencia del otro cuerpo (o cuerpos) que provoca la aceleracion del cuerpo A se denomina fuerza. Asi, la
causa de la aceleracion de un cuerpo es lafuerza que sobre é actiia.

Una de las caracteristicas més importantes de la fuerza es su procedencia material. Suponemos gque en ausencia
de cuerpos extrafios la fuerza que actlia sobre €l cuerpo que nos interesa es igual a cero. Mas si se descubre que
lafuerza actlia, buscamos su origen en forma de uno u otro cuerpo concreto o de otros cuerpos.

Todas las fuerzas de las que trata la mecanica, las dividen generalmente en las fuerzas que surgen por €l contacto
directo de los cuerpos (fuerzas de presion, de rozamiento) y las fuerzas que surgen por intermedio de |as creadas
por los campos de los cuerpos en interaccion (las fuerzas de gravitacion, electromagnéticas). Indicando que, sin
embargo, que esta division de las fuerzas tiene carécter convencional: en esencia, incluso con el contacto directo,
las fuerzas de interaccion también se determinan por la presencia de unos u otros campos, creados por las
moléculas o los d&omos de los cuerpos. De este modo, todas las fuerzas de interaccion entre los cuerpos se
condicionan a fin de cuentas, por los campos. El problema sobre la naturaleza de las fuerzas de interaccion sale
deloslimites de lamecéanicay se considera en otras partes de la Fisica.

Recordando que €l experimento de la definicion de lamasa en el cual un resorte igualmente estirado (hecho que
garantiza la igualdad de la accion del resorte o de la fuerza F proporcionada a los cuerpos), causa en cuerpos
diferentes acel eraciones distintas, surge el siguiente problemael de determinar lafuerza de tal modo que, a pesar
de la diferencia de las aceleraciones de los cuerpos en el experimento considerado, la fuerza sea una misma, si
consideramos por gjemplo tres cuerpos bajo la misma fuerza se tendra aplicando la definicién de la masa
ecuacion

(4.1) que
m_[Bl__a om_[ad__a
m ja & m & &
despgjando

ma, =ma, Yy ma,=nka;

comparando

ma, =Mma, = Mm,a,
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es evidente que s el proceso se llevara a cabo con n cuerpos diferentes bajo la misma fuerza los productos m
serian todos iguales

.Es por lo tanto natural tomar esta magnitud ma como ladefinicién de lafuerza, Ademas, teniendo en cuenta que
la aceleracion es un vector, consideramos también que la fuerza es un vector, cuya direccidn coincide con €
vector de aceleracion a

La conclusién anterior constituye el contenido de la llamada segunda ley de Newton que generamente se
expresa como:

e producto de la masa de un punto material por su aceleraciéon es proporcional a la fuerza que actia
sobreded.

es decir
ama=F
¢ factor o de proporcionalidad se toma como la unidad, entonces
ma=F 4.8

de esta maneralas unidades de |a fuerza serén

longitud L
Fl=masa———— =M —
en e sissemaMKS
. metro m
F|=kilogramo———— =kg—
7l g (segundo)’ g s?
= Newton= N

De inmediato se observa, que la segunda ley de Newton, ecuacion (4.8) recibe contenido concreto solo después
de ser establecido € tipo de la funcién F. o sea, su dependencia de las magnitudes que la determinan o, como
dicen, laley de la fuerza. El establecimiento del tipo de la ley de fuerza es en cada caso concreto uno de los
problemas fundamentales de la mecéanica, en general F esuna funcion delaposicién del cuerpo y en ocasiones
de su velocidad. més adelante se dard con detalle estas dependencias para |os casos comunes de aplicacion en
Mecanica.

F designa realidad la fuerza resultante de un conjunto de fuerzas que actlan sobre € cuerpo. Resulta cdmodo
presentar esta fuerza F como €l resultado de la accién de cuerpos aidlados o de las fuerzas Fy, F», . ., F, La
experiencia muestra que si 1os cuerpos, fuentes de las fuerzas, no gercen influencia uno sobre el otro y por eso
no cambian su estado por la presencia de otros cuerpos, entonces lafuerza resultante

F=F+F+--+F +--+F,
donde F; es la fuerza con la cua actuaria € cuerpo i-ésimo sobre el punto material dado en ausencia de otros
cuerpos. Si, esto es asi, se dise que las fuerzas F;. F», ..., F, se someten al principio de superposicion. Esta

afirmacion se debe considerar como la generalizacion de factores experimental es.

Una forma de ver la segunda ley de Newton es considerar la parte izquierda de la ecuacién como “el efecto” o
seala aceleracion del cuerpoy la parte derecha“las causas’ o fuerzas
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Terceraley de newton.

En todos | os casos cuando en la préctica participan sdlo dos cuerpos A 'y B y e cuerpo A comunica aceleracion al
cuerpo B. se advierte que el cuerpo B también comunica aceleracion al cuerpo A, sobre la mismalinea de accion.
De aqui concluimos que las acciones de los cuerpos uno sobre otro tienen caracter de interaccion. (Ver lafigura
4.2)

n

F,

1 12
¢ ‘ G >
N L4

Figura4.2

Newton postul¢ la propiedad general siguiente de todas las fuerzas de interaccion, o sea, la tercera ley de
Newton

A cada accion se opone siempre una reaccion igual, es decir, las acciones mutuas entre dos cuer pos son
siempreigualesy estan dirigidas hacia partes contrarias

las fuerzas con las que dos puntos materiales actlian uno sobre €l otro, son siempre de igual médulo y estan
dirigidas en direcciones contrarias alo largo de la recta que une estos puntos, es decir,

F,=-F, 4.9

Esto significa, que las fuerzas de interaccion surgen siempre a pares. Ambas fuerzas estan aplicadas a diferentes
puntos materiales y, ademas, son de una misma natural eza.

Laley (4.9) se alos sistemas de un nimero arbitrario de puntos materiales. Nosotros partimos del concepto de
que también en este caso la interaccion se reduce a las fuerzas que interaccionan a pares entre los puntos
materiales.

En laterceraley de Newton se supone que ambas fuerzas son de igual médulo en cualquier momento de tiempo,
independientemente del movimiento del punto.

Esta afirmacién corresponde a la idea newtoniana sobre la propagacion instanténea de las interacciones, 0 sea, a
la hipétesis que lleva el nombre de principio de largo alcance de la mecanica clasica. Segun este principio, la
interaccién entre los cuerpos se propaga en el espacio a velocidad infinitamente grande. Con otras palabras, si se
varialaposicion (el estado) de un cuerpo, entonces inmediatamente se puede descubrir aunque sea una muy débil
variacion en los cuerpos que con é interaccionan, cualquiera que sealadistanciaentre ellos.

Ahora sabemos que en redlidad esto no es asi, que existe una velocidad méxima finita de propagacion de las
interacciones, igual alavelocidad de laluz en € vacio. Por eso la terceraley de Newton (y también la segunda)
tienen determinados limites de aplicacién. Sin embargo, a velocidades de los cuerpos considerablemente menores
alade laluz, con las cuales choca la mecanica clésica, ambas leyes se cumplen con muy gran exactitud. Por 1o
menos esto o certifican los calculos de las trayectorias de los planetas y de los satélites artificiales, que se
realizan con exactitud «astrondmica» precisamente con ayuda de las leyes de Newton.

77



FISICA DEL MOVIMIENTO APLICADA ENERO 2008 Gonzalo Gélvez Coyt

Las leyes de Newton son las |leyes fundamentales de mecanica clasica. Ellas permiten, aunque sea en principio,
resolver cualquier problema mecanico; ademas, de ellas pueden ser deducidas todas las demés leyes de la
mecanica clasica.

En correspondencia con € principio de relatividad de Galileo las leyes de mecanica son iguales en todos los
sistemas inerciales de referencia. Esto significa, en particular, que la ecuacién (4.8) tendra la misma forma en
cuaquier sistema inercial de referencia. Realmente, la masa m de un punto material no depende como tal de la
velocidad, es decir, es idéntica en todos los sistemas de referencia. Ademés, para los sistemas inerciales de
referencia también es igual la aceleracién del punto. La fuerza F tampoco depende de la eleccién del sistema de
referencia, ya que ella se determina por la disposicion mutuay por lavelocidad del punto material con relacion a
los cuerpos circundantes y, segin la mecanica no relativista, estas magnitudes son iguales en los diferentes
sistemas inerciales de referencia.

De este modo, las tres magnitudes m, a, y F. que entran en la ecuacién (4.8), no varian durante el paso de un
sistema inercial de referencia a otro y, por consiguiente, no cambia y la misma ecuacion (4.8). Con otras
palabras, laecuacién ma = F esinvariante respecto alas transformaciones de Galileo.

Fuerzasdelanaturaleza

Para poder aplicar la segunda ley de Newton en problemas précticos de movimientos de los cuerpos y convertir
e problema a un problema puramente matemético, es necesario ante todo conocer las leyes de las fuerzas que
actlian sobre la particula, es decir, la dependencia de la fuerza de las magnitudes que la determinan. Cada una de
estas leyes se obtieng, a fin y a cabo, partiendo de la elaboracion de los resultados practicos y, en esencia,
siempre se apoya en lamisma segunda ley en la determinacién de lafuerza.

La gran variedad de fuerzas que se observan en la naturaleza pueden ser actualmente a reducidas a cuatro
interacciones fundamentales, a saber, dos largo acance, gravitatoria y electromagnética y otras de corto dos
alcance a nivel nuclear interacciones fuertes e interacciones débiles. En la actualidad se realizan esfuerzos para
logra la unificacion de las fuerzas en una sola fuerza fundamental, ya se logré unificar en un mismo formalismo
lafuerza débil y lafuerza electromagnéticay se espera que en €l futuro se logre la unificacion.

Las fuerzas mas fundamentales, que se encuentran en la base de todos los fendmenos mecanicos, son las de
gravedad y las €eléctricas. A continuacion se enuncian las leyes producto de estas fuerzas en € aspecto méas
simple, o seasin involucrar altas velocidades (no relativista)

La fuerza de atraccién de la gravedad actlia entre dos puntos materiales. En concordancia con la ley de

gravitacién universal esta fuerza es proporcional a producto de las masas de los puntos m; y m,, inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre €]losr y esta dirigida por la recta que une estos puntos:

mm 4.10
F=G—2r
r

donde G eslaconstante de gravitaciony r es un vector unitario en ladireccion que une las masas
Lafuerza de Coulomb que actlia entre dos cargas puntuales q; y .
411

F=k%h%k,
r
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donde r esladistancia entre las dos cargas, K es un coeficiente de proporcionalidad y r es un vector unitario que
depende del sistema de unidades elegido. A diferencia de lafuerza de gravitacion, la de Coulomb puede ser tanto
de atraccidn, como de repulsion.

Laley de Coulomb degja de cumplirse exactamente si las cargas se mueven. Resulta que lainteraccion eléctricade
las cargas que se mueven depende de modo complejo de su movimiento. Una de las partes de esta interaccion,
condicionada por € movimiento, se denomina fuerza magnética (de aqui y la otra denominacion de esta
interaccion dada, electromagnética). A velocidades bajas (no relativistas) la fuerza magnética constituye una
parte pequefia despreciable de la interaccién eléctrica y ella se describe con un alto grado de exactitud por la
ecuacion anterior

A pesar de que las interacciones de gravitacion y eléctrica se encuentran en la base de toda la diversidad
innumerable de los fendmenos mecéanicos, € andlisis de los fendmenos, en particular de los macroscépicos,
resultaria muy complejo s partiéramos en todos los casos de estas interacciones fundamentales. Por eso es
comodo introducir otras leyes de fuerzas aproximadas (que en principio pueden ser obtenidas de las fuerzas
fundamentales). Esto es indispensable para smplificar la parte matematica del problema hasta tal punto que sea
posible resolverlo précticamente.

Con este fin se introducen, por g emplo, las siguientes fuerzas.

Lafuerza de gravedad homogénea o peso
F=mg 412
donde meslamasadel cuerpo, g es la aceleracion de lafuerza de gravedad

La fuerza elastica o ley de Hooke, es una fuerza proporcional al desplazamiento del punto material de la
posicién de equilibrio y esté orientada hacia esta posicion:

F=—kr 4.13

donde r es € radio vector que caracteriza el desplazamiento de la particula de la posicién de equilibrio; k es el
coeficiente de elasticidad y siempre es positivo y depende de las propiedades «elasticas» de una u otra fuerza
concreta.

Fuerza derozamiento

La fuerza de rozamiento de rozamiento, es la que surge durante e deslizamiento del cuerpo dado por la
superficie de otro cuerpo,

F=uN 4.14

Donde p es e coeficiente de rozamiento de deslizamiento que depende de la naturaleza y del estado de las
superficies en contacto (en particular de su rugosidad); N es la fuerza de la presion normal que aprieta las
superficies en rozamiento una contra otra. La fuerza F esta dirigida en sentido contrario a la direccion del
movimiento del cuerpo dado en relacion con €l otro.

Lafuerza de resistencia de un fluido acttia en el cuerpo durante su movimiento de translacion en un gas o un

liquido. Esta fuerza depende de la velocidad del cuerpo v respecto a medio, estando dirigida en sentido inverso
al vector v:

F=-av 4.15
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donde o es un coeficiente positivo, caracteristico para € cuerpo y € medio dados. Este coeficiente depende,
hablando en general, de la magnitud de la velocidad v, pero sin embargo, a velocidades pequefias se puede
considerar en muchos casos précticamente constante.

Existen ademés, otros tipos de fuerzas como las de contacto, de adherencia de resistencia de un fluido a atas
velocidades, etc.
Ecuacion fundamental de dinamica

La ecuacion fundamental de dindmicade un punto material es ni més ni menos que la expresion rnatematicade la
segunda ley de Newton:

md _F 4.16
dt

siempre y cuando la masa sea una constante, también puede ser escritade laforma

d’r

mF =F 4.17

estas ecuaciones pueden escribirse en componentes, como se indica a continuacion

av
m & _ Fo, m—X=F, m&e _ F, 4.18
dt dt dt
2 2 2
md;(_Fx, dey:Fy, md—ZZ:FZ 4.19
dt dt dt

En esencia, (4.16) ~ 6 (4.17) es la ecuacion diferencial del movimiento de un punto en forma vectoria. Su
solucion es e problema fundamental de dindmica del punto material, siendo posibles dos planteamientos
opuestos del problema.

1. Encontrar lafuerza F que actlda sobre el punto, s se conocen lamasam del punto y la dependenciade su radio
vector del tiempo r (t).

2. Encontrar la ley de movimiento del punto, es decir, la dependencia de su radio vector del tiempo r (t), S se
conocen lamasa m del punto, lafuerza F (o lafuerza ;) que actla sobre él y las condiciones iniciales, o sea, la
velocidad v y laposicion rodel punto en e momento de tiempo inicial.

En €] primer caso e problema se reduce a la diferenciacién de r (t) conforme al tiempo, en tanto que en €l
segundo, alaintegracion de la ecuacion (4.16) 6 (4.17).

La solucion de la ecuacion (4.16) 6 (4.17) se realizan en dependencia del carécter y del planteamiento del
problema concreto en forma vectorial, 0 en coordenadas, o bien en las proyecciones sobre la tangente y la normal
alatrayectoriaen el punto dado.

Ejemplos concretos de la aplicacion de la ecuacion fundamental o ley de Newton en las soluciones de diversos
problemas mecanicos se realizaran en los siguientes capitul os.
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Dinamica de una particula
El problema fundamental de la Dinamica es establecer las leyes de movimiento de los cuerpos conociendo
previamente las fuerzas que actlan sobre de ellos y las condicionesiniciales.

Tal como se sefiadlé en d capitulo 11, las Leyes de Newton constituyen la base para la determinacién de la
ecuacion de movimiento del punto.

En especial la segunda ley de Newton es la ecuacion basica en la solucidn del problema de movimiento del punto
material, o sealaexpresion:

ma=F
|a misma se puede escribir en componentes

ma, =F, ma=F, ma=F,

Diagrama de cuerpo libre

Para la solucién de los problemas de dindmica es conveniente aislar €l cuerpo sobre el que se quiere determinar
su movimiento e indicar en cada caso particular las fuerzas externas que actlian directamente sobre é dicho
esguema se conoce como €l diagrama de cuerpo libre.

Por gemplo en la figura 4.3 (a) se muestra un cuerpo colgando de un hilo que a su vez cuelga del techo, las
Unicas fuerzas que afectan a cuerpo directamente son su peso W = mgy latension T de lacuerda. Lafigura4.3
(b) indica esquematicamente dichas fuerzas, y la figura 4.3(c) muestra las fuerzas y e sistema de referencia,
estos dos ultimos dibujos constituyen el diagrama de cuerpo libre.

mg

mg
Y

Figura 4.2 (a) Dibujo de la masa colgante, (b) Indicacion de fuerzas en la masa, (c) diagrama de cuerpo libre
correspondiente.

La construccién de un adecuado diagrama de cuerpo libre constituye la base principal parala correcta aplicacién
delasleyes de Newton y por lo tanto parala solucion de los problemas de dindmica
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A continuacion se da una metodologia para la solucion de problemas de mecéanica:
a) Readliceun dibujo sencilloy claro del problema colocando solo los elementos relevantes a problema

b) Considere e cuerpo sobre & que se quiere determinar su movimiento realice el diagrama de cuerpo libre, esto
es indique todas las fuerzas externas que actlan sobre el cuerpo, no coloque componentes de las fuerzas en €
diagrama, nunca dibuje las fuerzas que € cuerpo pueda ejercer sobre e exterior, ademas recuerde que la
velocidad y la aceleracion no tienen las unidades de la fuerza y nunca deben operarse con las fuerzas. Si el
sisterna consta de muchos cuerpos, realice el proceso para cada uno de ellos.

¢) Elijaun sistema de referencia adecuado a cada cuerpo y determine las componentes de las fuerzas alo largo
de cada uno de los gjes. Aplique la segunda ley de Newton en laforma de componentes.

d) La segunda ley de Newton dara origen a un sistema de ecuaciones consistente, esto es en nimero de
ecuaciones debe de corresponder a nimero de incgnitas, de no ser asi sera sefial de no haber incluido a todos
los elementos. Resuelva es sistema para las incognitas del problema.

Aplicaciones de lasleyes de Newton

)] Un meteorito de .25 kg de masa cae verticalmente a través de la aimdsfera de la Tierra con una
aceleracion de 9.2 m/s”. Ademés de la gravedad, una fuerza vertical retardante (debida a la resistencia
aerodinamica de la atmésfera) actlia sobre el meteorito. ¢Cud esla magnitud de esta fuerza retardante?

SOLUCION
La figura siguiente muestra el diagrama de cuerpo libre sobre el meteorito, en este caso mg essu peso y F. la

fuerza retardante. Como se observa las fuerzas y € la aceleracion se realizan en una dimensién por lo que la
segunda ley de Newton se puede considerar como ecuacion escalar

Y Considerando que la aceleracion es en la direccion negativa de
A eje Y. la segunda ley de Newton conduce a la ecuacion
Fr F -mg=-ma
a
de donde
X
I:r = m(g - a)
= (0.25 kg)(9.8 % -9.8 ryz)z 0.15N
mg S S

\4
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1) Un blogue 5.5 kg esta inicialmente en reposo sobre una superficie horizontal sin friccion Es jalado con
una fuerza horizontal constante de 3.8 N. (a) ¢Cud es su aceleracion? (b) ¢Cuénto tiempo debera ser
jalado para que su velocidad sea de 5.2 m/s’ ¢) ¢Cuénto se aleja en ese tiempo?

SOLUCION

oo

a) el sistema corresponde a un solo cuerpo, las fuerzas que actlan sobre el bloque, son € peso mg, la Norma N
debidaal pisoy lafuerzaF. constante, gas componentes de cada fuerza en el sistema mostrado son

mg =(0,-mg), N. =(0, N) y F. = (F, 0)

puesto que no hay movimiento en la direccion vertical la aceleracién en esa direccién es cero, de tal manera que
a aplicar la segunda ley de Newton se obtiene el sistema

F =ma,
N-mg=0

de laprimer ecuacion

a - F 38N—069'P/
m 5.5kg

b) puesto que el movimiento es uniforme acelerado y se tiene !as condiciones iniciales Xo =0 my

Vozom/S
52
n/‘/ =753s

69y

c¢) ladistancia recorrida en ese tiempo es

V =at dedondet =

L=-at?==lo. 7. - 19.
St 2069%2 53s)’ =195m
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1) Un trineo-cohete experimental de 523 kg puede ser acelerado desde el reposo hasta 1620 km/h en 1.8 s.
¢Cud eslafuerzanetarequerida?

SOLUCION
Lamagnitud de la aceleracion puede determinarse mediante la ecuacion de la cinemética

V-V,
ot

seconsideraque Vo =0m/s, V = 1620 km/h = 450 m/sy t = 1.8 s, entonces

(450 0)
250
18s W

puesto que el movimiento se realiza en una dimensién la segunda ley de Newton se escribe como
una ecuacion escalar de donde

F = ma = (523kg)j250 ™M/, )= 13075 N

Plano inclinado sin friccion

V) Una cgja de 110 kg esta siendo empujada a una velocidad Constante por la rampa de 32°(a) ¢Qué fuerza
horizontal F serequiere (b) ¢Cud eslafuerza que gerce larampa sobre lacgja?

SOLUCION Y
~
A

mg /6

Figura. (@) Plano inclinado sin friccién, (b) diagramade cuerpo libre del plano inclinado sin friccion.

En e diagrama de cuerpo libre mostrado en lafigura a, N es la fuerza normal debida a larampa, mg e peso del
cuerpo y F la fuerza horizontal a piano. La figura b muestra en mismo diagrama, pero girado. Por razones
geométricas € angulo 6 de inclinacion del plano es el mismo que hace el peso mg con el ge Y negativo.

Tomando como base €l sistema de referencia con gje X paralelo a plano inclinado, cada una de las fuerzas se
representa en componentes como

N =N(01)=(0,N)
mg = mg(-sené,—cosé) = (- mg send,—mg cosb))



FISICA DEL MOVIMIENTO APLICADA ENERO 2008 Gonzalo Gélvez Coyt

F = F(10)=(F,0)

El movimiento resultante es en es en la direccién positiva del gje X, pero como es a velocidad constante, la
aceleracion a, = 0 y como no hay movimiento en la direccion perpendicular la aceleracién ay es también cero.
Aplicando ahorala segundaley de Newton en componentes se

obtienen las ecuaciones

F-mgsend =0 1
N -mgcosé =0 2

a) delaecuacion (1) F = mgsend = (110 kg)(9.8 I%Z)Sen(SZO): 571N

b) lafuerza que gerce larampaesigua alafuerzanormal indicada, de la ecuacién (2)

N = mgoosd = (110 kg)9.8 ™, Joos(32°) = 914 N

V) Un globo de investigacion con masa total M est& descendiendo verticalmente con una aceleracion a
hacia abajo. ¢Cuanto lastre debe ser arrojado de la canastilla para dar a globo una aceleracion a hacia
arriba?

SOLUCION

En la figura la fuerza F representa la fuerza de sustentacion debida a globo, también se representan el peso, la
masatotal, y la direccion de la acel eracion para cada uno de 10s casos.

Y Y

a a
F M F M-m

Mg (M-m)g \
L v

Figura (a) Globo con aceleracion hacia abajo (b) Globo con aceleracion hacia arriba.

Lafiguraamuestra el globo cayendo, en tal caso la direccion de la aceleracion es negativa aplicando la segunda
ley de Newton

F -Mg=-Ma 1
paralafigurab la aceleracion es positiva, entonces

F-(M-m)g=(M-m)a 2

delaprimer ecuacion F = M (g - a)

substituyendo en la segunda ecuacion M (g - a)— (M - m)g = (M ~mja
finalmente despejando a m de la relacion anterior

2Ma
m=

a+g
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V1) Tres bloques estén unidos estan unidos y son jalados por hacia la derecha con unafuerzaF= 6 N. Si m;
=1.kg, my=2. kgy ms = 3. kg, calcule (a) laaceleracion del sistemay (b) las tensiones en las cuerdas

SOLUCION

a) En el esquema mostrado se indican las tensiones T4, T, y lafuerza F y como actlian sobre cada cuerpo, hay
gue recordar en este caso la tercera ley de Newton de accién-reaccion para colocar correctamente la di

reaccién de las tension es en cada cuerpo .

Son omitidas las respectivas fuerzas normales del piso con cada uno de los cuerpos, debido a que el movimiento
serealizaen ladireccion horizontal y resultan irrelevantes en este caso carente de friccién.

El sistema consta de tres cuerpos que mueven ala misma aceleracién por estar unidos a una cuerda inextensible,

ENERO 2008

para cada masa se obtiene a continuacion su ecuacion de movimiento

T1 T1
m2

m1

v
A

T2

T2

[
»

ms3

Gonzalo Gélvez Coyt

A 4

Ecuacién parala masamy

Tl =ma

Ecuacion paralamasam,

T,-T,=ma

Ecuacion paralamasamg

F-T,=ma

sumando |as tres ecuaciones anteriores se obtiene que
F=(m+m,+m,)a

de donde

F 6N
= = =1
a m+m,+m, (1+2+3)kg %Z

b) lastensiones T, y T, se obtiene respectivamente despejandolas de las ecuaciones (1) y (2)

T,=ma= (1kg)b%z)=1 N

T,=ma+T, = (2kglt M/, J+ 1N =3N
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Fuerzas defriccién o rozamiento y coeficientes de friccién estaticay cinética

Cuando se quiere mover un cuerpo sobre una superficie 0 a través de un medio viscoso, como €l aire o € agua,
hay una resistencia @ movimiento debido a la interaccion del cuerpo con sus arededores. Dicha resistencia
recibe el nombre de fuerza de friccion. El origen de las fuerzas de friccién se encuentra en el ambito molecular,
por gemplo en € caso de deslizamiento entre superficies en contacto, estas distan mucho de ser superficies
perfectamente pulidas, por lo que al tratar de mover una sobre otra, se crean pequeiiisimos agarres |lamados
soldaduras que se rompeny vuelven aformarse a existir movimiento relativo entre las superficie.

Estas fuerzas son muy importantes en nuestras vidas cotidianas, mediante ellas se puede explicar € desgaste que
sufren las piezas de cualquier maquinaria, €l cual trata de ser reducido al méximo mediante €l uso de lubricantes.
La erosion provocada por €l viento o €l agua también se debe a la existencia de friccion. Sin embargo si no
existiese friccidn nos seriaimposible poder caminar, sostener cualquier objeto con nuestras manos, desplazarnos
en automoviles, escribir en el pizarrdn, o sobre una hoja de papel

Si hien los detalles de la friccién son bastante complejos en un contexto atdmico, a fin de cuentas implican ala
fuerza electrostética entre atomos o moléculas, Experimentos a escala macroscopica pueden dar en cada caso
particular una expresion paralafuerza de friccion.

La determinacién de las fuerzas de friccién entre superficies se puede realizar mediante € experimento
siguiente: un blogue que se coloca sobre una mesa horizontal, como se muestra en la figura 4.3 (a), se aplica
unafuerza horizontal externaF deizquierdaaladerecha, el blogue, €l cual permanecerd estacionario s F no es
suficientemente grande. La fuerza que se contrapone aF y evita que €l bloque se mueva actlia de izquierda a
derechay es precisamente la fuerza de friccion f, Mientras la fuerza F sea menor que f, € bloque no se pondra
en movimiento, alin en el caso de que F =. f & bloque permanecerd estacionario, llamamos a esta fuerza de
friccion lafuerza de friccion estatica, fs. Si la magnitud de F continua incrementandose como en lafigura 4.3
(b), en algiin momento e bloque se deslizard. Cuando el bloque estd a punto de deslizarse, fs es un méximo, s F
supera fsma, € bloque se moverd y acelerara haciala derecha. Cuando esta en movimiento, lafuerzafriccion f
serd menor que fsmax. Cuando e bloque estd en movimiento, lafuerza de friccién recibe el nombre de fuerza de
friccion cinética, fy. S F= fy € blogue se movera hacia la derecha con velocidad constante. Si finalmente se
eliminalafuerza

aplicada F, entonces la fuerza de friccion f actuara hacia la izquierda desacelerando a bloque hasta llevarlo a
reposo.

movimiento
—

@ (b)

Figura 4.3 (a) Objeto sobre superficie rugosa sin movimiento, (b) Objeto moviéndose en superficie rugosa.
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Experimentalmente se encuentra que, hasta una buena aproximacion, que tanto fs y fx son proporcionales a la
Fuerza normal que actlia sobre €l bloque. Las observaciones experimentales pueden resumirse con las siguientes
leyes de friccién empiricas:

a) Ladireccion de la fuerza de friccion estatica entre cualesquiera dos superficies en contacto se oponen a la
direccion de cualquier fuerza aplicaday puede tener valores en magnitud dados por

f=uN 4.20

En donde la constante adimensional s recibe el nombre de coeficiente de friccion estética,. Laigualdad en la
ecuacion 4.1 se cumple cuando el blogue esta a punto de deslizarse, es decir, cuando fs = fs mx =ps N. La
desigualdad se cumple cuando la fuerza aplicada es menor que este valor.

2 Ladireccion de la fuerza de la friccion cinética que actda sobre un objeto es opuesta a la direccién de su
movimiento y esta dada por

f=uN 421

En donde la constante adimensional  recibe el nombre de coeficiente de friccidn cinética,.
3. Losvalores de s Y 1, dependen de la natural eza de las superficies, por 1o general se cumple que < s,

4 L os coeficientes de friccion son casi independientes del area de contacto entre las superficies.

Plano inclinado con friccion.

Un método sencillo para determinar los coeficientes de friccion estatico y cinético es utilizar un plano inclinado
movil. El cuerpo en el cual es colocado como muestrala figura siguiente

Y

~

A

mg /6

@ (b)

Figura4.4. (a) Plano inclinado con friccidn, (b) diagrama de cuerpo libre del plano inclinado con friccion.
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Las Unicas fuerzas involucradas en € problema es e peso mg, la norma N y la fuerza de friccién Fr. La
determinacion del coeficiente de friccion estética se realiza de la siguiente manera, el dngulo de inclinacion del
plano es incrementado hasta un valor 6, en el cual el cuerpo comienza a dedlizarse, en estas condiciones
extremas € cuerpo no tiene aceleracién en la direccion paralela a plano, por lo tanto de acuerdo al sistema de
referencia mostrado la segunda ley de Newton conduce a sistema de ecuaciones

Fr—-mgsend, =0 1
N —-mgcosé, =0 2

ademés se considera la ecuacion

Fr=uN 3
delaecuacion1 Fr=mgsené,

andlogamente delaecuacion2 N = mg coséd,

substituyendo en laecuacion 3~ mgsend, = u,mg cosé,

despejando 41,

:us = tg 00
El coeficiente de friccion cinética se puede determinar con € mismo arreglo del plano inclinado existiendo dos
posibilidades que a continuacion se desarrollan

a) s e angulo deinclinacion 6 es adecuadamente menor que 6, de tal manera que el bloque deslice a velocidad
constante, entonces su acel eracién también es cero como en el caso estético, las ecuaciones 1y 2 son las mismas

y laecuacion 3 cambiapor  Fr = g, N entonces 1, esigua a

=190
donde 0< 0

Laotraposibilidad es que el dngulo 6> 6, entonces las fuerzas que afectan a cuerpo siguen siendo su peso mg, la
norma N y la fuerza de friccién dindmica Fr, sin embargo ahora €l cuerpo deslizara hacia abgjo con una
aceleracion a paralela a plano. Utilizando € mismo sistema de referencia las ecuaciones de movimiento en
componentes son

Fr—-mgsenfd =-ma 4
N —mgcosé =0 5

con la ecuacion auxiliar

Fr=uN 6

delaecuacion delaecuacion1  Fr =(mgsend - a),
despgjando N delaecuacion2 N = mg cosé
substituyendo en laecuacion 3~ m(gsend — a)= u_mg cosé

entonces  f4y

_gsenfd-a

M= g coso
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Aplicaciones

VII) El coeficiente de friccion estética entre las Ilantas de un automdévil y una carretera seca es de 0.62. La
masa del automovil es de 1500 Kg ¢Cud es la fuerza de frenado maxima obtenible a) sobre una
carreteraanivel y b) sobre una bajada de 8.6°?

SOLUCION

n
e;
N

v M9

Figuraa Figurab
La figura anterior muestra la situacion para movimiento en superficie planay en superficie inclinada, en ambos
casos las fuerzas indicadas son la norma N, € peso mg, la fuerza de friccion Fr, y la fuerza maxima de frenado

del automovil Fpy .

a) El diagramade cuerpo libre paralafiguraa se muestraen figurac

Y Y
A A
N N
Fmax
) Fr Fmax R X < Fr > X
0
m
mg 9
v
Figurac Figurad

Donde de acuerdo a sistema de referencia la aceleracion se considera negativa (desaceleracion). las ecuaciones
de movimiento en componentes junto con la ecuacion auxiliar son

-Fr+F  =-
N-mg=0
Fr=uN

delaecuacion delaecuacion2 N =mg
asipues  Fr=pumg
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despejando de la ecuacion 1 a Fra
Frex = Fr —ma= u.mg —ma

|la fuerza maxima de frenado se obtiene cuando a=0, entonces

F_. = u.mg = (0.62)(1500kg)(9.8 % ,)=9114 N

b) considerando ahora €l diagrama de cuerpo libre de la figura d y la aceleracion negativa las ecuaciones de
movimiento y auxiliar son

-Fr+F, , +mgsend =-ma 4
N —mgcosé =0
Fr=uN

delaecuacion delaecuacion2 N = mg cosé

entonces  Fr =  .mg cosé
despejando de la ecuacion 1 a Fig
Frex = Fr —mgsend —ma= u mg — mg sené — ma = mg(u, cosd —send) —ma

nuevamente |la fuerza maxima de frenado se obtiene cuando a=0, entonces

F rme = MY, COSO — sen6) = (1500 kg ){0.8 , [0.62c0s8.6 - sen8.6) = 6813N

VIII)  Un estudiante desea determinar |os coeficientes de friccion estéticay cinética entre una cajay un tablon.
Coloca la caja sobre el tablon y gradualmente eleva un extremo del tabla. Cuando e angulo de
inclinacién respecto a la horizontal alcanza 28°, la caja comienza a deslizarse y desciende 2.53 m por €l
tablon en 3.92 s. Halle los coeficientes de friccion.

SOLUCION

El experimento que redliza €l estudiante corresponde exactamente al método descrito en la parte del plano
inclinado, por lo tanto se utilizan directamente |os resultados ahi obtenidos.

8 u =19, =1928=0.53
b) Como e movimiento es uniformemente acelerado con posicion y velocidad inicia cero la ecuacion de la
1
cinemética X:Eat2 se despejalaaceleracion
2x  2(2.53m
az—zz(—z)zo.sslyz
t> (392 S

gsng_a (08T Jen28-033M, )

M geoso (9.8M Jcos28 o
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Poleas, problemas diver sos

A continuacién se presentan problemas donde se involucran cuerpos conectados por cuerdas mediante poleas, en
los casos aqui  expuestos las poleas se consideran pequefias y sin masay por lo tanto su funcion es servir de guia
a las cuerdas. Posteriormente en el tema de dindmica del cuerpo rigido, se incluira giemplos donde € efecto de
|as poleas no puede considerarse como despreciable.

EJEMPLOS

1X) Enlafigura, A esun bloque de 4.4 kgy B es un blogque de 2.6 kg. Los coeficientes de friccion estética
y cinéticaentre A y lamesa son respectivamente 0.18y 0.15. (a) Determine la masa minima del blogque
C que debe colocarse sobre A paraevitar que se deslice. (b) El blogue C es levantado stbitamente ¢Cual
eslaaceleracion del bloque A?

vy}

Figura
SOLUCION

Los diagramas de cuerpo libre para cada una de las masas y sus respectivas ecuaciones de movimiento en
componentes son

Masa A

—Fpa +T=m,a
N,—-N.-m,g=0 2

Y
Na
FRA T > X FRA = ﬂ NA 3
Nc
mag

Masa B
Y
A

T-mgg=—mga 4
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MasaC

I\Ic_mcg:0 5

mcg

Delaecuacion 5 N.—=m.g

Despejando delaecuacion2aNy N, = N. +m,g=m.g+ m,g = g(m. + m,)

Entonces Fgy = N, = zg(m, + my) 6

Cambiando de signo a la ecuacion 4 —T +M,g=mMga y sumando a la ecuacién 1, se obtiene
—Fga+mgg =(m, +my)a

O utilizando €l resultado dado en la ecuacion 6 anterior

—1g(m, +me)+mgg =(m, +mg)a 7

a) si en laecuacion anterior se considera que acttalafriccion estética, = ¢y a=0
— 1 ,9(M, + M) + Mg =0

despgjando lamasa C

Mg 2.6kg
=—-m, =———4.4kg =10.0k
M= "™ 018 J ?

b) En condiciones de movimiento setendra x= x , y a# 0, ahorasi el blogue C es retirado entonces N¢
=0y por lo tanto la ecuacion 6 se transformaen

Fea :,UKNA = My gmy
por lo que laecuacion 7 se reduce a
— iy gM, +mgg = (M, + Mg)a

Despejando ala aceleracion

a= g(mB — Hy mA)
m, + Mg
i (9.8%2)(2.6kg -(0.15)44kg) , 72'V
- _ 2720/,
4.4kg - 2.6kg S
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X) Dos bloque de masas m;=2.5 kg y m, =3 kg se encuentran sobre planos inclinados como muestra la
figura, los angulos de inclinacion son o. = 30° B = 60° y los coeficientes de friccion cinética p,= 0.15,
1,=0.2, ambos blogue se encuentran sujetos mediante una cuerda que pasa a través de una polea carente
de masa, determine la aceleracién del sistema

SOLUCION

Cada uno de los cuerpos se considera independiente. Los diagramas de cuerpo libre y |las respectivas ecuaciones
de movimiento se obtienen a continuacién, ademas por estar unidos los cuerpos tendran la misma aceleracion la
cual se consideraaladerecha

p— <

N )\

N2
T
< Fri > X <T  Fe X
mg /o B
mzag

Masa 1 Masa 2
-Fy, —mgsena+T =ma 1 —Fg, -T+m,gsena =m,a 4
N, —-mgcosa =0 2 N, —m,gcosa =0
Fro = 10 Ny 3 Fro =4, N,
delaecuacion 2y 3 esfécil ver que Fr, = 14 N = g,mgcosa
andlogamente paralas ecuaciones5y 6  Fy, = 1, N, = u,m,gcosf
sumando las ecuaciones 1y 4y utilizando los resultados anteriores
— jyM g Cosa —mgsena — ,M,gcos S+ m,gsen # = (m +m, Ja
despejando de larelacion anterior la aceleracion
g ~ MY COSa —Mgsena — u,M,gcosf + mgsen

m, +m,

evaluando la expresion con |os datos proporcionados se obtiene a=128 %2

despejando de laecuacion 1 latension en la cuerda
T=ma+F, +mgsena = ma+ x,mgcosa + mgsena
=m(a+ x,gcosa + gsena)

Evaluando finalmente la expresion anterior T =18.63 N
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X1) Un obrero arrastra un caja de 150 Ib por un piso jalando de ella por medio de una cuerdainclinadaa 17°
con respecto a la horizontal. El coeficiente de friccion estética es de 0.52 y € coeficiente de friccidn
cinética es de 0.35 a) ¢Qué tension se requiere en la cuerda para hacer que la caja comience a moverse?
b) ¢Cudl eslaaceleracioninicial delacaa?

SOLUCION

Lafigurasiguiente muestralasituacion y el diagrama de cuerpo libre correspondiente

A

Fr 0 X

A

Ymg

Las ecuaciones de movimiento en componentes del problema junto con su ecuacién auxiliar se escriben a
continuacion

—Fz +Tcosf =ma

N-mg+Tsend =0

Fr=uN

a) Paraestecasoenqueel cuerpo comienzaamoverse u=xu gy a=0

Entonces N=mg-Tsend y Fp = (mg—Tsend)
Substituyendo en la ecuacion 1

— 1 (mg-Tsend)+Tcoshd =0

despejando latension

umg  052(1501b)
u,send +cosd  0.52sen17° + cosl7°

b) En condiciones iniciales de movimiento setendra que p= ¢,y a0
despenado a la aceleracién de laecuacion 1

_—yk(rrlg—Tsene)+T cos@  — p,mg+T(u, send +T cosh)
m m

a=

0 0
- 0.35(150 Ib) + (70.38 |b)[o.35sen17 +cos17 ] 460/,

150 S
AZ slug
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X1 Una loza de masa 40 kg esta sobre un suelo sin friccién. Un blogue de 10 kg se coloca encima de la
loza. El coeficiente de friccion estética entre €l bloquey lalozaesde 0.6y e de friccidn cinéticade 0.4.
Al bloque de 10 kg se le aplica unafuerzade 100 N ¢Cudles son las aceleraciones de bloque y laloza?

SOLUCION

La figura muestra el problema asi como los respectivos diagramas de cuerpo libre para cada uno de los cuerpos.
El subindice 1 identifica a bloquey €l 2alaloza

Y Y
F AN N:
—_—> m
Fr F X Fr X
« > >—
N
mz2
* mig mig
blogue loza

L as respectivas ecuaciones de Newton en componentes para cada cuerpo son

Bloque Loza

-Fr+F=ma 1 Fr =m,a,

N,-mg=0 2 N,-N,-m,g=0 5
Fr=uN,

delaecuacion2 N, =mg

entonces lafuerza de friccion estética Fr entre los blogues es en magnitud

Fo= N, = ,mg = (06)10kg 0.8/, )= 58.8 N

Lo cual es menor a100 N, por lo tanto los blogues pueden deslizar uno sobre otro, en tal caso, lafuerzade
friccion pasaa ser ladindmica

Fr = 2, N, = ,mg = (0.4)10 kg )j0.8 %Z): 392 N

laaceleracion del blogue se obtiene despejando de la ecuacion 1

F-F, (100-39.2)
% m, 10 kg %2

y laaceleracién 2 de laecuacion 4

a :i: 39.2N :0.98?/
> m, 40kg s’
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Movimiento circular y fuerza centripeta

XII)  Unauto de 10.7 KN de peso, vigjaa 13.4 m/s intenta tomar una curva no peraltada con un radio de 61 m
a) ¢Qué fuerza de friccidén se requiere para mantener e auto en su trayectoria circular? b) ¢Qué
coeficiente de friccion minimo se requiere entre las llantas y la carretera?

SOLUCION

En & esgquema siguiente se muestra la situacion del automaévil al tomar la curva no peraltaday el diagrama de
cuerpo libre

=K
A

En €l caso de un cuerpo que se mueve en una trayectoria circular, inmediatamente aparece la aceleracion

2
centripeta a. = v % , por 1o que las ecuaciones de movimiento de acuerdo al sistema de referencia mostrado

son
2
-Fr=—ma, =—-m— 1
r
N-W=0 2
FRzlusN 3

: g W  10.7x10°kN
a) Lamasaseobtienedelaexpreson M= —=

g 98 .,

Lafuerzadefriccion Fr calcula directamente de la ecuacion 1

2
i (1091.8 kg)(13.4 f%) N

R 61

~1091.8kg

b) delaecuacion2 N =W substituyendo en laecuacion 3 F, = 1 W, de donde el coeficiente de friccion
estético minimo para que €l auto no patine es

= ﬂ =0.300

_Fs
#SW T107 x10° N
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X1V)  Un péndulo cénico constade un guijarro de 53 atado a un cordel de 1.4 m. El guijarro giraen un circulo
de 25 cm de radio. (a) ¢Cud es la velocidad del guijarro? (b) ¢Cudl es su aceleracion? (c) ¢Cud esla
tension en la cuerda?

SOLUCION
En un sistema de referencia mostrado en lafigura la aceleracién centripeta esta dirigida en el sentido positivo del

2
geX, y tiene unamagnitud a, :E

Laaplicacion de las leyes de Newton en componentes conduce al sistema de ecuaciones

2

TsenezmaC:mVE 1

Tcosd-mg=0 2

El angulo 6 mostrado en la figura se puede calcular considerando el triangulo formado por lacuerda, € radioy la
vertical trazada desde el punto de apoyo

R 0.25m
6 =arcsen— = arcsen——
L 1.4m

c) Delaecuacion 2 esfacil despejar lamagnitud de T

- lo.8 ., [0.053kg)
T= cosé - c0s10.28

=0.528N

b) despgando laaceleracion de la ecuacion 1

o - Tsend _(0523N)sen10.28 177 ’Vz
m 0.053kg S

a) lavelocidad del guijarro se obtiene despejando directamente de la definicion de la acel eracion centripeta

v=[Ra, = \/(0.25m)(1.77%2) = 0.66 M/
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CAPITULOYV
Trabajo, energiay potencia
Concepto detrabajo

Trabajo hecho por unafuerza constante

La palabra trabajo se aplica en la vida corriente, a cualquier forma de actividad que requiera €l gjercicio de un
esfuerzo muscular o intelectual; sin embargo, en fisica dicho término se utiliza en un sentido muy restringido. La
figura 6.1 representa un cuerpo que se mueve en direccién horizontal, que se toma como el ge X. Sobre el
cuerpo se gerce unafuerza F constante que forma un angulo 6 con la direccién del movimiento. El trabajo W
realizado por la fuerza F. constante cuando el cuerpo se ha desplazado una distancia X, se define como €
producto del desplazamiento, por la componente de lafuerza en la direccion del movimiento.

W = FX cosé 5.1

Fx=Fcos 0

\4

X

Figura5.1. Trabgjo realizado por una fuerza constante.

Trabajo hecho por unafuerzavariable

En e caso més general, tanto la direccion de la fuerza como su magnitud varian durante e movimiento, Si se
considera una fuerza que actia en una dimension esto es F = F(x), €l trabajo se puede calcular como seindicaa
continuacion:

a) El desplazamiento total se divide en pequefios intervalos AX; y se considera que la fuerza F =F; es

aproximadamente constante y actuando también aun angulo y 6; constante en dicho intervalo.
b) se calculacada uno de los trabgjos individuales. W, = F,AX; cosé,
¢) Finalmente se redlizala suma de todos | os trabajos individual es para dar € trabajo total

W= Zn:V\/i = Zn: F, AX cosé,

i=1 i=1
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Si el nimero de intervalos crece, lo cua esequivalente a hacer que el intervalo AX; se haga cadavez més

n n

pequefio, la sumatoria anterior se convertiraen W = ZW = Iim0 Z F,AX, cosé, lo cual seescribe como
: AX; =04
i=1 : i=1

la integra

W == I * F cosé dx 5.2

Para € caso particular en € cua 6=0, el trabajo en una dimension es geométricamente igual a el area bgjo la
curvade lafuncion F=F,(x) entre el intervalo [x1,x2] , tal como muestralafigura5.2

Fx

TRABAJO = AREA

X1 X2

Figura5.2. Interpretacion del trabajo hecho por unafuerza en una dimension como éarea bajo la curva.

Recordando que tanto la fuerza F como el desplazamiento diferencial dr son cantidades vectoriales, la ecuacién
5.2 sepuede escribir como

W == LXZ F cos@ dr 5.3

Haciendo uso de la definicion del producto punto de vectores, la expresion anterior se expresa de la siguiente
manera

2
W==J' Fedr 54
1

la integral obtenida es conocida como integral de lineay constituye la definicion genera del trabajo realizado
por una fuerza. La solucién de problemas que involucran la aplicacion de la expresion 5.4 solo es posible con €
conocimiento de calculo de varias variables, lo cua queda fuera del alcance de un curso introductorio de
Mecéanica, por 1o que los gemplos y desarrollos posteriores dénde se involucre el concepto de trabajo se
realizaran para caso de problemas enloscualesla aplicacion se reduzca a una dimension.

Cabe hacer unas aclaraciones sobre concepto de trabajo debido a su importancia y diferencia con el concepto

cotidiano de trabajo. Al ser una cantidad escalar puede ser positiva, negativa o cero tal como muestra la figura
5.3
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Se realiza trabajo Unicamente cuando la fuerza gjercida sobre el cuerpo que se mueve, tiene componente en la
direccién del movimiento. Asi, se redliza trabajo cuando se levanta un peso, o se adarga un resorte, 0 se
comprime un gas dentro de un cilindro. Por otra parte, aunque parezca extrafio en principio, € “trabgjo de
sostener” un gran peso, no causa hingln trabajo mecanico en sentido técnico, puesto que no ha habido
movimiento.

Las unidades del trabajo en el sistemaMKS son: [\N] = Newton metro= Nm= Joule=J

W>0 W=0 W<0
A
F F F
0 M ° 0
o -»> >
X X X
(a) (b) (c)

Figura 5.3 (a) trabgjo positivo, (b) trabajo cero y (c) trabajo negativo

EJEMPLOS

)] Para empuijar una caja de 52 kg por el suelo, un obrero gjerce una fuerza de 190 N. dirigida 22° abgjo de
la horizontal. Cuando la cgja se ha movido 3.3 m, ¢cuanto trabajo se ha realizado sobre la caja por (a) €l obrero,

(b) lafuerzadelagravedad, y (c) lafuerzanormal del piso sobre lacaja?

SOLUCION

}

I¢ >
¢

X " Y mg

El dibujo anterior muestra la situacion y el diagrama de cuerpo libre, de donde se observa que la fuerza normal
y €l peso son fuerzas perpendiculares ala direccion de desplazamiento.

a) El trabajo efectuado por € obrero es
W, = FX cosf = (190N )(3.3m)cos(22° ) = 581 J

b) Puesto que peso mg es perpendicular a desplazamiento, € trabajo realizado por una fuerza de gravedad es
W, = FX cosf = (52 kg)(9.8’%2 X3.3m)cos(90°) =01J

¢) Nuevamente la fuerza normal es perpendicular al desplazamiento y por lo tanto en trabajo debido a esta fuerza
escero como en el caso anterior.
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) Se usa una cuerda para bajar verticalmente un blogue de masa M a una distancia d con una aceleracién
constante hacia abgjo de g/4. (a) Halle e trabajo efectuado por la cuerda sobre el blogue. (b) Halle el trabajo
efectuado por la fuerza de gravedad

SOLUCION

Como muestra € dibujo la masa cae y de
acuerdo al sistema mostrado en el diagramade
cuerpo libre la aceleracion a es negativa, por
lo tanto aplicando la segunda ley de Newton
al movimiento vertical se obtiene la ecuacion

. la T T-mg=-ma

P <

de donde despenado la tensién en la cuerda

|:| T=mg-ma=m(g-a)

Puesto que a = % g

T=m(g-a)=mg-%0=3,9

a) El trabajo efectuado por la cuerda es igual a trabajo realizado por la tension, € angulo 6 formado por la
tension y e desplazamiento es de 180 ° por lo tanto

W, =Tdcosd = %mgd cos(180°) = —%mgd

b) Enestecasolagravedad es paralelaa desplazamiento y en este caso 6 esigual a cero, entonces

W, = mgcosé = mgd cos(OO) = mgd

1) Un blogue de hielo de 47.2 kg se dedliza hacia abgjo por un plano inclinado de 1.62 m de longitud y
0.902 m de atura. Un obrero lo empuja paradelo a plano inclinado de modo que se deslice hacia abgjo a
velocidad constante. El coeficiente de friccion cinética entre hielo y € plano inclinado es de 0.110. Halle (a) la
fuerza gjercida por e obrero, (b) el trabajo efectuado por e obrero sobre € blogue de hielo, y (c) e trabagjo
efectuado por la gravedad sobre el hielo.

SOLUCION
La uUnicaforma de que € blogue de hielo deslice por e plano hacia abajo con velocidad constantes es que el
obrero aplique unafuerza F en el sentido indicado en el diagrama de cuerpo libre, de no ser asi € bloque caeria

con aceleracion

Aplicando la segunda ley de Newton en componentes a diagrama de cuerpo libre se obtiene las siguientes
ecuaciones

F+F,—-mgsend =0
N-mgcosé =0
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Fr =N 3

Como se ha hecho ya en casos anterioresde laecuacion2 N = mg cosé

Substituyendo en laecuacion 3 F; = 14, mg cos@
Despejando de la ecuacionl aF

F =mgsené - F; = mgsené — x, Mg cosé

= mg(senéd — u, coso) 4
El angulo 6 se puede determinar utilizando |os datos de longitud del plano inclinado s = 1.62 m (hipotenusa) y la
aturah = 0.902 m cateto opuesto) mediante lafuncién arcsen x.

6= arcs;enD = arcsenM =33.83°
S 1.620m

a) Sustituyendo en la ecuacion 4 los datos dados en €l problema

F = (25kg)08 f%z)(sen 33.83° — 0.11c0533.83°) = 2152 N

b) Lafuerzadel obrero esta aplicada contraria a desplazamiento, por lo tanto ¢ = 180°. El trabajo hecho por el
obrero se calculacomo

W, = Fscosg = (215.2N )(1.62m)cos(180°) = —348.8 J

c) El peso mg forma con el desplazamiento un angulo ¢ =90° - 6 = 90° — 33.83° =56.17°, entonces el trabajo
realizado por la fuerza de gravedad es

W, = Fscosp = (47.2kg)(9.8'%2X1.62 m)cos(56.17°) = 417 J

d) Lafuerzade friccion siempre actiia contrariaa desplazamiento por |o tanto su &hgulo siempre seré ¢ = 180°,
luego entonces €l trabajo debido alafuerzade friccién es

W, = Fescose = (1,mg cosd)scose

W, = [(0.12)47.2kg)l0.8 ., Jeos(33.8%°)[1.62m)cos180° = ~68:5 3
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V) Un resorte tiene una constante de fuerza de 15.0 N/cm. (a) ¢Cuanto trabgjo se requiere para estirar €l
resorte 7.60 mm desde su posicion relajada?

SOLUCION
Lafuerza F que un agente externo debe de aplicar para alargar el resorte una distancias como muestra la figura

debe ser igual lafuerza Fr que presenta €l resorte al tratar de ser estirado, la cual esigua de acuerdo con laley
de Hooke F= kx,

Y

FRrR F

Aplicando ladefinicion del trabajo parael caso unidimensional de unafuerzavariable

S

. 1
wszSF dx:jokxdx:ikxzo

EP
2

evaluando la expresion anterior

E %k s? = %(1500 N/ )7.6x00°* mf = 00433
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Energia cinéticay teorema del trabajo y la energia

El tratar de resolver problemas aplicando directamente la segunda ley de Newton a algunos casos resulta dificil,
debido ala naturaleza misma de las fuerzas que aparecen y en ocasiones al hecho de ser total mente desconocidas
sus expresiones matematicas. Un proceso aternativo que permite resolver los problemas de movimiento es
relacionar € trabajo hecho por la fuerza total que actla sobre € cuerpo con su velocidad, para un
desplazamiento determinado. Lafigura 5.4 muestra un blogue de masa m que se mueve haciala derecha debido a
una fuerza F=F(x) paralela a plano, en la posicion A, el blogue tiene una velocidad Vi, y en la posicion B €
bloque harecorrido una distanciasy tiene unavelocidad V.

A B

_> _»
Vi Vi

Figura5.4

Como el movimiento y la fuerza son paralelos entonces 6 = 0, ademés se mantienen en lamisma direccion €
problema puede sr resuelto en una dimension, con estas consideraciones €l trabajo total representado por la
fuerza F se puede calcular laaplicando laecuacién 5.2

W == [ F dx

Utilizando ahora la segunda ley de Newton en una dimension, F = ma la expresion anterior para € trabajo
total cambiaa

W:j:f Fdx= [ madx

Xl

por otra parte utilizando la definicion de la aceleracion en términos diferenciales y la regla de la cadena, la
aceleracion se puede expresar como

dv dvdx dv
a=—=——=V_—
dt dx dt dx

Substituyendo en la ecuacion anterior para el trabajo total

W = I:f madx = J:f n{vg\gdx = jwvf mvdv

Los limites de integracion se modificaron debido a cambio de variable utilizado. La expresién anterior se
integra considerando ala masa constante

5.5
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1
La expresiéon E mv? representa la energia asociada al movimiento del cuerpo. Debido a su gran importancia

recibe el nombre de energia cinética. Se denota por laletraK, o sea

1
K ==mv? 5.6
2
con esta definicion laexpresion 5.5 se puede escribir como
W =K, -K, =AK 5.7

Resultado conocido como el teorema de del trabajo y la energia cinética

Cuando €l trabgjo total es positivo, la energia cinética final serd mayor que la energia cinética lo cua se traduce
en un aumento de lavelocidad del cuerpo. Si el trabajo es negativo la velocidad final seramenor quelainicial.

EJEMPLOS
V) Se tira de un bloque de 5 kg que inicialmente se encuentra en reposo hacia la derecha a lo largo de una
superficie lisa horizontal por medio de una fuerza constante de magnitud F=15 N. Hallese la rapidez del blogque

después de que se ha desplazado unadistancias=3.5m

SOLUCION

Y
Vi:O Vi —p TN

F, F
—> > X
F

I
¢

) 4

El diagrama de cuerpo libre muestra las fuerzas que afectan a blogue, y peso mg y la fuerza normal N no
realizan ningUn trabajo por ser perpendiculares al movimiento. LafuerzaF realizaun trabajo igual a

W, = Fscosé = (15 N)(3.5m)cos0° = 52.5 J

El teoremadel trabajo y la energia cinética aplicado al problema conduce ala expresion

W, =K, - K, =%m\/f -0

de donde se puede despeja a v

2W, 2(52.5J)
vfz\/ o =\/ 5k - 4581/
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V1) ¢Como se modificaria el problema anterior si existiera un coeficiente de friccion de cinética igua a
0.20)?

SOLUCION
En este caso € trabajo total se modificay ahoratiene que incluir el trabajo efectuado por lafuerza de rozamiento

Fr lamagnitud de lafuerza de rozamiento esté dada por Fr = p N 'y como se muestra en el diagrama de cuerpo
libre N=mg; por lo tanto Fr = i mg. Entonces el trabajo debido alafuerza de rozamiento es

W, = i, mgscosd = 0.20(5 kg ){0.8 ., [35m)cos1g0° = -343 9

vi=0 Vi —» N

F>~x

¢
L

A

A 4

El trabajo total es ahora
W =W, +W, =(525J-34.3J)=182

El teoremadel trabajo y la energia cinética considerando v; = 0
1
W = E rn\/?

2w [2(18.27)
V; :\/ m :\/ 5kg =2.70%

VII) Unamasa de 2 kg es atada a un resorte de constante de fuerza 20 N/cm que es alargado una distancia de
40 cm La mesa sobre la que se encuentran carece de friccién como muestra la figura. Calcllese la velocidad
cuando €l bloque se ha desplazado 20 cm de su posicion inicial.

y Xi vi=0

Xf Vi
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Los valores de las distancias mostradas en la figura son X; = 40 cm y X; =20 cm, la Unica fuerza que realiza
trabajo a ser soltado el bloque de la posicion inicial es la fuerza del resorte que tendra una direccién negativa
respecto del sistema de referencia mostrado, esto es Fg = - kx, €l trabajo realizado por dichafuerza es

Xg

W:j:‘ Fr dx=j:—kxdx=—;kx2

=1kxi2—1kxf2
2 2

evaluando laexpresion anterior con los valores transformados a sistema MK S

W= %(2000 N/ 405102 mff - %(2000 N/ J20x10° m) =120 3

X

Aplicando el teoremadel trabajo y la energia cinética considerando la velocidad inicial cero

W=K, -K :%mvf

_|aw - [2120) m
vf_\/m _\/ 2k =10.95M/

VIII) S en e problema anterior, la superficie no fuese lisa 'y € coeficiente de friccion cinética es 0.15,
determine nuevamente la velocidad en la posicion Xf=20 cm.

SOLUCION
EL trabajo total incluye ahora €l trabajo efectuado por €l resorte y la fuerza de rozamiento. La magnitud de la

fuerza de rozamiento esta determinada para una superficie plana horizontal como Fr =g N = p mg, €
desplazamiento s = 40 cm —20 cm = 20 cm, por lo tanto el trabajo efectuado por dichafuerzaes

W, = s1,mgscosd = 0.15(2 kg)0.8 M/, [0.20m)cos180° = 059 J

El trabgjo total es

Wy =W +W,_ =(120.00J-0.59J)=119.41J

El teoremadel trabajo y la energia cinética considerando v; =0
1 5
Vvtotal = E v

v, - \/2\/\40@ _ \/2(119.143): 10,93/

m 2kg
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1X) Un hombre que corre tiene la mitad de la energia cinética de un nifio de la mitad de la masa que €
posee. El hombre aumenta su velocidad arazén de 1.00 m/s y luego tiene la misma energia cinética que € nifio.
¢Cudles eran las velocidades originales del hombre y del nifio?

SOLUCION

Lamasa M representa la masa del hombre y m la masa del nifio, entonces M =2m. El problema se divide en dos
partes, la primera es cuando el hombre tiene la mitad de la energia cinéticadel nifio, 1o cua se expresa como

1 111
2V =3 5
utilizando larelacion entre lasmasas M = 2m

1
;2 . 2 2 - .
laecuacion anterior sereducea Vjj, = ZVN 6 sacando raiz cuadrada

1
VlH = EVN 1

En la segunda parte el hombre aumenta la velocidad en 1.00 /s esto es V,,;, =V,,, +1 y adquiere la misma
energia cinética del nifio esto conduce ala ecuacion

1 1
EMVZZH :E Vr\?

Nuevamente debido a la relacion entre las masas y la relacion entre la velocidad del hombre antes y después de
aumentar su velocidad, la expresién se simplificaala siguiente ecuacion

1
(\/1H + 1)2 =>-mV,} 6 sacando raiz cuadrada
2

1
J2

las ecuaciones 1y 2 constituyen un sistema de ecuaciones cuya solucion es
Vi =241M7, v, =482/

Energia potencial

Vy, +1= -V, 2

Energia potencial gravitacional

Cuando un agente externo mueve un cuerpo sobre un plano inclinado sin friccion de tal manera que inicia su
movimiento con velocidad cero y terminatambién con velocidad cero elevandolo una altura h, cabe preguntarse
¢Qué ha sucedido con €l trabajo hecho por € agente externo? Para resolver la cuestion consideremos figura 5.4
(a) donde se muestran las condiciones descritas.
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vi=0

€Y (b)

Figura 5.4. Dibujo de objeto que es elevado por un plano inclinado sin friccién a una altura h = yf-yi mediante
unafuerzaF. (b) Diagrama de cuerpo libre correspondiente a (a).

LafuerzaF y lacomponente del peso mg son las Unicas fuerzas que realizan trabajo, de acuerdo a diagramade
cuerpo libre delaes figura5.4 (b) lacomponente de lafuerzaresultante en la
direccion de movimiento es F —mgsené, por lo tanto aplicando el teorema de la variacion de la energia

cinéticay recordando que la velocidad inicia y final cero

NG ‘mgse”@)dh;m\/f —;mvf -0
.[Xxif Fdx_fxxif mgsenddx = 0

despejando el trabajo realizado por el agente externo
J: Fdx = J:f mgsenddx = mgsend(x, — X.)

como Y, =mgsenéx y Yy, = mgsend x;
entonces

X X
.[ " Fdx =I " mgsenddx = mgy, —mgy, 5.8
X Xl
El término MQY es conocido como la ener gia potencial gravitacional, se denota por U

U =mgy 5.9

Utilizando la definicién anterior la ecuacion 5.8 se puede escribir como

[ Fax=U, -U, =AU 5.10

El resultado anterior indica que si el trabajo realizado por € agente externo es igual a cambio de la energia
potencial, s es positivo, ocasionara un aumento en la energia potencial del cuerpo, esto es el trabgjo se
“amacena’ en formade energiapotencia y no se pierde.
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Si d cuerpo a es soltado de la posicion mas ata o final redlizard un trabajo a caer por € plano igua a
realizado por un agente externo.

Energia potencial deun resorte

EL trabajo hecho por un agente externo sobre un resorte tampoco se pierde esto es, queda “amacenado” en el
resorte de algunamaneray como en el caso anterior es posible utilizarlo pararealizar un trabajo posteriormente,.
Para obtener una expresion paralaenergia potencia del resorte aplicamos nuevamente el teoremade lavariacién
delaenergiacinéticaa experimento mostrado en lafigura 5.5 (@), donde un agente externo aplica unafuerza que
estira un resorte partiendo del reposo de una posicion x; y lo alarga hasta una posicién final x; en lacual vuelve a
permanecer en reposo

La figura 5.5(b) muestra el diagrama de cuerpo libre de la situacion las fuerzas son paraelas a ge X ,
nuevamente el problema se puede trabajar en una dimension, la fuerza del resorte en magnitud es Fr =k x (ley
de Hooke)

X¢ _ 1 2 1 2

in (F- FR)dx_Emvf -5, =0
X¢ X¢

[ Fax—[ "kxdx=0

X Xl

despejando €l trabajo realizado por el agente externo

Xi vi=0

[

F
—

vi=0 FR F
Xt 4—Pp—x

@ (b)

Figura5.5. (a) Resorte estirado por unafuerzaF. (b) Diagramade cuerpo libre del resorte.
1 1
J')_(f Fdx=J'X_' kxdx = = kx? — = kx? 511
Xi Xi 2 2

El término }ékx2 en este caso conocido como la energia potencial del resorte también es denotada por U,

pero paradistinguir de la energia potencial gravitacional, seindicara como Ug

1
UR:EkXZ 5.12

Utilizando €l resultado anterior la ecuacion 5.11 se escribe como

“Fdx=U, -U, =AU, 5.13

lacual en esencia es parecidaalaecuacion 5.8 del campo gravitacional.
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Fuer zas conservativasy fuer zas no conser vativas

En los gjemplos de levantar un cuerpo por una plano inclinado sin friccion 6 €l estirar un resorte, se observa que
e trabgo realizado por un agente externo no se pierde sino que se transforma en energia potencial y es
totalmente “recuperable’. Por gjemplo, € blogue a ser soltado de la parte superior del plano puede utilizarse
para levantar un segundo cuerpo unido a é mediante una cuerda que pase por una polea, si € segundo cuerpo
tiene el mismo peso, podra levantarlo hasta una aturaigual ala del primer cuerpo, en otras palabras €l trabagjo
obtenido, esigual a trabajo “amacenado” en energia potencia € cual a su vez esigua a trabajo hecho por €
agente externo.

EL tipo de fuerzas tales como la gravitatoria 'y €l resorte en las cuaes el trabajo es “recuperable’ se llaman
fuerzas conservativas, y aquellas fuerzas como la friccion en las que no se conserva se denominan fuerzas no
conservativas.

Mateméticamente una fuerza conservativa si € trabgjo realizado sobre una particula es independiente de la
trayectoria seguida por la particula o eguivaentemente el trabajo en unatrayectoria cerrada cero.

Por glemplo cuando un cuerpo es deslizado sobre una superficie plana rugosa se realiza un trabajo por parte del
agente externo para llevarlo de una posicion a otra, si € cuerpo es regresado a su posicion inicia, en lugar de
recuperar €l trabgjo efectuado por e agente externo en € primer desplazamiento, se tendra que realizar un
nuevo trabajo parallevarlo asu posicion inicial y por lo tanto €l trabajo neto en el recorrido cerrado no seré cero.
Por tal motivo las fuerzas de friccion son no conservativas.

Para el caso de fuerzas conservativas siempre es posible asignarles una funcién de energia potencial como en €l
caso de la fuerzade gravedad U = mgy 6 lafuerzaelésticadel resorte U, = %mvz, en genera larelacion

entre el trabajo realizado por unafuerza conservativay la energia potencial asociada es

U(r):—j Fedr 5.14

parael caso de unadimensién sereduce a

U(x)=—[ Fedx 5.15

Como la energia potencial se define mediante una integral, su expresion estara definida salvo una constante
(llamada constante de integracion) que en la mayoria de los casos se elige para que sea cero en €l origen del
sistera de coordenadas el egido.

Conservacion dela energia

Uno de los principios generales que gobiernan los procesos naturales, sean fisicos, quimicos o biolégicos, es la
ley de conservacion de la energia. Este principio, en cuanto se refiere a problemas de mecanica pura, s una
consecuencia necesaria de las leyes del movimiento de Newton, como se mostrard més adelante. Su
generalizacion para otros sistemas no mecanicos fué realizada hasta que se comprendié que e calor esuna forma
delaenergia con los trabajos Joule (1818-1889), y otros, sobre la medida del equivalente mecanico del calor.

Considérese una particula sometida a fuerza total F conservativa compuesta por supuesto de una suma de

fuerzas Fy, Fs,....,F, conservativas, para facilitar € resultado se considera e movimiento en una dimension.
Partiendo de la segundaley de Newton
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F=ma

integrando la expresion respecto de x entre los limites x; y X

" Fdx = X madx

Xi

Por otra parte utilizando la ecuaciéon 5.15
: Xt
~U(x) jf:J' " madx
X

Recordando que la expresion a la derecha ya ha sido integrada anteriormente y corresponde a cambio de la
energiacinética.

~Ux)-Ux))=K, - K

I
0 en una notacion compacta

_(Uf _Ui): K¢ -K
de donde

U +K =K, +U, 5.16

La ecuacion anterior representa el principio de la conservacién de la ener gia mecanica, e indica que para una
particula sometida a fuerzas conservativas, la suma de la energia potencia y cinéticainicial esigual ala suma
de laenergiapotencia y cinéticafinal.

Definiendo la ener gia total mecanica como

5.17

laexpresion 6.16 se escribe en forma compacta

E =E, 5.18

La conservacién de la energia también se puede representar por la ecuacion

|E = constante 5.19

Sl la fuerza resultante sobre la particula incluye fuerzas no conservativas (friccion) el resultado anterior no es
aplicable, pero se puede generalizar paraincluir el caso de la energia perdida por la fuerza de friccion constante.
Sea F =F, - f, donde F. representa alas fuerzas conservativas y f, alafuerza de fricciéon, nuevamente a partir de la
segunda ley de Newton

F=ma

F—f =
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integrando la expresién respecto de x entre los limites x; y X
X¢ X¢ X¢
j_ Fdx—j_ f, dx—:J_ madx
Xl Xl Xl
Por otra parte utilizando la ecuacién 6.15 y la suposicion de f, constante

—U)] 5= £ (% = %) =] madx
.de donde
_(Uf _Ui)_ f. (X —%)=K; =K,

0 en una notacion compacta

U +K =K, +U, + . (X; = X)) 6.20

Aplicacionesde laley dela conservacion de la ener gia mecanica

Gonzalo Gélvez Coyt

X) Un cubo de hielo muy pequefio cae desprendido desde € borde de una cubeta semiesférica sin friccion

cuyo radio esde 23.6 cm. ¢A qué velocidad se mueve el cubo en € fondo de la cubeta?

SOLUCION

El nivel de energia potencia cero se

potencial

1
E. =3 Vs

Puesto que no hay friccion secumple E, = E; osea  mMgR==mV/

De donde

V, = /29R = Jz(g.s%z)(o.zse m) = 2.15M/
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En & punto B e bloque tendra
solamente energia cinética
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X1) Una bola de masam esta unida a extremo de una varillamuy ligera de longitud L. El otro extremo dela
varilla estd pivotado de modo que la bola pueda moverse en circulo vertical. La varilla se lleva a la posicion
horizontal, como se muestra en la figura siguiente y se empuja hacia abgjo, de modo que la varilla oscile y
alcance la posicion vertical haciaarriba. ¢Qué velocidad inicia seleimpartié alabola?

SOLUCION

La energia total en & punto A es
B 1
CONA EA:EmV: y la dd punto B
E,=mgL
H
Por conservacion de laenergia E, = Eg
: L . 1 5
VAl A @' E=0 Entonces EmVA =mgL despenado V,

V, =201

XII) Una bola de 112 g es arrojada desde una ventana a una velocidad inicial de 8.16 m/sy un angulo de 34.°
sobre la horizontal. Usando la conservacién de la energia, determine (@) la energia cinética de la bola en la parte
mas altade su vueloy (b) su velocidad cuando estd a 2.87 m debgjo de la ventana. Desprecie lafuerza de arrastre
del aire

SOLUCION

Lafiguraanterior muestrala situacion de la pelota en la parte més alta y auna distanciaH debajo de la ventana.
El vector velocidad Vo se puede expresar en componentes como

Vo = Vy(cost, send) = (8.16 M [cos34°,sen34°) = (6.7, 4.56)TY,

a) Laenergiacinéticaenel puntoBes Ky = ZI/ 2mv2, pero debido a que la componente vertical
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de lavelocidad en B es cero en el punto mésalto, V, = (6.77, 0.00)% su magnitud es V; = 6.77%

entonces

Ky = %(0.112 kg)(6.77 f%)z =257J

b) Las respectivas energias en A y C tomando €l nivel cero de energia potencial como se muestra en la figura
1 1
son E, = Emvo2 y Ec = Emvg — mgH

1 1
Como se considera que no hay friccién E, = E;, estoes EmVO2 = 2 V.2 — mgH

Despejando aVc

Ve = V2 +2gH = \/(8.16'%)2 + 2(9.8%2)(2.87 m) =10.0 f%

XII)  El carrito (sin friccién) de una montafia rusa parte del punto A en la figura siguiente, alavelocidad V.,
¢Cud seralavelocidad del carrito (a) en € punto B. (b) en el punto C,?y (c) en € punto D? Supdngase que €
carrito puede ser considerado como una particulay que siempre permanece sobre lavia.

SOLUCION

El nivel de energia potencial se coloca en €l punto indicado en la figura. De esta manera las energias totales en
cada uno de los puntos indicados son

E,= %mvo2 +mgh
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1
ED :E VD2

El sistema es conservativo esto significa que E, = E; = E; = E, aplicando la igualdad adecuada a cada
caso se obtendra lavelocidad deseada.

ad E,=E; %mVO2 +mgh = %mVB2 +mgh entonces V; =V,
b) E, = E; %mVo2 +mgh = %mVC2 +%mgh entonces V. = 4/V© + gh
o Ex=E %mVO2 +mgh = %vaz entonces  Vj, = +/Vy +2gh

X1V)  Un bloque de 1.93 se coloca contra un resorte comprimido sobre un plano inclinado de 27° sin friccion
(véase la Figura). El resorte, cuya constante de fuerza es de 20.8 N/cm, se comprime 18.7 cm, después de lo cual
e bloque se suelta. ¢Qué tanto subird el blogue antes de alcanzar €l reposo? Midase la posicion fina del bloque
con respecto a su posicién precisamente antes de ser soltado.

SOLUCION

El nivel de energia potencial adecuado pararesolver el problemaes el indicado en el dibujo, en esta situacién las
energias en cada punto indicado son respectivamente

E, :%ks2 y Eg=mgdsend

1
aplicando la conservacion delaenergia E, = E;, estoes Eks2 = mgdsend

de donde

[2080 Nj(0.187 my’

2
ks m

d= 2mgsend  2(1.93 kg)l9.8 %Jsen 27°

=222m
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XV) Un resorte ideal sin masa puede comprimirse 2.33 cm por una fuerza de 268 N. Un bloque de masam =
3.18 kg es lanzado a partir del reposo desde lo alto de un plano inclinado como se muestra en la figura, siendo
32.°% la inclinacién del plano. El bloque llega momentaneamente al reposo después de haber comprimido a
resorte 5.48 cm (a) ¢Cuanto se movio el blogue hacia abajo del plano en ese momento? (b) ¢Cual eralavelocidad
del bloque en el momento en que toca el resorte?

SOLUCION

En lafiguralaposicion A corresponde a punto més alto sobre e plano inclinado, € punto B al instante cuando
el bloque toca a resorte y finalmente el punto C corresponde a momento en que el resorte es completamente
comprimido, €l nivel de energia potencial cero es colocado precisamente en el punto C como muestra el dibujo.
Las energias del bloque en cada uno de |los puntos indicados es

E, = mg(s+d)send

E, = }émVB2 +mgssend

B = Joks

La constante k del resorte se determina con los datos siguientes la fuerza F=268 N comprime al resorte una
distanciax = 0.0233 m

F 268N
k=—=-—"""__11502 N
x 00233 m Y

a) la distancia que recorre € bloque es D = s +d, puesto que no hay friccion la energia se conserva entonces

E.=E
mg(s+d)send =%ks2

2
Dos+d=—° _
2mgsenéd
(11502N/ )(0.0548 m)?
D= / m =1.045m
2(3.18kg)(9.8% ,)sen32°
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b) Para determinar la velocidad del blogue en el instante antes de que comience a comprimir el resorte se aplica
laconservacion dela energia enel puntoBy C, Eg = E.

%mVB2 +mgssend = %ks2

de donde
2
Vg = \/ki —2gssend
m
(11502 N/’ |0.0548 m)’ ( k
— m _ 0 _
V, = 3151 2.8 %2 0.0548 m)sen32° = 3.2/

XVI)  Unblogue de 2.14 kg se deja caer desde una atura de 43.6 cm contra Un resorte de constante de fuerza
k= 18.6 N/cm, como se muestra en lafigura. Halle la distancia méxima de compresién del resorte

SOLUCION

EL nivel de energia es colocado en e momento justo

- A de maxima compresion del resorte que en este caso
corresponde a punto B. Las respectivas energias en
cada uno de los puntos indicados es

E,=mg(s+H)

E, :%ks2

E=0 - -

Aplicando la conservacion de laenergia E, = E_
1

mg(s+H) :Eks2

lo cual conduce ala ecuacion de segundo grado

%ksz—mgs—mgH =0

Substituyendo los datos previamente transformados a sistema MKS, en la ecuacion anterior

930s® — 20.97s-9.14=0

Resolviendo la ecuacion se obtienen dos resultados S=0.111 m y S=-0.089 m, la solucion adecuada debe ser
S=0111m
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XVII) Una pelota pierde € 15.0 % de su energia total cuando rebota en una acera de concreto. ¢A qué
velocidad debera usted de arrojarla hacia abajo verticalmente desde una altura de 12.0 m para que rebote a esa
misma altura? Desprecie laresistenciadel aire.

SOLUCION

A

B
__‘ lVA O Ve=0 EA:%mVAZHngH

Al rebotar con el suelo se pierde € 15 % de la
energia, por lo tanto después del rebote solo queda

Laenergiatotal en el punto A es

H (1-0.15)E, = o.ssE V.2 + mgH}

Estd energia se convierte posteriormente en la
energiaen el punto B, lacual esigua

E; = mgH

Igualando |as energias mencionadas (0.85)E, = E;
1 .2
0.8 EmVA +mgH | = mgH

Despejando lavelocidad V a

V, = /2(0.15)gH = \/2(0.15)(9.8%*12.4 m) =60/

XVIII) Un pequefio blogue de masa m se desliza sin friccion alo largo de una pista en rizo como se muestra en
la figura ¢Desde qué altura sobre el fondo del rizo deberia soltarse €l bloque de modo que llegue a punto de
perder el contacto con la pista en la parte superior del rizo?

SOLUCION

EL blogue dentro del rizo se mueve en una trayectoria circular, por lo que en esta parte tiene una aceleracion
centripeta. El diagrama de cuerpo libre muestra las fuerzas que acttan sobre el bloque en € punto Q, aplicado la

Segunda ley de Newton €l ladireccion Y Unicamente
2

Vo
-~N-mg=-ma. = —mF de donde
RN

Vo=—+Rg 1
m
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mg

|as energias en los puntos Py Q son respectivamente
E, = mgH
1 2
E, = 3 mvVy; + 2Rmg
aplicando la conservacion de laenergia E, = E,

1
mgH = EmVQZ + 2Rmg despejando H de la ecuacion

H :iv<§+2R

29
substituyendo € resultado obtenido en 1 en la ecuacion 2

1 (RN RN R
H:—(—+jo+2R: —+—[+2R 3

2g\l m 2mg 2
puesto que se considera que el cuerpo en el punto Q apenas toca la pista se tiene que N=0 y la ecuacion 3 se
reduce a

H=>R
2
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X1X)  Un pequefio bloque se encuentra en la parte superior de un casquete semiesférico sin friccion, ver la
figura. Se le da un pequefio impulso y comienza a deslizarse hacia abajo. Demuestre que abandona la superficie
en un punto cuya altura es de 2R/3 (Sugerencia: La fuerza normal se anula cuando el bloque abandona la
superficie)

SOLUCION
A
Y
A
N
H X
~ \ m
5 g
“ E=0

Aplicando la segunda ley de Newton en componentes a diagrama de cuerpo libre de la figura en € punto B
recordando que ahora las componentes de laaceleracion a=(ayx, ay) No son necesariamente cero.

mgsenéd = may 1
N —mgcosf = ma, = ma, 2

Lacomponente ay esigua alaaceleracion centripeta ac, la ecuacion 2 queda como
2

N —mgcosé = —mVEB

si el blogue apenas toca la pista en € punto Q entonces N=0y despejando de la expresion anterior a VB2

VZ = Rgcosé 3
Laenergiatotal en cada uno delos puntosA y B es
E, =mgR

E, = }émva2 +mgh
aplicando el principio de la conservacion de laenergia E, = E;

mgR = }é mvZ + mgh
de donde
VZ = 2(gR- gh) 5

igudlando laecuacion3y 5 Rgcosé = 2(gR— gh)
delafigura h = Rcosé 6
Entonces Rgcosé = 2(gR - gRcosh)

Despejando a COSH

cosd = %

sustituyendo en 6

-2
h= 3R
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XX) Un objeto pequefio de masam = 234 g se desliza por un carril con extremos elevados y una parte central
plana, como se muestra en lafigura 12. La parte plana tiene una longitud L = 2.1fi m. Las porciones curvas del
carril carecen de friccion. Al atravesar la parte plana, € objeto pierde 688 mJ de energia mecanica, debido ala
friccion. El objeto es soltado en el punto A, que tiene una altura h = 1.05 m sobre la parte plana del carril.
¢Dénde llega el objeto finalmente al reposo?

SOLUCION

Fr

mg

L

v

La Unica fuerza que realiza trabgjo es la fuerza de friccion Fr. entonces la energia perdida a atravesar la parte
planaesigual a trabajo realizado por lafuerzade friccion, esto es E 44, =W, como Wi, = F L

F _ Eperdida _ 688 )(10—3

= =0.319N
L 2.16m

En las partes curvas de la figura al no haber friccion se conservara la energia y solo serviran para modificar el
sentido del movimiento, si e carril fuese lo suficientemente largo el cuerpo se detendria a una distancia x la cua
se puede calcular considerando que toda la energia se convierte en trabajo realizado por la fuerza de friccién. La

energiatotal eslaquetiene el en punto antes de ser soltado; E = mgh, entonces F.x= mgh de donde

(0.234 kg)9.8 y 1.05m)
x= o _ ( SZX ~7.55m
F 0.319 N

Dividiendo ladistanciaentre L

Por lo tanto €l cuerpo se detendra aproximadamente en el centro de la pista.
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Definicion de Potenciay algunas plicaciones.

Supdngase que se quiere realizar un trabgjo y este consiste en levantar un cuerpo una determinada altura h, este
trabajo no importaquien lo realice es siempre el mismo (mgh), pero €l trabajo puede realizarse en un segundo, en
una hora, 0 en un afio. Sin embargo, en muchos casos, es necesario considerar tanto el trabajo total realizado
como €l tiempo en que se efectla, la razon del trabgjo realizado entre el tiempo en que se lleva a cabo €

conocida como la potencia promedio, si At =t, —t; esel intervalo de tiempo en que seredliza el trabgjo W la
potencia promedio se expresa como

p-W
At

Cuando €l intervalo de tiempo se hace cada vez mas pequefio esto es tiende a cero, la potencia promedio cambia
alapotenciainstantanea

P= Iimﬂ— aw

=— 521
At—0 At dt

dW representa un trabajo infinitesimal igual a dW = F - dr por lo tanto, la potencia instantanea se puede
calcular como

p:d_W_ F-dr :F.i
dt adt dt

uesto uev—d—r

p q dt

P=F-v 522

En & sistema mks, la unidad de potenciaes

=—=watt=W

[P]_ jOUle _i
~segundo s

el simbolo W no debe confundirse con €l trabajo
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EJEMPLOS

XXI)  Unamujer de 57 kg asciende por un tramo de escalones que tiene una pendiente de 4.5 men 3.5 s. ¢Qué
potencia promedio deberd emplear?

SOLUCION
B Considerando €l nivel de energiaen laparteinferior, la
diferencia de energias para subir las escaleras es
AE=E; -E,
K
laenergiaen A esigua aceroy laenergiaen B es
E; = mgH , por lo tanto
AE = mgH
H
A
estaenergiaesigual al trabajo que tiene queredizar la
persona para subir las escaleras entonces la potencia
promedio es
=) \4

mgH  (67kg)08M . [45m) = 718w

At 3.55

p-

==

XXIl)  Un nadador se mueve en e agua a una velocidad de 0.22 m/s. La fuerza de arrastre que se opone a este
movimiento es de 110 N. ¢Cud esla potencia desarrollada por € nadador?

SOLUCION
v : En la figura se muestra a nadador, para
mantener la velocidad constante tiene que
mantener una fuerza F igual alas fuerzas de
Fr F friccion Fr, entonces la potencia
< L > desarrollada sera

P=FV
/\/w/\/ = (110 N)(0.22M)) = 24.2W
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XXII1) Un bloque de granito de 1380 kg es arrastrado hacia arriba por un plano inclinado a una velocidad
constante de 1.50 m/s por un motor de vapor. El angulo de inclinacién del plano es 6 = 35° El coeficiente de
friccién cinética entre el bloquey € plano inclinado es de 0.41. ;/Qué potencia debe suministrar el malacate?

SOLUCION

p <

¥ @

Fr

Lafuerzarealizada por €l motor esigua alatension en la cuerda. Considerando €l diagrama de cuerpo libre dela
figura se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones aplicando la segunda ley de Newton en componentes con a
=0.

T-F,-mgsend =0
N-mgcosé =0

Junto con la ecuacion

Fp=uN 3
Forman un sistema completo. De la ecuacion 2 N = mgcosé
Substituyendo en la ecuacion 3 Fr = 1, mgcosé

Despejando de laecuacionl aT

T =mgsend + F; = mgsené + y,mg coséd
=mg(send + p, cosH) 4

La potencia suministrada por el motor es

P =Tv=mg(send + u, cos6)v

P - (1380kg)[0.8 , Ksen3s° + 0.41c0535°)(1.50 M) = 18449 W
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XXIV) Un elevador de carga totalmente lleno tiene una masa total de 1220 kg. Debe descender 54.5 m en 43.0
s. El contra peso tiene una masa de 1380 kg. Halle la potencia de salida, en HP del motor del elevador.
Desprecie el trabgjo requerido para arrancar y detener al elevador; esto es, suponga que vigja a velocidad
constante.

SOLUCION

T1 T2

mg Mg

3

vl S

T1 T

Lafigura anterior muestra el esquemadel problema, la masam corresponde ala masadel elevador y M alamasa
del contrapeso. También se muestran los diagramas de cuerpo libre para cada masay para el motor.

Aplicando la segunda ley de Newton a cada uno de los diagramas de cuerpo libre y recordando que debido a que
lavelocidad es constante, la acel eracion es cero, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones

Masam T,-mg=0
MasaM T,-Mg=0

Motor del elevador T+F, =T,
Delaecuacion 1 T, =mg

Y dela2 T, = Mg

Lafuerzade motor se obtiene despegjando de la ecuacion 3
F.=T,-T,
substituyendo los valores de | as tensiones
Fn=Mg-mg=g(M-m) 5

F,=(os ., f1380kg - 1220kg) = 1568 N

Lavelocidad supuesta constante con que se desplaza el elevador se puede calcular delosdatosdeH =54.5my t
=43s

H 545m
V=—-= =127
t 43s %

finalmente la potencia del motor es
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1991W
P=Fv=(1568 N)(1.27 ") =1991W = = 2.67HP

XXV) Laresistencia al movimiento de un automévil de- pende de la friccién con la carretera, la cua es casi
independiente de su velocidad v, y del arrastre aerodinamico, el cua es proporcional av?. Para un automévil en
particular, de 12,000 N. la fuerza resistente total Fr esta dada por Fr = 300 + 1.8v?, donde F est4 en newtontsy v
est4 en metros por segundo. Calcule la potencia necesaria para que € motor acelere a automoévil a 0.92 m/s?
cuando lavelocidad es de 80 km/h.

SOLUCION

Lafigura siguiente muestra las fuerzas que acttian sobre el automévil y son las: el peso mg, lanormal o reaccion
del piso N, lafuerzade friccién Fry lafuerza del motor Fm

Fr N Fm
——f—
mg

A 4
Lafuerzadel motor F,, puede obtenerse aplicando la segundaley de Newton El ladireccion X

F.— F =ma

despgjando F,=F, +ma puestoque F, = 300+1.8v?
F.=300+1.8v*+ma

La potencia desarrollada por € motor es entonces

P =F,v=(300+18v2+maj

convirtiendo a unidades adecuadas | os datos proporcionados

W_ 1200 1oonkg. 80kfp/:22.2f%

m:E_g.S%z

evaluando la expresion parala potencia

P= (300+ 180222 %)2 T (1224kg)(0.92 e ))(22.2 f%): 51445W = 68.96 HP
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XXVI) ¢Cuanta potencia, en HP. debe ser desarrollada por el motor de un automévil de 1600 kg que avanza a
26 m/s (94 km/h) en una carreterallana si las fuerzas de resistenciatotalizan 720 N?

SOLUCION

Este problema es analogo a del nadador (problema anterior), para mantener la velocidad constante el motor del
automovil debe proporcionar unafuerzaigual alas fuerzas de friccion, entonces

18720W
P=FV = (720 N)(26"/) =18720W =——— = 251 HP
V= s r%) 7457
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CAPITULO VI

Momento e Impulso

Concepto deimpulso y momento lineal

. Laexperienciay el andlisis correspondiente de los fenébmenos mecénicos muestran, que para la caracterizacion
del movimiento mecanico de algunos de los fendmenos como las colisiones es necesario, ademés de los
conceptos de energia cinéticay potencial y conservacion de la energia, introducir una magnitud mas, llamado €l
momentum, cantidad de movimiento 6 momento lineal

6.1

.Esta magnitud es fundamental en la descripcién del movimiento de los cuerpos, brinda la oportunidad de
distinguir entre particulas ligeras y pesadas que se mueven a la misma velocidad. Por su definicion es una
cantidad vectorial, la cual puede ser escrita en componentes como

p, =nMmv

py =MV p, =mv

X z

y

Las unidades del momento lineal son en el sistema MK S

RELACION ENTRE FUERZA' Y MOMENTO LINEAL

Pasemos al estudio méas detallado del momento lineal. Ante todo la ecuacién fundamental de la dinamica
newtoniana (segundaley de Newton), puede ser escrita mediante el impulso lineal:

-_do

= 6.2
dt

es decir, la derivada de laimpulsion de un punto material respecto a tiempo esigua ala fuerza que actia sobre
él.

En particular, F = 0. entonces p = constante

La ecuacién 6.2 permite encontrar el incremento del momento lineal de la particula en cualquier intervalo de
tiempo, si se conoce la dependencia de lafuerza F y e tiempo. En realidad, de 6.2 se deduce que €l incremento
elemental del momento lineal de la particulaen el lapso dt es dp = F dt. Integrando esta expresion det;, at;, se
encuentra el incremento del momento lineal

AP=p; - P, =I:f Fdt 6.3

Lamagnitud en & segundo miembro, la denominan impulso de unafuerza.
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3= : Fat 64

Las unidades del impulso J son las mismas que las unidades de momento lineal p
De ese modo. €l incremento del momento lineal de una particula en cualquier intervalo de tiempo At =t; —t,

es igual a impulso de una fuerza en este mismo tiempo. Este enunciado es equivaente a la segunda ley de
Newton.

En general puesto que la fuerza puede variar como muestra la figura 6.1 es adecuada introducir € término de
fuerza promedio

0 ti At tr

Figura 6.1. Representacion del impulso como el dreabgjo lacurvaen e intervalo At.
F=—| Fdt 6.5

el calculo del impulso se vuelve sencillo se considera la fuerza constante o la fuerza promedio,

J =Ap = FAt 6.6

EJEMPLOS.

1) Una bola de béishol de 150 g lanzada a una velocidad de 41.6 m/s es bateada directamente hacia €
lanzador a una velocidad de 61.5 m/s. El bate estuvo en contacto con la bola durante 4.70 ms. Halle la fuerza
promedio gercida por el bate sobre labola.

SOLUCION
Y

Vi Vi >
# @)
X
0 .

Se considera el problema en una dimension, por lo tanto se aplica directamente la ecuacién
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AP _mymy iy, —v)_(0150 kg)(61.5’%; (416 S)): oo
At At At 4.70X10°s

1) Una fuerza que promedia 984 N es aplicada a una bola de acero de 420 g que se mueve arazén dé 1:1.8
m/s a causa de una colision de 27.0 ms de duracion. Si la fuerza esta en direccion opuesta ala velocidad inicia
delabola, hallelavelocidad final de labola

SOLUCION
Y Vi Vit
+— >
F
® —©O O
X
0
a) b) c)

El momento lineal inicia que tiene la bola en la figura @) es modificado por la fuerza F que actia como se
muestra en lafigura b) el resultado es mostrado en lafigura c). Aplicando la ecuacion del impulso

FAt = AP = mv, —nv,

despejando la velocidad final

F At (984 N)(27x10°°
Vi = V= 0.42(0 < )—13.8 My =495 M/

1) Una bola de 325 g a una velocidad v de 6.00 m/s golpea una pared con un angulo de 30.0° y luego
rebota con la misma velocidad y angulo. Estd en contacto con la pared durante 10.0 ms. (&) ¢Qué impulso
experiment6 la bola? (b) ¢Cué fue lafuerza promedio gercida por la bola contrala pared?

SOLUCION

a) El impulso se calcula mediante la ecuacion
J=AP=p,; -p,

e momento linea inicial y final utilizando e sistema de referencia de la
figuraes

p, = mv, = mv,(-sené, — cosd) = (—mv, send, — mv, cosd)
p,; =MV, =MV, (send, —cosd) = (mv, send, — mv,, cose)
las velocidadesinicia y final tienen lamisma magnitud, entonces

J=p; —p; = (Mvsend,—mvcosh) — (—mvsend,—Mvcose)

- (2mvsens,0) = (2(0.325 kg)(6.00 %)senSOO,O): (1.95Ns,0)

b) lafuerza promedio gjercida por la pared es

F= i—‘t) = m(l.gs A 0)= (195, O)N
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1V) Supdngase que las hélices de un helicoptero empujan verticalmente hacia abajo la columna cilindrica de
aire que barren a girar. La masa total del helicoptero es de 1820 kg y la longitud de las hélices es de 4.88 m.
Halle la potencia minima necesaria para mantener al helicoptero en €l aire. Supdngase que la densidad del aire es
de 1.23 kg/m®,

SOLUCION
L

I {e :

I v |

H=vt | l M I:I ¢ ;

I | I

| Mg |
W--"TTTTTTT YT = gl

~ -~ o -

Lafuerza gjercida por el motor para mantener suspendido el helicoptero esigual a peso del mismo F, = Mg
la potencia del mismo es entonces

P=F,-v=Mgv 1

Por otra parte lafuerza F, se puede calcular mediante el cambio del impulso que sufre el aire debido alas aspas,

se supone una velocidad vertical antes de pasar por las aspasigual aceroy despuésigual alavelocidad V. Enun

tiempo t una particula del aire recorre unadistancia H = vt , de tal manera que el volumen del cilindro formado
por unadelasaspasen el tiempo t es

V =7 L°H =7 Lt

Lamasam del aire desplazado por unaaspaes m= pV = p;szvt , como el helicdptero tiene
entonces lafuerza F, en magnitud es

2
Fe:ATP:va:—(pﬂ-lt'Vt)\/:,mrLZV2

comparando con la ecuacion 1
Mg = pzr L?V? de donde se despgjaa
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V= Mg 3
\ p L2

substituyendo la ecuacion 3 en la ecuacion 1

\

Mg \/,\Tg i (1820kg)(9.8 %2) (1820kg)(9.8 %2) .

LVpzr 488m (1 23 ky )7[
- m3

Esta potencia corresponde aun helicdptero con una sola aspa, puesto que se deben considerar las dos entonces la
potencia obtenida se divide ala mitad

P =124.1kW

V) Es bien sabido que las balas y otros proyectiles disparados contra Superméan simplemente rebotan en su
pecho. Supdngase que un gangster dispara contra €l pecho de Superméan balas de 3 g arazén de 100 balas/min,
siendo la velocidad de cada bala de sao m/s. Supdngase también que las balas rebotan directamente hacia atrés
sin cambiar la velocidad. Demuestre que la fuerza promedio gjercida por la rafaga de balas sobre € pecho de
Superman es de 5.0 solamente.

SOLUCION

El cambio de momento AP = P —P; que experimenta cada una de las balas se puede calcular utilizando e

resultado del problema anterior para 6=0, en tal caso solo existe el cambio de momento en la componente X, asi
pues Ap, = 2MV, si N es € numero de balas que rebotan en e pecho de Supermdn € momento total es

AP, = 2Nmv, por lo tanto |a fuerza ejercida por las balas

AP 2Nmv N 5
Fo === =—— = 2mv— = 3(3:10 *)(500 ", >balas/y =5 N
TOAt At At ( X S)(s A)

o N . ~balas/ _ balaslmin g/ palas
en el resultado se utilizo queZt—loo min—lOO 60 _é A

Centro de masay conservacion de la cantidad de movimiento

En cualquier sistema de particulas hay un punto notable, llamado centro de masas, que posee una serie de
importantes e interesantes propiedades. Se considera que en ese punto se encuentra concentrada la masa del
cuerpo y su movimiento translacional corresponde al de la particula sin importar que €l cuerpo gire 6 vibre. Su
posicién con relacion a origen O del sistema coordenado dado de referencia se determina por la férmula
siguiente:

Mo =ﬁ2mri 6.7
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Donde m;y r; son lamasay € radio vector de la particulai-ésima, M = Z M eslamasade todo € sistema
(ver figura6.2) lasumasereaizasobrelasN particulas del sistema.

r5

o

m5

X

Figura 6.2. Definicion del centro de masa.
Se debe sefialar, que el centro de masa de un sistema coincide con su centro de gravedad solo en aquellos casos,
cuando el campo de las fuerzas de gravedad se puede considerar homogeéneo.

Es verdad que esta afirmacion es justa La velocidad del centro de masa en el sistema de referencia dado se
obtiene diferenciando la ecuacidn 6.7 respecto del tiempo

drcm_iz dr,
a  M&M

laexpresion anterior se puede transformar en

Mv,, => my, 6.8

Lavelocidad V¢, adquiere el sentido de velocidad del movimiento del sistema como un todo. La parte derechade
la ecuacion 6.8 corresponde @ momento lineal total del sistema que es la suma de los momentos lineales
individuales

P:zpi :vai 6.9

Entonces
Mv_ =P 6.10

cm

Es decir, El momento lineal del sistema es igual a producto de la masa total de éste por la velocidad de su
centro de masa.
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Derivando la ecuacion 6.9 respecto del tiempo se obtiene

dpP dv,
En la parte derecha se ha aplicado la segundaley de Newton ma; = F;

Cada particulai del sistema se encuentra sometida a Fuerzas internas debidas a las restantes particulas y fuerzas
externas, como muestralafigura 6.3, lafuerza Fi sobre la particulai se puede escribir como la suma siguiente

F = ZF” + F o« lasumaseredizaparai #

entonces%zZZFij +ZFi®<t
i

Laterceraley de Newton aplicada aeste caso indicaque F; = —F;

Por lo que ZZ F.; =0 ysi ademéslafuerzatotal externaes F,, = ZFi ot
i

Cé_f =F,, 6.11
0
Z—T = Ma,, 6.12

dpP
Si en €l sistema solo actlian fuerzas internas, y las externas son cero entonces E =0 de donde se concluye
que P = constante 6.13

Lo cua esequivalentea
P =P, 6.14
expresiones que son equivalentes a

p, +p, +---+p, =constante 6.15

Py +Pg +-+Py =Pis Py +- Py 6.16

Cualquiera de las expresiones de 1a 6.13 ala 6.16 sefiala que e momento total se conserva si lafuerza externa
toral sobre el sistema es cero.

AUn cuando pueden variar con € tiempo momentos lineales de particulas aisladas o de partes del sistema
cerrado, la UJtima expresion indica que estas variaciones siempre transcurren de modo que €l incremento del
momento lineal de una parte del sistema es igual a decremento del momento lineal de la parte restante del
sistemadetal formaque lasumatotal se mantiene constante.

136



FISICA DEL MOVIMIENTO APLICADA ENERO 2008 Gonzalo Gélvez Coyt

Si lafuerza externa neta que actlia sobre € sistema no es cero, entonces laley de conservacion del momento no
serqvdlida. Sin embargo en algunos caso se puede redefinir €l sistema para de manera que incluya otros objetos y
asi aplicar € principio de conservacion del momento: Por gjemplo si se considera €l sistema piedra que cae, €l
momento No se conserva sino que aumenta a medida que cae hacialatierra, esto se debe alafuerza de gravedad
que se considera externa. Si el sistema se amplia para incluir la Tierra, e momento total piedra + tierra visto
desde un sistema de referenciainercial se conserva. En marco de referenciainercial la piedra cae hacialatierray
la tierra se mueve también hacia la piedra, pero debido a su tamafio su velocidad es pequefiisma y no seria
notorio.

En un sistema no cerrado se puede conservar no la mismaimpulsion P, sino su proyeccion Py en cierta direccion
X. Esto sucede cuando la proyeccién de lafuerza externaresultante F en la direccion x esigual a cero, es decir, €l
vector F es perpendicular a ella. Efectivamente, proyectando la ecuacion 6.11 en la direccion X se obtiene

P, _p
dt

6.17

De donde se deduce que si F, = 0 entonces P, = constante

X

Por g emplo, durante & movimiento de un sistema en un campo homogéneo de fuerzas de gravedad se conserva
la proyeccion de su momento lineal en cualquier direccion horizontal, suceda lo que suceda en el sistema.
Resultado que sera muy utilizado en la solucion de problemas posteriormente.

La experiencia muestra que a ley de conservacién del momento lineal, es una la ley fundamental de la
Naturaleza, que no conoce excepcion alguna. Pero en esta amplia concepcidn ellaya no es resultado de las leyes
de Newton y debe considerarse como un principio genera independiente, que es generalizacion de factores
experimental es.

EJEMPLOS
V1) Un Chrysler con una masa de 2210 kg se estd moviendo alo largo de un tramo recto de carretera a 105
km/h. Es seguido por un Ford de 2080 kg de masa que se mueve a 43.5 km/h. ¢Qué velocidad tiene e centro de

masa de |os dos carros en movimiento?

SOLUCION

Lafiguramuestralasituacion, los valores de masay velocidad de los autos son:

m = 2210 kg v, =105 km/ = 292 M/
m, = 2080 kg v, =435k, — 121/
Lavelocidad del centro de masa se obtiene directamente
ch = ;[rnlvl + mzvz]

m+m,

~ ok i 20601 (2210kg)(20.2 f%)+ (2080kg)12.1 f%)] =209,
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VII) Dos patinadores, uno con 65 kg de masay el otro con 42 kg de masa, estan de pie en una pista de hielo
sosteniendo unavara de 9.7 m de longitud y de masa despreciable. Comenzando desde |os extremos de |a pértiga,
los patinadores se jalan a si mismos a lo largo de la vara hasta que se encuentran. ¢Qué distancia recorrerd €
patinador de 42 kg?

SOLUCION

Paralafigura se considera que
m = 42kg m, = 65 kg L=9.7m

EL centro de masas del sistema formado por los patinadores y la vara no se mueve, no importa quien de los dos
sea €l que jale la vara, puesto que estas fuerzas se consideran fuerzas internas. La figura a muestra €l inicio del
movimiento y la figura b el momento en que se encuentran en el centro de del sistema a final de jaar la vara
todo lo posible Colocando el sistema de referenciajusto donde se encuentra el patinador de menor masa o seam;

1 1
=— - =——— —|(42kg )0 65kg ){9.7 =59
o= o] = o ko m) - (eskalo 7 ) - som
mi m2
L
0
cm

Figuraa
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mi  ma2

Xam %@%
i

VIII)  Un hombre de masa m se hala asido a una escalera de cuerda suspendida de un globo de masa M. El
globo se halla estético respecto al terreno. (a) Si el hombre comienza a trepar por la escalera a una velocidad v
(con respecto a la escalera), ¢en qué direccion y a que velocidad (respecto ala Tierra) se movera €l globo? (b)
¢Cud es d estado de movimiento después de que el hombre deja de trepar?

Figurab

SOLUCION

a) Lasfuerzas que actlian en la direccion vertical y son € peso
total del globo y e hombre, la fuerza de sustentacion del
globo y latension en la escalera, la resultante de la fuerzas es
cero, por lo que se puede aplicar la conservacion del momento
en esa direccion.  Las velocidades deben ser referidas a un
sistema inercial € cual se considera que es latierra como se
muestra en € dibujo. La velocidad del globo Vg se supone
Vo dirigida hacia abajo, con esta condicién la velocidad del
hombre respecto de latierraes Vyr es

Vit = Vo ~Vie

donde Ve eslavelocidad del hombre respecto ala escalera
La velocidad del centro de masas del sistema Globo-Hombre
es cero y la accion del hombre se considera fuerza interna por

lo tanto se mantendrd sin desplazarse mientras € hombre sube
por la escalera, entonces

0=nv; + Myg

m E TVHE 0= m(VG _VHE)+ Mvg

Vv Y
" ‘ O:(m+M)VG_m,HE
X
ol V. = MVye
¢ (m+M)

b) Unavez que el hombre deje de subir por la escalera lafuerza de sustentacion del globo hara que este regrese a
su posicion inicial.
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IX) Se dispara una bala de un arma a una velocidad de salida de 466 m/s, a un angulo de 57.4 con la
horizontal. En la parte més alta de la trayectoria, la bala explota en dos fragmentos de igual masa. Uno de los
fragmentos, cuya velocidad inmediatamente después de la explosion es cero, cae verticalmente. ¢A qué distancia
del cafion cae e otro fragmento, suponiendo un terreno Ilano?

SOLUCION

77477777 77777777777 7777777777777 777777777777
R

Lafigura anterior muestrala situacion del problemadonde V, = 466 % y § =57.4°

El centro de masas sigue la mismatrayectoria de la parabola, el alcance maximo se puede determinar por:

2 (466 /)2 sen 2(57.4)
R= Yo gon2g = Vs — 20115.23m

g 9.8 %2

Utilizando el sistema de referencia de lafigurael centro de setiene que € centro de masas es

1lmR m R L
—R=— | L |=R =
Xem m[22 2 } 472

de donde

L= 2[ —%R]: zGRjzgR

por lo tanto la distancia a donde cae el segundo blogue es:

L = R+%R = 20115.23 m+10057.6 m= 30172 m
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X) Una cadena flexible, uniforme, de longitud L, con un peso por unidad de longitud ) pasa sobre una
clavija pequefia, sin friccién; véase la figura 2. Se deja caer desde una posicion de reposo de modo que una
longitud de cadena x cuelga de un lado, y una longitud L - x cuelga del otro lado. Halle la aceleracion a en
funcion de x.

SOLUCION

La cadena del lado izquierdo corresponde ala masaml y la cadena
del lado derecho a la masa m2, las fuerzas que actlian sobre cada
uno de los pedazos de cadena son solamente su peso entonces se
puede calcular la aceleracion de la cadena mediante la ecuacion

Ma,, = F +F, =mg+m,qg

1 1
X 8, = [ (L=x)2g+ Xag] = =[-Lg+xg + xq]

2X
=g -1+22
g[ +L}

el signo menos de la en el peso de la cadena del lado izquierdo se
debe a que esta jala a la parte derecha que se toma como
positivo.

cesemceaearcoear"soePosaea>rT"ToaeatTosoae "o g

X1) Ricardo que tiene una masa de 78.4 kg, y Judith, quien pesa menos, se divierten a anochecer en un lago
dentro de una canoa de 31.6 kg. Cuando la canoa esta en reposo en aguas tranquilas, intercambian asientos, los
cuales se hallan separados a una distancia de 2.93 m y simétricamente situados con respecto a centro de la canoa.
Ricardo observa que la canoa se movi6 41.2 cm con relacion a un tronco sumergido y calcula la masa de Judith.
¢Cudl es estamasa?

SOLUCION

. d y d R
Al O +— @
mJ mc MR
:
.S
. d <> d .
o) O +—= ®
MR © mc mJ
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Delafigura My = 78.4 kg eslamasade Ricardo, M, la masa de Judith, m, =31.6 kg la masa de la

canoa, d = 2.93 m la distancia entre asientos y S = 41.2 cmel desplazamiento de la canoa respecto del
tronco.

El sistema que se debe tener en cuenta es canoa — Ricardo — Judith, debido a que se considera que no hay friccién
entre lacanoay € aguay todas las fuerzas gercidas por los pasgjeros € centro de masas no se mueve respecto
de un sistema de referencia inercial antes y después de que han cambiado de lugar los pasgjeros. El sistema de

referencia que facilita los resultados es € mostrado en la figura y pasa exactamente por € centro de masas
individual delacanoa, calculando en cadaposicién a) y b) e centro de masas

1
Xem = M—[dmR — dm, + m.(0)}]
T

om = [d+ m,+ (@ - lm, + sm ]

T

Igualando:

dm, —dm, = (d +s)m, —(d — s)m, + sm,
dm, —dm, = (d +s)m, —dmg + sm, + sm,
dm, +dm, — s(m, +m,) = (d + s)m, + dm,

2dm, — s(m, +m,) = (2d + s)m,
despegjando am;

m - 2dm, - s(my+m,)
’ 2d +<

evaluando

2(2.93m)(78.4kg)-0.412 M78.4 kg + 31.6 kg) 414.1
= = 66.02 kg
2(2.93m)+0.412 m 7
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X1 Una persona de 84.4 kg esta parada en la parte posterior de un trineo de vela que se mueve sobre €l
hielo; el trineo pesa 425 kg y avanza a 4.16 m/s por e hielo, que puede considerarse sin friccion. Decide
caminar hacia el frente del bote, de 18.2 m de longitud y lo hace a una velocidad de 2.08 m/s respecto a bote.
¢Qué distanciarecorrié € bote sobre el hielo mientras él estuvo caminando?

SOLUCION

Xcm

D

Las indicaciones del dibujo se refieren a M= 84.4 kg masa del hombre, M = 425kg masa del bote,
vV, = 4.16 r% velocidad inicia del sistema bote — hombre, L =18.2m longitud del bote y

Vy, = 2.08 % lavelocidad del hombre respecto del bote.

Antes de que el hombre comience a moverse la velocidad de todo el sistema junto con su centro de masa es V.
Al moverse la persona, el centro de masas se mueve alamismavelocidad V,, pero €l bote retrocede ligeramente,

la velocidad del hombre respecto a sistema tierra es Vi =V +V,, donde Vyr es la velocidad del bote

respecto alatierra.
Aplicando laley de la conservacién del momento lineal

M1 Vem == My Viyr + MV
M:V, =m, (Vbt T VHb)+ MV,r

MTVO — MyVip

V=
T M +m

(84.4 kg +425 kg)(4.16 %)— (84.4 kG)(Z-OS s) - 38151/
425 kg +84.4 kg S
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El tiempo que se mueve el bote esigual a tiempo que tarda el hombre recorrer lalongitud del barco, entonces

(o Lo_1sem oo

Vy, 2.08 f%

Ladistanciarecorrida por el barco es

D = vyt = (381M/|8.75 seg) = 33.384 m

XII)  El trineo de un cohete con una masa de 2870 kg se mueve a razon de 252 m/s sobre unos rieles. En
cierto punto, un compartimento especial del trineo se hunde en un depésito de agua situado entre los rieles y
saca agua para echarla dentro de un tanque vacio del trineo. Determine la velocidad del trineo después de que el
tanque se hallenado con 917 kg de agua.

SOLUCION
Va Vs
T~ N
| V| m1 | ma
T~ N

En la figura M, es la masa del trineo, M, la masa de agua en € compartimento, V ,la velocidad cuando el

trineo estavacioy Vy lavelocidad cuando €l trineo con €l agua

Para resolver €l problema se aplica la conservacién del momento lineal en la direccién de movimiento X, esto es
P.=PR
A B

MV, = (M + M)V

L my, _(2870kg)(252’%)_1900 n
® m +m, 2870kg+917kg /S
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X1V)  Un vehiculo espacia vigja a 3860 km/h con respecto a la Tierra cuando €l motor vacio del cohete se
desprende y es enviado de regreso a una velocidad de 125 km/h con respecto a modulo de mando. La masa del
motor es € cuddruple de la masa del médulo. ¢Cud es la velocidad del médulo de mando después de la
separacion

SOLUCION
En la figura M. es la masa del modulo de
A B mando, M. la masa de motor, V,la
A velocidad cuando € vehiculo espacial vigja
/\ /\ unido, V.. la velocidad del médulo de mando
oo vc o0 después de separarse € motor 'y Vi.la
e mc velocidad del motor respecto del mdédulo de
mando.
Va
Las velocidades deben referirse a un sistema
mt Vic inercia que en este caso es la tierra, de esta
v manera la velocidad del motor en este sistema
mr es
g{{{ Vi =Ve —Vic

El momento lineal se conservaen ladireccionY, estoes P, = P

(mr 'HTE)VA = My Vp + MV = My (Ve — Vi) + MV =

de donde V.

(M + MV, + mpvee
my + M,

Ve =

puesto que M, = 4.

k ki
ve = SmCVA;rinkVTC _5v, +5 A _ 5(3860 %);‘ 4(125 %) _ (3960 k% )
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Colisionesen unay dos dimensiones

Colision de dos particulas

Una colision es la interaccion de dos cuerpos en un tiempo pequefio, En el momento de la colision las fuerzas
externas son insignificantes comparadas con las fuerzas que cada cuerpo eerce sobre el otro, estas grandes
fuerzas internas que aparecen deforman los cuerposy a regresar a su formaoriginal |os dos cuerpos 6 a menos
uno de ellos ha modificado su movimiento original, esto es se distinguen claramente fases de colision a saber:

a) antesdelacolision
b) lacolisién
¢) despuésdelacoalisién

Lafigura 6.3 muestralas fases de la colisién de dos cuerpos.

V1i Vif V2f
—> +— g
a) b) ©)
Figura7.3

Generalmente se desconoce exactamente como varian las fuerzas internas de la colision, la figura 6.1 muestra
aproximadamente la gréfica de una de estas fuerzas. Sin embargo se puede saber que sucede después de la
colisién si esconocido el movimiento inicia de los cuerpos aplicando de las leyes de conservacion del momento
y laenergia.

Para demostrar que en momento lineal se conserva témese como base lafigura la 7.3, donde como se observa
m;y m, son las masas de los cuerpos, pi, P 10S respectivos  momentos linedles iniciales y pys, p  10S
momentos lineales finales. Durante la fuerza de interaccion que actta sobre €l cuerpo 1 esFy y parae cuerpo 2

es F1,, pero recordando la tercera ley de Newton F,; = - F1, €l cambio de momento lineal durante la colision
del cuerpo 1 se puede calcular aplicando la ecuacion 7.3

ty
Apl =Pyt =Py = Li ledt
y del cuerpo 2
t t
AP, =Py =Py = jti FlZdt = _J.t‘ ledt

comparando |as ecuaciones anteriores

Ap, =-Ap,
Pt =Py :_( 2f _pzi)
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ordenado términos

Py + P2 =Pisr T P2 6.18

Ecuacion que indica que e momento se conserva.

Por otra parte durante una colision la energia cinética no se conserva necesariamente debido a que la energia se
puede transformar en otros tipos de energia como el calor, sonido, 6 radiacion y puede no existir la posibilidad
de recuperarla por parte del sistema. Si durante la colision se conserva la energia cinética total, la colision es
Ilamada colision elastica, y se cumple que

1 v2+1mv2 _1 V2 +1mv2 6.19
2rnlli 2 2V 2i 2rnllf 2 2V 2f .

. La colision de bolas elasticas duras como las de billar 6 las colisiones en el ambito de particulas atémicas
resultan ser casos muy cercanos a las colisiones elasticas.

En € caso de no conservarse la energia cinética durante la colision esta se llamara colisién inelastica, que es
realmente donde quedan comprendidas La casi totalidad de las colisiones reales.

Colisiones elasticas en una dimension

Consideremos €l caso de la colision en una dimension, esto es antes y después de la colisién los cuerpos
permanecen en la misma linea, la cual por conveniencia se toma como e X del sistema de referencia como
muestra a figura 6.5, ademas las cantidades se pueden trabagjar directamente como escalares. Aplicando la

conservacion del momento lineal y suponiendo que la colision es elastica y por lo tanto se cumple la
conservacion de laenergia cinética, se obtienen el sistema de ecuaciones

myv, + m\v,, =myv;; + myv.,; 6.20
1 .,1 5 1 . 1 5
Emlvﬂ +§m2V2i ZElelf +§rnzV2f 621

Conaociendo las masas y las velocidades iniciales son posibles determinar las vel ocidades finales despegjando de
| as ecuaciones anteriores.

Laecuacion 6.20 se puede escribir asi ml(vﬂ = V¢ ) =m, (sz —Vy ) 6.22
y laecuacion 6.21 como ml(Vlz. — Vi, ): m, (V22f -V;, )
6 rn.’l.(vli — Vi )(Vu + Vi ): mz(sz —Vy )(sz +V2i) 6.23

Dividiendo la ecuacion 6.23 entre la ecuacion 6.22 se obtiene
Vi + Vg =V, +Vy

ordenando términos Vy =V, = —(Vlf =V, ) 6.24
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La ecuacion anterior muestra que en el caso de colisiones elasticas la velocidad relativa de acercamiento de los
cuerpos es igual alavelocidad relativa de algamiento sin importar las masas de los cuerpos involucrados en la
colision.

Despgiando a V,; delaecuacion 6.24 V,; =V, +V;; —V,,

Substituyendo en laecuacion 6.20 MV, + MV, = MV, + mz(vli +V;; =V, )

De donde se despejaa V¢
o
Vi =|——2 |V | ——— |V, 6.25 (a)
m +m, m +m,
o =] I o, 6250
m, +m, m, +m,

|as ecuaciones anteriores permiten conocer las velocidades finales de los cuerpos durante una colision eléstica

Colisionesinelasticas en una dimension

El caso de las colisiones inelasticas, se conserva el momento lineal, esto es la ecuacién 7.20 es correcta, pero no
asi la conservacién de la energia cinética ecuacion 7.21, por 1o que no se cuenta con un sistema de ecuaciones
gue pueda resolverse en general como en €l caso anterior de colisiones elasticas. Sin embargo existe € caso en
que la colisién es completamente inelastica lo cual significa que los cuerpos quedan “pegados’ o “incrustados’
uno dentro del otro como muestra lafigura 7.4 y de esta manera después de la colisién se moveran con la misma
velocidad final.

Vi V2i Vi
Figura7.4

La ecuacion de la conservacion del momento lineal se reduce a
MVy + MV, = MV + MV, = (ml + mz)Vf

de donde puede determinar la velocidad final

m +m, m +m,
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Colisiones elasticas en dos dimensiones

Los cuerpos al sufrir una colisién frontal no necesariamente siguen una trayectoria sobre la linea recta que los
une antes de la colisién, tal como muestra la figura 6.7 y por lo tanto la colision debe ser considerada a menos
en dos dimensiones.

En estas condiciones la conservacion de momento ecuacién 6.18 se escribe en componentes

Pix T Paix = P T Pax 6.27a

Puy + Paiy = Piy + Py 6.27b

y laecuacion de laenergia cinéticafina
1 , 1 , 1 >, 1 5
Ernlvli +§sz2i :Ernlvlf +§sz2f 6.28

El conjunto de ecuaciones anteriores cuenta con cuatro incégnitas que son las componentes de las velocidades
finales, 0sea Vy; = (Vlfx’vlfy) Yy Vo = (V2fx’v2fy)

Y como se observa solo se tiene 3 ecuaciones por lo tanto no es posible resolver para las velocidades finales
hasta conocer al guna componente finales 6 dato que permita completar el sistema de ecuaciones.

EJEMPLOS

XV) Un elefante furioso embiste a razon de 2.1 m/s contra una mosca que revolotea. Suponiendo que la
colision sea elastica, ¢a qué velocidad rebota la mosca? Notese que e proyectil (el elefante) es mucho més
masivo que el blanco (lamosca).

SOLUCION

Las velocidades final es para una colision elastica son

Vlfz(ml_mz]vli"‘( 2n12 jVZi
m +m, m +m,

v - (Z_fnjv N (ujv
m +m, m+m,

Se considera que para este caso

m =M = masa del elefante v; = velcidad inicil del elefante
m, = m = masa de la mosca v,, = 0 = velocidad inicil dela mosca
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de esta manera las ecuaciones anteriores se simplifican a

_(m-m) _(M-m)
Vlf _[m+n]2jvﬁ (M +mjvll

v, =| 2D v—(ZM jv
2f_rr!l+rn2 i~ M +m 1

como lamasa de lamosca es mucho menor que lamasadel elefante m<<M, entonces
M+mzM yM-m=z=M porlotanto

M-m M 2M 2M
Vlf :[M +mj:mvﬂ :Vli :21% Yy V2f :(mjvﬂ :VVH :42%

El resultado muestra en general que s € proyectil es més masivo que €l blanco, en proyectil no modifica
sustancialmente su velocidad, en cambio el blanco adquirira unavelocidad del doble lavelocidad del proyectil.

XVI) Dos esferas de titanio se aproximan una a la otra frontalmente a la misma velocidad y chocan
elasticamente. Después de la colision una de las esferas, cuya masa de 300 g, permanece en reposo. ¢Cudl es la
masa de la otra esfera?

SOLUCION

Supdngase que m;= 300 g y que m, es la masa desconocida, la velocidad v;=v vy Vv,=-v, debido a que se
aproxima de derecha aizquierda como se muestra en lafiguraa)

Vi V2 vii=0 Vot
— «— —
a) b)

La figura b) muestra el resultado de la colision en la cual la bola 1 queda en reposo. Substituyendo los datos
dados en la primer ecuacion para colisiones el asticas

Vit :[ml_mzjvli +( 2m, JVZi
m +m, m +m,
NS
m +m, m +m, m +m,

dedonde m, = %ml = é(soo g)=100 g
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XVII)  Un carrito de 342 g de masa que se mueve sobre una pista linea sin friccién a una velocidad inicial de
1.24 m/s choca contra otro carrito de masa desconocida que esta en reposo. La colisién entre los carritos es
eléstica. Después de la colision, € primer carrito continuo en su direccion origina a 0.636 m/s. (a) ¢Cud esla
masa del segundo carrito? (b) ¢Cudl es su velocidad después del impacto?

SOLUCION
Vi v2i=0 Vif V2f

—
= S
(€Y (b)

La figura () muestra la situacion antes de la colision y la figura (b) el momento después de la colision. La
colision es eléstica por o que se aplican directamente |as ecuaciones

- 2m
Vit :ml m2V1i+ 2 Vyi 1
m, +m, m +m,
2 m, ——
V. M, V, +—2 mlv2i 2

= 1
m +m, m +m,
a) delaecuacion 1 aplicando que el segundo carro estd en reposo

_m-m

m +m, V;; dedonde (rnl+m2)vlf :(ml_mz)vli 6 M, (Vyg +Vy) =my(Vy — V()

Vlf

finalmente despejando M,

my =m YY) (349,003 kg)(1'24 g -08%67,) - 0.110kg
(Vi +Vy) L24m +0.636 M)
b) laecuacion 2 conduce a

oom 2(342 x10°® kg) B
Yor = m, +m, = 342 X107 kg +110 X10°° kg (1'24 %)_ 188 r%

XVII) Un objeto de 2.0 kg de masa choca el asticamente contra otro objeto en reposo y continua moviéndose en
ladireccion original pero aun cuarto de su velocidad original. ¢Cudl eslamasadel objeto golpeado?

SOLUCION

La colision es eléstica aplicando la ecuacion

v2i=0 Vit =1/4 VAf V2
— —

@ @ @ @
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m -m 2m,
Vit = vy + Vi

m, +m, m +m,

conlacondicion Vo =0y Vii=1/4Vy;, %Vli = Mvﬂ despgjando m,
m +m,

finamente m, = 3/5m, = 3/5(2 kg) = 1.2 kg

XIX)  Unabaade 3.54 g se dispara horizontalmente contra dos bloques que descansan sobre una mesa sin
friccion, como se muestra en lafigura a. La bala atraviesa el primer bloque, que tiene unamasade 1.22 kg y se
empotra en el segundo, que tiene una masa de 1.78 kg. Al hacerlo, se imprimen en los bloques velocidades de
0.630 m/sy 1.48 m/s, respectivamente, como se muestra en lafigura b. Despreciando |la masa extraida del primer
bloque por la bala, halle (a) la velocidad de la bala inmediatamente después de salir del primer bloque y (b) la
velocidad original de labala.

SOLUCION

M1=1.22 ki =
Vi g M2=1.78 kg
q) =
Mo
Vb1=0.63 mys Vb2=1.48 mis
—_ s

Vs

EL problema se puede considerar como dos colisiones, en la primera figura a) la bala choca con el primer bloque
de donde aplicando |a conservacion del momento lineal para esta colision

MV, = MVg + MV, 1

En la segunda colision figura b) la bala sale con una velocidad Vg después de atravesar €l primer bloque y se
incrusta en € segundo bloque, entonces €l bloque y la bala tendran la misma velocidad fina Vy, , aplicado la
conservacion de momento lineal para esta colision

mvg = (M, + M)V, )
a) delasegunda ecuacion se obtiene la velocidad después de salir del primer blogque
b)

(m +my)y, (000354kg +178kg)La ™)
e - = 746 M

m, 0.00354kg

b) de laprimer ecuacién y utilizando €l resultado anterior la velocidad de |a bala antes de colisionar con el primer
bloque es

LR (0.00354kg)(745.6 f%)+ (1.22kg)(o.63 f%) o rV
m, 0.00354kg S
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XX) Un cuerpo de 8.0 kg de masa avanza a 2.0 m/s sin la influencia de fuerza externa alguna. En cierto
instante ocurre una explosién interna, que divide a cuerpo en dos trozos de 4.0 kg de masa cada uno; la
explosién transmite al sistema de dos trozos una energia cinética de traslacion de 16 J. Ninguno de los trozos
abandona la linea de movimiento original. Determine la velocidad y la direccién del movimiento de cada uno de
|os trozos después de la explosién.

SOLUCION
Vcm \"A V2
X " G

@ (b)

Lafiguraa) muestrala situacion antes de la explosion en lacual las dos partes tiene lamisma velocidad igual ala
velocidad del centro de masas. La figura b) e momento después de la explosion. La ley de la conservacion del
momento conduce a la ecuacion

Mv,,, = mv, + mv, 1

Las incognitas son las velocidades de las dos partes, por o tanto se requiere de otra ecuacion para resolver el
problema, esté se obtiene aplicando la conservacién de laenergia

1

Lacantidad E eslaenergiade translacion proporcionada por laexplosion.

Utilizando los datos del problema y omitiendo las unidades para facilitar calculos, las ecuaciones anteriores se
convierten en

16 =4v, + 4y, v,+V, =4 3
16+16 = 27 + 25 vy +V5 =16 4
delaecuacion3 V, =4-V, 5
substituyendo en 4 v+ (4— vl)i =16

desarrollando y simplificando se obtiene V1(V1 - 4) =0

de donde Vl:0%évlz4%

evaluando laecuacion 5 V, = 4 % 6Vv,=0 %
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XXI1)  Una bala de 4.54 g de masa se dispara horizontalmente contra un blogue de madera de 2.41 kg en
reposo sobre una superficie horizontal. El coeficiente de friccion cinética entre el bloque y la Superficie es de
0.27. La bala llega a reposo dentro del bloque, el cual se mueve 1.83 m (a) ¢Cud es la velocidad del blogue
inmediatamente después de que labalallega a reposo dentro de é (b) ¢Cud eslavelocidad de labala?

SOLUCION

v

Ll (mo+M)g

En la parte A la bala colisiona con el bloque que se encuentra en reposo, Después de la colision la bala queda
incrustada en el blogue por lo que ambos tienen la misma velocidad final y la colision es totalmente inel&stica,
aplicando laley de la conservacion del momento lineal

MV, = (M, + M)vg 1

Enlaregién de B aC lafuerzadefriccion entre el bloquey la superficie realizan un trabajo que disipala energia
cinética del bloque y labala. De lafigura anterior la fuerza de friccion se determina aplicando las leyes de
Newton en componentes

F =(m+M)a, N-(m+M)g=0

entonces

Fo=mN = (m+M)g

el trabajo hecho por lafuerzadefricciones W, = F.L = g (m,+ M)gL

Por conservacion delaenergia K, =W,

1
5(%+M)vsz=uk(mo+lvl)gL 2

a) delaecuacion 2

Ve = /221,0L = J 2(0.27)(9.8 %Z\kl.SS m) =311/

b) despegando lavelocidad delabaadelaecuacion 1

154



FISICA DEL MOVIMIENTO APLICADA ENERO 2008 Gonzalo Gélvez Coyt

_m+M _ 454x10° kg + 2.41kg ~
=Y S T 10k (3.11 f%)_ 1655 M/

XXIl) Unabola de acero de 0.514 kg de masa esta sujeta a un corddn de 68.7 cm de longitud del que se degja
caer cuando el corddn esta horizontal. En el fondo de su trayecto, la bola golpea un blogue de acero de 2.63 kg
igualmente en reposo sobre una superficie sin friccion (Figura). La colision es éstica. Halle (a) 1a velocidad de
la bolay (b) la velocidad del blogue, ambos en e momento después de la colision. (c) Suponga ahora que,
durante la colisién, la mitad de la energia cinética mecanica se convierte en energia interna 'y en energia sonica.
Halle las velocidades finales.

SOLUCION

B C
Vof
v2i=0 —

» O c

a) laenergia potencial que tiene € cuerpo ml en la parte A se convierte en energia cinética en la parte B
entonces

mgL = %mlvli * dedonde v, =201 =,/2(0.8 M/ [0.687 m) =3.67 MY/

b) Lacolisién es elastica con velocidad inicial del segundo bloque igual a cero, entonces

m, —m, 0.514 kg-2.63kg
vy = vy = 3.67 M/ |=-2.47
" m+m, ¥ 0514 kg+2.63kg ( r%) r%

2m, 2(2.63kg)
- = 3.67 M/ )=1.20"),
i m, +m, Y5 = 0514 kg + 2.63 kg ( A) s

¢) El momento lineal se conservasinimportar €l tipo de colision entonces
MV =MV + M,V

sustituyendo los valores conocidos y omitiendo unidades
0.514v,; +2.630v,; =1.85 1

Si hay perdida de energia cinética en lacolision ZKi =K,
111, 1, 1 )
2 Elen Zalelf +§m2V2f
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Nuevamente sustituyendo val ores conocidos y omitiendo unidades
0.514 V% +2.63Vv% =1.731 2
Despejando V x de la ecuacion 1

v,, =0.7034—0.1954v,, 3

Sustituyendo en la ecuacién 2 y simplificando
0.514 V2 +2.63(0.7034-0.1954v,, |’ =1.731

0.6114vZ —0.7230v, —0.4298=0
Resolviendo la ecuacién de segundo grado

Vi =1617 MLy v, =-0.434M)/,
L os correspondientes val ores parala velocidad V ¢ se obtienen sustituyendo en la ecuacion 3

Vo =0387M y v, =0.740M/
Lasolucion fisicamente aceptable es V,; = —0.434'% YV, = 0.740%

XXII) En un juego de billar un jugador desea meter la bola blanca en la buchaca, s el &ngulo haciala buchaca
delaesquinaes de 30° ¢aqué angulo se desvialabolaroja?

SOLUCION
Y El momento lineal se conserva entonces
MmVy =MV + MV,
Vii V 2i=0 siendo las masasiguales
Vi =V + Vo 1
a) O | X la conservacién de la energia en la colision eléstica
conduce alaecuacion
2 2 2
Vi = Vip + Vo 2
de la ecuacién 1 la magnitud a cuadrado de la
Y velocidad inicial es
v P2V = (Vo ) (v vy )
/ Vi = Vi - Vi = Vig + Vo ) Vig Vg
2 2 2
e Vi© =Vt VT 2V 4V
.- 330 2 2 2
b) ) X V=V, + VT + 2V, V,, coS(30+ 6)
\9\ comparando con la ecuacion 2
2 2 2 2
O v Vi Vo =V VT + 20V, coS(30+ 6)
\ de donde 2v,V,, cos(30+ &) = 0 y finamente

0 =90°-30° = 60°
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XXIV) Dos objetos A y B chocan. A tiene una masa de 2.0 kg, y B una masa de 3.0 kg. Las velocidades
respectivas antes de la colision son  V 2(15, 30) y Vg :(—10, 5.0) Después de la colision

V,; = (~6.030). Todas las velocidades |as unidades son metros sobre segundo &) ¢Cudl es la velocidad final
deB?

SOLUCION

aplicando la conservacion del momento lineal
MpV MgV = MRV 5 + MgV
2(15, 30) +3(—10, 5) = 2(-6, 30) + 3(Vg, s Vny)

realizando operaciones y despejando la velocidad final

(Veser Vag,) = %[2(15, 30) + 3(-10, 5) - 2(-6, 30)] = (4.0,5) Y,

XXV) Después de una colision totalmente ineléstica, se encuentra que dos objetos de la misma masa y
velocidad inicial se mueven juntos a la mitad de su velocidad inicial, halle el dngulo entre las velocidades
iniciales de los objetos.

SOLUCION La magnitud de las velocidades iniciales es la
Y mismay se considera como v, lavelocidad final
de la colisén en magnitud es 1/2v de ta
Nﬁ manera que
S m,v,; = mv(cosd, —send)
0~ vf X m,Vv,, = mv(cosé, sené)
Q -
vai - Mv, =M= (l 0)

aplicando la conservacion del momento lineal
mvy + MV, = Mv,

mv(cos@, —sen )+ mv(cosd, send) = Zm% (1,0
(2mvcosd, 0) = (2mv, 0)

igualando la componente x de cadavector 2V COS# = 2mMv
1
despejando 6= arcco{Ej = 60°

el dngulo entre las velocidades 20 = 600) =120°
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CAPITULOVII

M ecanica de fluidos

Concepto defluido

La materia en la experiencia cotidiana se presente ante nosotros en tres estados: solido, liquido o gaseoso. Un
cuerpo sdlido tiene un volumen y forma definidos y generalmente no modifica ese estado en condiciones estables
a paso del tiempo. El liquido tiene un volumen definido, pero no una forma definida se puede decir que adquiere
la forma del recipiente que lo contiene. Por dltimo, un gas no tiene ni volumen ni forma definidos, se expande
siempre para ocupar € volumen total del recipiente que lo contenga, las definiciones anteriores no son tan
precisas como se puede pensar debido a que existen estados de la materia entre dos estados anteriores en especial
entre sblido y liquido 6 liquido y gas. En genera el estado de una sustancia cualquiera depende de las
condiciones de temperaturay presion en las cuales se encuentra sometido.

Existe un estado de la materia que no cae dentro de la clasificacion anterior compuesto de una mezcla de
electrones y iones que microscopicamente es neutra llamado plasma, los atomos ionizadosy el ectrones presentan
interacciones eléctricas bastante fuertes lo que hace que su comportamiento no pueda ser clasificado en los
estados de la materia antes mencionados. El plasma se forma a someter un gas a muy altas de temperaturasy es
el estado mas difundido de la materia en €l universo, puesto que €l Sol y la mayoria de |as estrellas esta formada
por dicho estado.

Como se ha mencionado en secciones anteriores los cuerpos al ser sometidos a fuerzas externas pueden cambiar
su forma, en particular los liquidos no soportan esfuerzos cortantesy si pueden soportar esfuerzos de compresion
y los gases son incapaces de soportar esfuerzos cortantes y esfuerzos de compresion.

A escala atdmica la diferencia entre solidos, liquidos y gases se atribuye a la fuerza de interaccion entre atomos,
ionesy las moléculasindividuales y a movimiento mismo de las particulas resultado de la temperatura.

En un sdlido las moléculas vibran ligeramente alrededor de una posicién de equilibrio, a elevarse latemperatura
las moléculas alcanzan |a oscilaciones capaces de romper los enlaces entre las moléculas vecinas y mantener una
unién mediante fuerzas de cohesién de largo alcance que les permite moverse con un cierto grado de libertad, en
estas condiciones €l sdlido pasa al estado liquido. Continuando con el aumento de la temperatura las moléculas
logran vencer las fuerzas de cohesion y pueden considerarse casi libres y en tan caso € liquido pasa a estado
gase0so. Las temperaturas para que la materia se presente en cuaquiera de los estados mencionados depende de
|as fuerzas de interaccidn de cada caso particular

Definicion: Un fluido es una sustancia que no puede soportar esfuerzos cortantes, o en términos moleculares
corresponde a un conjunto de moléculas que se mantienen unidas por fuerzas cohesivas débiles y por fuerzas
gercidas por las paredes de un recipiente. Los liquidos como |os gases son considerados como fluidos.

El estudio de la mecanica de fluidos no requiere de nuevos principios fisicos, puede ser entendida aplicando
principalmente las leyes de Newton.
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Densidad y presién

Definicion: ladensidad o para un cuerpo homogéneo de masa M y volumen V se define como larazén la
masa de la sustancia entre el volumen de la misma

p= 7.1

m
Vv

k
por su definicion las unidades de la densidad €l en SI son [p] = —%
m

En general la densidad de un cuerpo no es constante sino que depende de otras condiciones como son la
temperatura y la presion. Los solidos y liquidos varian muy poco dentro de rangos de temperatura y presion
grandes, en cambio los gases modifican mucho su densidad con variaciones moderadas de la presion y la
temperatura.

Como ha sido mencionado en la parte anterior, los fluidos no soportan esfuerzos cortantes como sucede en los
sdlidos, por lo tanto la Unica fuerza a tomar en cuenta en condiciones estéticas es la fuerza normal o
perpendicular alasuperficie del fluido sinimportar laforma del mismo.

Una cantidad més Gtil que la fuerza normal es la presion la cua es una cantidad escalar, esto es no tiene
propiedad de direccién, se define como la magnitud de la fuerza normal por la unidad de érea. La figura 7.1
muestra la fuerza normal AF aplicada en un elemento diferencial de area AA , entonces la presion p gercida por
¢l fluido en laregion mostrada es

_AF

=— 7.2
P AA

AF

Figura7.1. Lapresion es unamejor cantidad que lafuerza para describir las propiedades del fluido.

Para definir la presién de manera puntual se procede a limite cuando € elemento AA se aproxima a cero, esto
€s.

AF _dF

=lim—-=— 7.3
a0 AA dA

P
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. . N
Las unidades delapresion en el S| son [p]=—2 = Pascal = Pa
m

Es bastante comin representar la presién en otros sistemas de unidades dependiendo de la actividad que se
realice, por gemplo |os meteordlogos utilizan como unidad la presion que gjerce laatmosferade latierra al nivel
del mar como unidad Ilamada presion atmosférica (atm), En € campo de la medicina se utiliza para medir la
presion que gerce en su base una columna de mercurio en condiciones 0°C de temperatura a una gravedad de
g=9.80665 m/s’ . La presion se expresa como la altura de la columna de mercurio medida desde la base
expresada en milimetros (mmHg). las equivalencias entre estas unidades de uso comun son

1atm = 760 mmHg = 1.01325 x10° Pa
Presion Hidrostatica

Cuando un cuerpo se encuentra en € interior de un liquido (6 fluido) este Ultimo gjercera sobre € cuerpo una
presion sobre cada punto del cuerpo, esto se conoce como presion hidrostatica Este efecto es bastante conocido
en especia por los buzos que sienten como aumenta la presion sobre su cuerpo a sumergirse cada vez més en las
profundidades marinas.

Para obtener una expresion de como cambia la presion en un liquido con la profundidad. Considérese un liquido
dedensidad p enreposoy abierto ala atmdsfera, puesto que e fluido se encuentra en reposo, cada porcion del

mismo se debe encontrarse en equilibrio translacional y rotacional (las fuerzas y torcas sobre la porcion
considerada son cero). Considérese un hipotético elemento diferencial de fluido de forma cilindrica con seccion

transversal es A y espesor dz sometido alas presiones mostradas en la figura 7.2 (a). La masa del elemento es
dm= pdV = p Adz y por lo tanto su peso dW = gdm= gp Adz. La fuerza sobre la tapa superior es

(p + dp)A y en la parte inferior es PA , € diagrama de cuerpo libre es mostrado en la figura 7.2 (b) indica

las fuerzas que actlian sobre el cuerpo en la direccion vertical solamente, aplicado la condicién de equilibrio en
estadireccion se obtiene

D> F, = pA-(p+dp)A-p gAdz=0

(p+dp)A

@ (b) (©
Figura 7.2. figura para mostrar la dependencia de la presi6n hidrostatica con la profundidad.

simplificando la expresion se obtiene

%:

— 7.4
&y~ P9
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la ecuacion anterior expresa como cambia la presion con lavariacion de laatura. La cantidad o g se denomina
cominmente como el peso especifico del fluido.

Realizando la integracién de la ecuacion 7.4 y considerando las condiciones mostradas en la figura 7.2 (c),
donde P, eslapresion en lasuperficie del liquido (en la mayoria de |os casos es la presion atmosférica), Y es
laprofundidad en el liquido y P lapresion en un punto adicha profundidad

j;dp=—j;ypgdy

Para las distancias que manejan en las aplicaciones précticas tanto la gravedad g como la densidad p del
liquido se pueden considerar como constantes, por lo tanto:

pl =-pgf dy=-pay,’

p-p,=-pg(-y+0)

P=pgy+p, 75

La ecuacion anterior muestra que la presién es directamente proporcional ala densidad y profundidad dentro del
liquido

Principio depascal y Arquimedes
Principio de Pascal

Cuando un tubo es sometido a una presion exterior mediante una fuerza F como muestra lafigura 7.3 la presion
en € fluido no depende ahora solamente de la presion hidrostatica  sino ademas de la presién externa pe,; debida
alafuerzaF, entonces la presion en un punto P del fluido serd de acuerdo ala ecuacion 7.5:

P=p0Y+ Pex 7.5

|

Pext

Figura 7.3. Principio de Pascal
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Si ahora se aumenta la presién externa por una cantidad Ap,,, debida a un incremento en la fuerza externa, e

cambio en lapresion Ap que se observaes

Ap = A(p gy)+ AP 76

Considerando ahora un liquido incompresible esto es su densidad p es constante, entonces e primer término
de laecuacién anterior es cero y por lo tanto se tiene que

Ap = APy, 7.7

resultado que indica que el cambio de presion en cualquier punto de un fluido esigual al cambio de presion
externa. El resultado anterior es esenciael llamado principio de Pascal

Tanto los frenos de automdvil como el gato hidraulico aprovechan en su funcionamiento el principio de Pascal.
Como una aplicacion practica considere la figura 7.4 en la cua se muestra de manera simplificada un gato
hidraulico en la cual las cantidades de entrada se sefialan mediante el subindice “i” y las de salida mediante el
subindice “0", entonces

Api = Apo

F_K

A A

de donde

F = i F, 7.8
A

Larelacion A / A, esen general menor que 1y lafuerzaF; puede ser usada para levantar o ejercer fuerzas de
gran magnitud. EL movimiento del embolo pequefio hacia abgjo desplaza un volumen de liquido igual a
V = Adi , s € fluido se considera incompresible, entonces el volumen desplazado por € embolo de mayor

érea, porlotanto Ad, = A,d,, dedonde

d, = (A /Ab)di 7.9
Nuevamente s la relacion % es menor que 1 un cuerpo de peso apreciable puede sor movido pero
solamente una distancia pequefia.

Fi

di
Fi

Figura7.4. Aplicacién del principio de Pascal a gato hidréulico.
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Principio de Arquimedes

El bastante conocido y experimentado que un cuerpo cualquiera sumergido en un fluido experimenta una perdida
del peso y en ocasiones el cuerpo puede permanecer flotando en la superficie del liquido. Lafigura 7.5a muestra

un cuerpo totalmente sumergido en un fluido, la fuerza F, mostrada en llamada la fuerza de flotacién o empuje
que es laresultante de todas las fuerzas gjercidas por el fluido en cada punto del cuerpo.

@ (b)

Figura 7.5. Figurapara demostrar € principio de Arquimedes.

Lafuerza de flotacion para el objeto de formacilindrica de aturahy &ea A como e mostrado en lafigura 7.5
(b) se puede obtener como

F,=F,—F 7.9

Lapresion en latapasuperiores P, = p, + o, gy, entonces F, = p,A= (po + P gyl)A
Y en latapainferior p, = p, + p, g(yl + h) y F,=p,A= (po TP g(yl + h))A

Sustituyendo en la ecuacién 7.9
Fo :(po + P g(y1+h))A_(po + P gyl)A:pl ghA 7.10

puesto que el volumen del cilindroes V = Ah setiene que

F, =0 oV 711

El resultado obtenido para un cilindro es aplicable para cualquier forma del objeto e indica que la fuerza de
empuje que siente un objeto sumergido en un fluido esigual al peso del volumen del liquido desalojado por €l
objeto. Resultado que fue descubierto por Arquimedes y por tal motivo es conocido como principio de
Arquimedes.
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Medicion dela presion

La presion puede medirse utilizando un aparato bastante sencillo [lamado barémetro de mercurio, inventado por
Evangelista Torricelli (1608-1647). y consiste en un tubo largo de vidrio sellado en la parte superior conteniendo
mercurio, la parte inferior que se encuentra abierta es colocada en un recipiente que contiene también mercurio,
tal como se muestra esqueméticamente en lafigura 7.6 (a). El extremo cerrado del tubo se encuentra conteniendo
vapores de mercurio y puede considerarse casi a vacio, por |o que su presion en ese lugar se puede considerar

cero ( P, = 0). Si se aplicalaecuacion 7.4 para determinar la presion en un punto P en la superficie del liquido
se obtiene

p=pgh 7.12

Esto es midiendo la altura de la columna de mercurio sobre la superficie del liquido se pude obtener la presion.
El mandmetro (figura 7.6 (b) es otro instrumento para medir la presidn, consiste en un tubo abierto en forma de
U lleno de un liquido, un lado del tubo se encuentra abierto directamente a la atmdsfera y el otro extremo se

conecta directamente a sistema cuya presion p se desea medir, nuevamente utilizando la ecuacion 7.4 con las
condiciones mostradas en el punto P se obtiene en este caso

pP—pP,=pgh 7.13

ladiferencia P — P, s conocidacomo presion manométrica.

A [Fpo=0 v— po=0
A

pa
pa
~

Q

@ (b)

Figura 7.6. () Columna de mercurio para medir la presion atmosférica. (b) Mandmetro de tubo abierto.
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EJEMPLOS

)] Halle el aumento de la presion en e fluido de una jeringa cuando una enfermera aplica una fuerza de
42.3 N sobre el émbolo.

SOLUCION
E El aumento de presién de acuerdo al principio de Pascal es igual al cambio
l de presion externa. La presion externa se debe a la fuerza ejercida sobre el
— embolo de la jeringa, entonces

= F = 433N = 0.429 Pa

7,0° 7/ (1.12 x10 2 mf

Ap = Ap, =

F
A

1) La ventana de una oficina tiene 3.43 m por 2.08 m. Como resultado del paso de unatormenta, la presion del
aire exterior decae a 0.962 atm, pero en € interior la presion se mantiene a 1 atm. ¢qué fuerza neta empujara la
ventana hacia fuera?

SOLUCION

lafuerzaresultante es el producto de la diferencia de presion por el areade la ventana

F = APA= (P, — Pog)ab = (Latm—0.962atm)(1.013x10° P/ )(3.43m)(2.081m)
= 27.5x10° N

) El pulm6n humano funciona contra una diferencial de presion de menos de 0.050 atm. ¢A qué
profundidad del nivel del agua puede nadar un buceador que respire por medio de un tubo largo (snorkel)?

SOLUCION

La diferencia de presién a la que puede funcionar e pulmon humano es de acuerdo a problema
Ap = (0.0Satm)(l.OlS x10° P%thSOBSPay la densidad del agua se puede considerar como

p =1000 k%3 , por otra parte la variacion de la presion con la profundidad se cal cula mediante la ecuacion

Ap=p-p,=pgh
despgjando |la profundidad

Ap 5065 Pa

T pg (1000 k%]g)(% m,

h

): 0517m
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1) Calcule ladiferencia hidrostética en la presién de la sangre entre el cerebro y 10s pies de una persona de
1.83 mde atura

SOLUCION

La densidad de la sangre se obtiene recurriendo a las tablas respectivas y es p = 1063 k%3 , laaltura de la

persona se considera como la profundidad h del fluido, entonces la diferencia de presion solicitada se obtiene
directamente aplicando la ecuacién

k
Ap=p-p,=pgh= (1063 %3j(9.81 M Xl.ss m) = 19003 Pa

V) Un tubo en U sencillo contiene mercurio. Cuando se vierten 11.2 cm de agua en larama derecha, ¢a qué
dturase elevard el mercurio en laramaizquierdaa partir de su nivel inicia?

SOLUCION

Antes de agregar agua, € nivel del mercurio es e mismo, a agregar el agua (la cua no se mezcla con el
mercurio) lareferencia de lainterface agua-mercurio baja una distancia s respecto al nivel origina del mercurio,
esa misma distancia la sube en la rama opuesta respecto a la misma referencia. La presion es la misma en
cualquier punto que se encuentre en lamismalinea de referencia, aplicando la condicién anterior a punto Pa y a
un punto en larama opuestaa mismo nivel se obtiene

p0+pagd: p0+2pmgS

donde p, =1000 k%g y p,, =13600 kg 3 Son respectivamente |as densidades del agua'y el mercurio
despgjando ladistancias

k
o (1000 % 3j(o.112m)

S= = =0.00412m=4.12mm

2P 2(13600 k%]3j
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V) Los miembros de una tripulacion tratan de escapar de un submarino averiado que esta a 112 m bajo la
superficie. ¢Cuanta fuerza deberan aplicar contra la escotilla que abre hacia afuera la cual tiene 1.22 m por 0.590
m, para poder abrirla?

SOLUCION o _ _ _ _
En € interior de submarino la presion es la presion atmosférica

i Pic = Py, lapresion hidrostética en la parte exterior ala escotilla

Po: = £ 9N+ p,. La fuerza que debe ser aplicada para abrir la
escotillaes

F = AAp = A(pe — Pin ) = 8Dp gh
Ladensidad del aguade mar es p, =1024 k%3 . Entonces

exterior

«—>
b 9, JosmL)
Hterior Po F= (1.22m)(0.590m)(1024 A 3)9.8%2 112m)
= 0.809x10° N
V1) Una probeta de 12.00 cm de longitud llena de agua se hace girar en un plano horizontal en una

centrifuga a 655 rev/s. Calcule la presion hidrostética en la base exterior de la probeta. El extremo inferior de la
probeta estd a’5.30 cm del ge de rotacion.

SOLUCION

® El elemento diferencia mostrado en la figura gira
(W B alrededor del gje con una velocidad angular o constante,
por lo que se encuentra sometido a una fuerza centrifuga
igual a

: [ dF =a.dm=@’rdm

si A eslaseccion transversal del tuboy p ladensidad del
liquido en el tubo, entonces la diferencial de masadm es

dm= p Adr

Lapresion diferencial sobre el elemento dm
dF  ®’rpAdr
dp=—=—"2""""— pw?rar
p A A P
para obtener la presion en la base exterior del tubo de ensaye se integra la ecuacion anterior, esto es
s+L

Ap:LS+Lpa)2rdr:;pa)2r2 :;p(oz[(s+L)2—52]

S
finalmente se evalliala expresion anterior con |os datos proporcionados en el problema

1
Ap = E(1000 k% 3j(27r655 fa%n(o.osso om-+ 0.12cm)? (00530 cm)?|

=229 x10° Pa
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VII) (&) Un fluido esta girando con una velocidad angular constante as con respecto a gje vertical central de
un recipiente cilindrico. Demuestre que la variacién de la presién en la direccion radial estd dada por.

dpdr - pa)2 I (b) Seap(0) = p. muestre que p:%pwzrz +p,

SOLUCION

a) El elemento diferencial dm mostrado en la figura es
un cascarén cilindrico de radio r altura L y espesor dr, si

p ladensidad del liquido entonces la diferencial de masa
es

dm= p Adr

la masa dm se encuentra sometida a una fuerza
centrifugalacual esigual a

dF = a . dm=w’rdm=w?® p Ardr

por otra parte lafuerzatambién esigual a

dF = Adp
Comparando |as dos expresiones anteriores o’ p Ardr = Adp
De donde
dp 2
— =pa’r
ar 7

b) Para obtener la expresion solicitada, se aplica la condicién de que para r=0 se tiene que p(0)=p. en las
condiciones de integracion de la ecuacién anterior

J"idpzj‘or po’rdr

de donde se obtiene el resultado

1 2.2
=—poT°+
p 2/) Pc
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VII) (&) Si & pequefio émbolo de una palanca hidraulica tiene un diametro de 3.72 cm, y e émbolo grande
uno de 51.3 cm, ¢qué peso sobre el embolo pequefio soportard 18.6 KN (p. gje. Un automavil) sobre el émbolo
grande? (b) ¢A qué distancia debe moverse el émbolo pequefio para que e automévil se eleve 1.65 m?

SOLUCION

a) el problema corresponde alaaplicacién del principio de Pascal a gato Hidraulico
/. d.2 2
A DA% L (4,
F, = F, = 5 F, = q F,
AT 74 1
en este caso d, es el didmetro del émbolo pequefio, d, e diametro del émbolo grandey F, es el peso que
soporta el embolo grande entonces

- (0.0372 m

' | 0513m
b) para obtener la distancia que debe recorrer el émbolo pequefio se aplica que € volumen del liquido
desplazado es el mismo, esto es V, =V, entonces
1 1
Zﬂ.dlzsl = Zﬂ'dzzsz
enlaexpresion S|y S, son las distancias recorridas por |os respectivos émbolos, por o tanto

2 2
d, 0.513m
=|—= = ——| (1.65m)=314m
> (dlj > (0.0373mj ( )

2
j (18.6 x10° N)=97.8 N

[X) Alrededor de unatercera parte del cuerpo de un fisico que se halla nadando en € Mar Muerto esta sobre
el nivel del agua Suponiendo que la densidad del cuerpo humano sea de 0.98 glcm?, halle la densidad del agua
en el Mar Muerto. ¢Por qué es mucho mas grande que 1.0 g/cm>?

SOLUCION

a) Ladensidad del mar muerto se denotapor o ., y ladensidad del cuerpo humano por o |, . Como 1/3 parte

del cuerpo se encuentra fuera del agua, entonces €l volumen del liquido desalojado es 2/3 partes del volumen V
del cuerpo, por lo que lafuerza de empuje es

Fe 2
I:E = Pm ggv

13V por otra parte el peso del cuerpo se puede expresar

PH
como
I o p o
on 23V puesto que el cuerpo se encuentra en equilibrio
mg

FE:mg

2
Entonces  p,, ggv = p, OV dedonde
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3 _3 o/ 1479
Pn=5Pu = 5(0.98 An) — 1479/

b) Laaltadensidad que presentalas aguas del mar muerto se debe ala gran cantidad de sales disueltas.

X) Suponga que la densidad de unas pesas de laton sea de 8.0 g/lem® y que la del aire sea de 0.0012 g/cm?®.
¢Qué error fraccionario surge de despreciar la flotabilidad del aire al pesar un objeto de 3.4 g/lcm® de densidad en
una balanza de brazos?

SOLUCION

En los célculos siguientes €l subindice L corresponde al
e latén, O para el objetoy A parae aire.

Primero considérese que desprecia la accion del aire, en este
caso las pesas de latén que equilibran la balanza tendran un

volumen V.

FL L os respectivos pesos de |os cuerpos son

W, =m,g=pV,0 y
Vi

Wo, = Myg = poVod

mLg mog
la condicion de equilibrio es W ; =W,

Entonces PVLI = PoVod

Dedonde V,, = 22V, = /mv = 0.425V,

P 80/
m

Si ahora se considera € efecto del aire sobre cada uno de los cuerpos, las pesas de latbn deberan tener un
volumen V, , y los respectivos pesos de |0s cuerpos son en este caso

Wi, = o V29— PV =V1.9(oL — P4) y
Woz = PoVod — PaVo9 =Vo9(Lo = £a)
nuevamente aplicando la condicién de equilibrio W, =W,

V29(oL = pa) =Vo9(o0 — £a)

(o-p2), (34/ —00012/)
(o~ pn) (80/ ooo12/j

€l error fraccionario cometido en lamedida de lamasa al utilizar |as pesas de laton es

dedonde V|, = =0.4249v,

m,-m, _ A ALY _ Vi —Vio _ 0.425V,, — 0.4249V, ~ 0.0002 = 2x10°*
m, A Vi, 0.4249V,
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X1) El pequefio dirigible Columbia de Goodyear esta navegando lentamente a baja altitud, Ileno como es
costumbre de gas helio. Su carga Gtil méxima, incluyendo latripulacion y la carga, es de 1280 kg. ¢Cuanta carga
maés podria transportar el Columbia s sustituimos el helio por hidrégeno? ¢Por qué no se hace? El volumen del
espacio interior ocupado por el helio es de 5000 m®. La densidad del gas helio es de 0.160 kg/m® y la densidad
del hidrégeno es de 0.0810 kg/m®.

SOLUCION

Fo

po

a)

En ambas situaciones mostradas en la figura se desplaza el mismo volumen de aire, entonces la fuerza de
flotacion es lamisma, ademas se encuentran en equilibrio.

En lafiguraa) se encuentralleno de gas helio y soporta unamasa de carga m; entonces
I:b = rnlg + P HeVg 1

en el caso b) la carga que soportaes carga m, y € gas que contiene es hidrégeno
F, =mg+ p,Vg 2
lamasa extra que puede soportar si se cambiael Helio por Hidrogenoes Am=m, —m,

comparando las ecuaciones 1y 2
Mg+ puMg = Mg+ p,Vg

entonces

Am=(p — py N = (0.1600 kg /~0.0810 k%3)(5000m3) — 395kg
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X1 Un objeto que flota en mercurio tiene una cuarta parte de su volumen sumergida. Si se afiade agua
suficiente para cubrir a objeto, ¢qué fraccion de su volumen permanecera sumergida en el mercurio?

SOLUCION
AL
Antes de agregar €l agua se tiene que una cuarta parte del cuerpo se
= F encuentra sumergida en el mercurio, entones aplicando la condicion
BV 4 pa de eqilibrio
1
\Y Mg = p,, =V 1

4

El dibujo anexo muestra la condicién en la cual se agrega agua, las
aV pm fracciones de del volumen sumergido en cada en mercurio y el

agua se denotan por respectivamente por @V y AV . Aplicando e
equilibrio en este caso

v mg Mg = ap,V + fo,V 2

Al comparar lasecuacionesly 2 seobtienelaecuacion

Yo,
apn+ Bpa =7m 3

recordando ahora que lasumade fracciones es la unidad
a+p=1 4

resolviendo €l sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones 3y 4, se obtiene para &

pm 3kg _ 3ky
Pep %(13.6)(10 /ne,j 110°K9

C Pn=Pa 136X0° k%3—1ﬂ03 k%3

=0.190

Dinamica de fluidos

En las secciones anteriores, |0s resultados se obtuvieron considerando que el fluido se encuentra en reposo, ahora
se estudiard dinamica, esto es su movimiento.

Una forma de proceder en la descripcién del movimiento del fluido es considerarlo formado por particulas y
conociendo las fuerzas que actlian sobre cada una de €ellas, describir su movimiento en funcion del tiempo, pero
como el numero de particulas es muy grande resulta laborioso y en ocasiones imposible de redizar. Un
tratamiento distinto del problema lo llevé acabo Leonard Euler (1707-1783). El fluido, en lugar de intentar de
describirlo por el movimiento de cada particula que lo conforma como una funcién del tiempo, se describe la
densidad y velocidad en cada punto del fluido y para cualquier tiempo
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Caracteristicasde flujo delosfluidos

Flujo estacionario y no estacionario. Cada particula de un fluido a moverse sigue una trayectoria s esta es
uniforme y las trayectorias de las particulas diferentes no se cruzan nunca como muestra la figura 7.7 (a),
entonces se dice que € flujo es estacionario, otra forma identificar a flujo estacion es observando que la
velocidad en cualquier punto del fluido permanece constante con el tiempo. El flujo estacionario se puede lograr
con velocidades bajas, pero s estas superan un cierto limite entonces e fluido pasa a ser no estacionario o
turbulento y la velocidad de cada punto dependeria del tiempo, ademas se observarian la formacion de
remolinos en algunas regiones del fluido.

Flujo comprensible eincompresible. Si la densidad de un fluido se mantiene constante independientemente de la
posicion punto considerado y del tiempo, el flujo se dice que esincompresible en caso contrario es compresible.
Los liquidos normalmente se consideran incompresibles, pero los gases son compresibles en especial en
condiciones de alta presion y velocidad, pero para fines practicos de bajas velocidades (menores que la del
sonido) se consideran también incompresibles.

Flujo viscoso y no viscoso. El movimiento del fluido puede presentar friccion interna entre las capas laminares
del mismo que se desplazan a diferentes velocidades una de otra, esta situacién en su conjunto es conocida como
la viscosidad. En € caso de fluidos viscosos parte de la energia cinética del fluido se transforma en energia
interna del mismo aumentando su temperatura. En condiciones adecuadas de baja temperatura algunos fluidos
como el hidrégeno reducen casi a cero su viscosidad y por lo tanto se puede considerar no viscoso.

AN trayectoria de

la particula flujo rotacional

@ (b)
Figura7.7
Flujo rotacional eirrotacional. Si una pequefia rueda situada en cualquier lugar en €l fluido y esta rota arededor
de su centro de masa, el flujo esrotaciona (ver figura 7.7 (b) ,en caso contrario €l fluido esirrotacional. Un caso
deflujo rotatorio lo constituye el agua que fluye a ser desalojada por €l drenaje de la bafiera.
La solucién de problemas utilizando fluidos reales es bastante compleja, por tal motivo se recurre a una modelo

gue simplifica @ méximo la descripcién matemética del movimiento llamado fluido ideal e estacionario,
incompresible, no viscoso e irrotacional.

lineas de corriente y la ecuacion de continuidad

La trayectoria tomada por una particula de fluido en condiciones de flujo estable se denomina como linea de
corriente.

Las caracteristicas de las linea de corriente son:

a) Ené caso defluido estacionario por cada punto del fluido pasa Unicamente unalinea de corriente.
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b) Lavelocidad dela particuladel fluido siempre estangente alalinea de corriente (figura 7.8 (a).
¢) Dos lineas de corriente nunca se cruzan entre si, ya que si esto ocurriera la particula tendria que elegir un
camino u otro y entonces €l flujo deja de ser estacionario.

N

linea de corriente ’
tubo de flujo

€Y (b)

Figura 9.8 (a) velocidad tangente a cada linea de corriente. (b) Tubo de flujo formado por las lineas de corriente.

Si se traza por cada punto del fluido una linea de corriente el conjunto de lineas obtenido se denomina tubo de
flujo tal como e que se muestra en lafigura 7.8 (b). Lafrontera del tubo consiste en las lineas de corriente en las
cuales lavelocidad es siempre tangente y ninguna particula podra escapar del tubo de flujo.

Ecuacion de continuidad

Considérese ahora un tubo de flujo con un poco mas de detalle como el mostrado en lafigura 7.9, € fluido entra
en el punto P con una velocidad V; en el cual la seccion transversal de tubo tiene una&rea A en un intervalo de

tiempo pequefio At e fluido se mueve una distancia AX =V, At si ladensidad del fluido en ese punto es p,,
entonces la masa de fluido desplazado es Am, = p,V, = p, AV/At,. Similarmente el punto Q donde la
velocidad del fluido es V, , la seccion transversal A, y ladensidad p, lamasadel fluido desplazado en el
mismo intervalo detiempo es Am, = p,V, = p, AV,At

V2
_>
N A2
V1
-
A1

Figura 7.9. Figura para mostrar la ecuacion de continuidad.
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Por conservacion de masa se debe tener que Am, = Am, , por lo tanto

PLAV = p, AV, 7.14

Esta expresién es conocida como la ecuacion de continuidad.

Am
La cantidad _t = p AV se denomina flujo de masa, y en términos generales la ecuacion de continuidad se

puede expresar como
p Av = constante 7.15

considerando un fluido incompresible 0 sea p constante, la ecuacion 7. 14 se reduce a

Av, = Ay, 7.16

El producto AV tiene unidades de volumen entre tiempo y se llama gasto o rapidez de flujo. También la
expresion 7.16 se pude escribir como

| Av = constante 7.15

Ecuacion de Bernoulli

La ecuaciéon fundamental de la Mecanica de Fluidos lo constituye la ecuacion de Bernoulli, que relaciona la
presion, velocidad y atura para cada punto situado a lo largo de una linea de corriente y en esencia es una
forma que adopta €l teorema de Trabajo y la energia

Considérese un fluido ideal que se mueve en € interior de una tuberia no uniforme como se muestra en lafigura
7.10,

Figura 7.10. Esquema para obtener |a ecuacién de Bernoulli.
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Lafuerza sobre el extremo mésbgjo del fluidoes F, = p,A y enlaparte superior F, = p,A, enunintervalo
de tiempo At la fuerzas F desplaza el volumen AV del fluido sombreado en la figura una distancia AX;
redizando un trabgjo W, = FAX = pAAX, puesto que AAX =AV, entonces W, = pAV.
Andogamente al mismo tiempo At en la parte superior se desplaza e mismo volumen AV unadistancia AX,,
pero en este caso la fuerza F, actGa en sentido a desplazamiento y el trabgjo es negativo, asi pues
W, = -p,A,AX, =—p,AV yel trabgjototal es

W = (pl - P )AV
Considerando que €l elemento del fluido tiene masa AMel cambio de energia potencial del mismo es
AU = Amgy, — Amgy,

y su cambio de energia cinética es

AK = 1Amv22 —lAmvl2
2 2

Aplicando e teoremade trabgjo-energia AW = AU + AK

(P.— P)AV = %Amvz2 - %Amvf +Amgy, — Amgy,
como AV = A% entonces

Am 1 1
(p, - P,)— = =Amv,” —=Amv,” + Amgy, — Amgy,
p 2 2
simplificando y reacomodando términos

1 1
p1+§pv12+pgy1 = p2+§pv22+pgy2 7.16

El resultado anterior es conocido como la ecuacion de Bernoulli, también se puede expresar como

p+ % pV® + pgy = constante 7.17
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APLICACIONES
El tubo de Venturi

El tubo Venturi .es mostrado en lafigura 7.11, consta de un tubo horizontal y un tubo en forma de U en unade
las conexiones de los tubos el tubo horizontal se estrecha, puede ser utilizado para medir lavelocidad V de flujo

en un fluido incompresible en el punto 1 si se conoce la diferencia de presion P, — p,, pero esta dltima se
relaciona con ladiferencia de altura del fluido en el tubo en formade U.

A1
\V ¥ A2 5
_—
[Rp— -—een e e - e - e e e - - - - r——-—-—-—-d'/_
—— ) e —
! 1/ EE¥
2] P2
y1
h of | y2
___l_____\§ __________ /_ 7)_\/.____

Figura 7.11. Tubo Venturi, utilizado para medir lavelocidad de un fluido.

Laaplicacion de la ecuacion de BERNOULLI € los puntos 1 'y 2 tomando en cuenta que la tuberia es horizontal,
osea Y, =Y, conducea

1 1 2
p+—-pv =p,+=-pV, 7.18
2 2
Laecuacion de continuidad 7.16 conduce a Av=Av,
de donde
Vv, = Ay 7.19
A
sustituyendo en la ecuacién 9.18
1 1 i
p+—pVi=p,+=p Al 7.20
2 2 A

despgiando lavelocidad V
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_ 2( P — pz) 2
A bAT-AY) =

por otra parte la diferencia de presiones P, — P, se puede obtener aplicando la ecuacion 7.5 en donde se
consideraque P, = P,y p' esladensidad del liquido en el tubo en formade U, pero como el fluido ocupa

parte de la rama izquierda del tubo, gjerce una presion adicional igual a pgh que hay que tomar en cuenta,
entonces

p,+ pgh= p'gh+ p,

por lo tanto

p,—p,=(p-p)gh

sustituyendo en la ecuacion 7.21

v= A | 2=p)oh 722
P(A"-A)

El tubo Pitot

El tubo Pitot mostrado en lafigura 7.12 se utiliza generalmente para medir la velocidad de flujo de un gas.

2
V1/\_’____1____"Ip2 N- - -
p1
Y1
h y2
p'
\ [
___Y_____\ ____________ 7/_{.____

Figura7.12. Tubo Pitot.

El tubo manométrico abierto se conecta al tubo principal como se muestra en la figura 7.12 con su abertura
paralela a movimiento del fluido, entonces el gas que penetre en e tubo se detendra en € interior del mismo,

por lo que su velocidad ahi sera cero y su presion es P, La presion en la rama izquierda del mandmetro es la
presion del gas P, y suvelocidad V, . Aplicando laecuacion de Bernoulli alos puntos 1y 2 se obtiene

1
P+ PV = P, 7.23
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de donde

v, = /—2( P, = P.) 7.24
o,

El liquido en e manémetro tiene una densidad p"' entonces , aplicando la ecuacion 9.4 con P, = P, setiene
que

P, =p'gh+p
por lo que
p,— P, =p'gh

y sustituyendo este resultado en laecuacion 9.24

v, = 2p'dh 7.25
P
EJEMPLOS

XII)  Lafigura muestrala confluencia de dos corrientes que forman un rio. Una corriente tiene una anchura
de 8.2 m, una profundidad de 3.4 m, y unavelocidad de 2.3 m/s. La otra corriente tiene 6.8 m de anchura, 3.2 m
de profundidad, y fluye arazén de 2.6 m/s. La anchura del rio es de 10.7 my lavelocidad de su corriente es de
2.9 m/s. ¢Cud es su profundidad?

SOLUCION

La ecuacion de continuidad aplicada en € punto
de confluenciade losrios

AV, + AV, = AV,

Si ahora se considera que las secciones de los rios
son aproximadamente rectangulares de ancho a'y
profundidad b, se obtiene

a1b1V1 + a2b2V2 = asbsvs

Despejando laincognita b3 que es la profundidad de la confluenciade los rios

=3.9m

p _ aBYFany, (82m)3.4m)23Mm)+ (6.8m)3.2m)26m)
T (10.7m)29m)
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X1V)  Se bombea continuamente agua que se extrae de un sotano inundado con una velocidad de 5.30 m/s por
medio de una manguera uniforme de 9.70 mm de radio. La manguera pasa por una ventana situada a 2.90 m
sobre el nivel del agua. ¢Cuénta potencia proporciona la bomba?

SOLUCION
ve En € punto A la velocidad es cero, entonces la
B energiatotal respecto nivel indicado es
E,=0 1
yene puntoo B
H
1

E, = mgH +§mvB2 2

A . E=0 en intervalo de tiempo At por la manguera fluye

‘ v ‘ unamasaigual a

m = OAt = p AVAt

Por 1o que la ecuacion 1 se puede escribir como
E, = n{gH +%v82j = pAVAt(gH +%vszj 3

€l trabajo hecho por labomba es equivalente de acuerdo a teorematrabajo-energiaesigual a cambio de energia
1
AE=E,-E, = pAVAt(gH +§v32j

de ladefinicion de la potencia

AE 1
P=—=pAv gH +—V
At P \{g > Bj

. 2 . . . 2
evaluando la expresion anterior, recordando que el &reade lamangueraescircular es A= 71

P= (1000 k%]gjﬂ(o.oog? m)’ (5.3%{(9.8%2 kz.go m)+ %(53%)2}

= 66.5W
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XV) ¢Cuédnto trabajo efectiia la presion al bombear 1.4 m® de agua por un tubo de 13 mm de didmetro
interno si ladiferencia de presion entre los extremos del tubo es de 1.2 atm?

SOLUCION

Ladiferencia de presién expresada en pascales es

AP = (L2atm){L013x10° P8/ )=1.2x10°Pa

El trabajo se calcula directamente de la ecuacion

W = ApV = (L.2x10° Pa)1.4m°) = 1.7510° J

XVI)  Por unatuberia con un érea de la seccion transversal de 4.20 cm?2 circula el agua a una velocidad de
5.18 m/s. El agua desciende gradualmente 9.66 m mientras que el area del tubo aumenta en 7.60 cm2. (a) ¢Cud
eslavelocidad del flujo en € nivel inferior? (b) Lapresion en € nivel superior es de 152 kPa; halle la presion en
el nivel inferior.

a) la ecuacion de continuidad aplicada al punto

SOLUCI OpN superior e inferior conduce a la ecuacion
vi o A vV, = AV,
! Av, = AV,
de donde
4.20 cn?
v, = Ay, - 22 (5 18m/)- 286m)
H A 7.60cny

b) Aplicando el teorema de Bernoulli a una linea de
corriente que una un punto de la parte superior
A D con un punto de la parte inferior
2
’ P2 P2

v +p9H + =V, = p,+ =V,
2—-E=0 P+ A9 21 p222

Despejando de la ecuacion anterior P,
= P+ pgH + 2 )

evaluando

p, = 15210° Pa+ (1oook%3j(9.8%zl9.66m)+ ( oook/ j( 5 lS’V)Z . SGrV)zj

= 25610° Pa
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XVIIl) Lasventanas de un edificio de oficinas tienen 4.26 m por 5.26 m. En un dia tempestuoso, € aire soplaa
razon de 28.0 m/s a pasar por una ventana en el piso 53. Calculese la fuerza neta sobre la ventana. La densidad
del aire es de 1.23 kg/n®.

SOLUCION
En 6 interior del edificio (lado izquierdo del dibujo) la velocidad es
/ ceroV, = 0 y lapresion en e interior es la presion atmosférica [, . En
/ el exterior el viento sopla con velocidad diferente de cero V; y por y
o existe una presion atmosférica p, .
‘;’)%_ ol Aplicando la ecuacién de Bernoulli en .dos puntos a mismo nivel de
/ - pr referencia
a P
Po=P+V
/ 2
/ de donde
b P2
Ap=pPy— P = Evl

Por otra parte lafuerza sobre la ventana se puede calcular si se conoce la diferencia de presion por la ecuacion
F = ApA=(p, - p)ab=2v?ab

=APA=1P, — P Jab = 5 Vi
sustituyendo los valores dados en el problema en la ecuacién anterior

kg
F= w(zaof%)z@.ze m)(5.26 m) = 10.8x10° N

XVII) Un liquido fluye por una tuberia horizontal cuyo radio interior es de 2.52 cm. La tuberia se dobla hacia
arriba hasta una altura de 11.5 m donde se ensancha y se une con otra tuberia horizontal de 6.14 cm de radio
interior. ¢Cual debe ser el flujo volumétrico si la presién en las dos tuberias horizontales es la misma?

SOLUCION
p2 El flujo volumétricoes R= Av donde A esel &eatransversal
r21 |——> delatuberiay Vlavelocidad de flujo

V2
La ecuacion de continuidad aplicado a los extremos del tubo
conduce alaecuacion

H —
AV, = AV,
de donde
p1

_D
V1
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Aplicando el teoremade Bernoulli aunalinea de corriente que une el punto 1 con el 2
P+ 2V = p,+ pgH + V2
2 2
como P, = P, Yy utilizando laecuacion 1
2
L iv2 = pgH + 22
2\ A 2

de donde despenando V,

2gH

Vo= |17
(Ha) -

el flujo volumétrico es entonces

R= A2V2 :”rz2

2gH
5 2 r;
(mz j B
2
7y

evaluando

2(9.8%2\X11.5m)

R= Av, = 7(0.0614m)’
A, = ) (0.0614m

3
— =0.0304M/
0.0252mJ -1

BIBLIOGRAFIA

Resnick, R., Holliday, D. FisicaVal. |, 4ta Edicién, Ed. CECSA, México, 12006.

Serway, R. FisicaVal. |, 4ta Edicién, Ed. Mc Graw-Hill, México, 2007.

McKelvey, J., Grotch, H. Fisica para las ciencias e Ingenieria |, 1ra Edicion, Ed. Harla S. A. de C.V., México,
1980.

Sear, SW., Zemansky, M. W., Young., H. D. Fisica General Universitaria, 1ra Edicion, Ed. Sitesa Addison-
Wesley |beroamericana, México, 1980.

Buche, F. Fundamentos defisicaVol. 1, 2da Edicién, Ed. Mc.Graw-Hill, México, 1984

Eisber, R. M., Lerner, R.S. FisicaVal. 1 1ra Edicion, Ed. McGraw-Hill, México, 1984.

Alonso, M.y Finn, J. E., FisicaVoal. 1 Mécanica, 1raEdicion, Ed. Sistemas Técnicos de Edicién, México, 1986.
Giancoli, C.D., FisicaGeneral Val. |, IraEdicion, Ed. Prentice-Hall Hispanoamericana, México, 1988.

Jou, D.M., Llebot, J. E, Pérez G. C., Fisica paralas ciencias de lavida, 1ra Edicion, Ed. McGraw-Hill, México,
1986.

183



This document was created with Win2PDF available at http://www.win2pdf.com.
The unregistered version of Win2PDF is for evaluation or non-commercial use only.
This page will not be added after purchasing Win2PDF.



http://www.win2pdf.com

