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CLASE 01
1. INTRODUCCION A LA ESTADISTICA

La palabra Estadistica proviene del latin “status”, que significa estado, posicién o
situacién; para responder a las necesidades que el Estado Romano tenia con respecto a
la obtencion de informacion. Por Estadistica entendemos la colecciéon de los datos que
caracterizan las condiciones predominantes en un estado o nacién: por ejemplo, el
numero de nacimientos y muertes, las cosechas, el comercio exterior, etc.

La palabra "estadistica" suele utilizarse bajo dos significados distintos, a saber:

Como coleccidon de datos numéricos, esto es el significado mas vulgar de
la palabra Estadistica. Se sobrentiende que dichos datos numéricos han de
estar presentados de manera ordenada y sistematica. Una informacion
numeérica cualquiera puede no constituir una estadistica, para merecer este
apelativo, los datos han de constituir un conjunto coherente, establecido de
forma sistematica y siguiendo un criterio de ordenacién. Como por ejemplo: El
Anuario Estadistico publicado por el Instituto Nacional de Estadistica y Censos,
El Anuario de Estadisticas del Trabajo, etc.

Como ciencia, en este significado, la Estadistica estudia el
comportamiento de los fendbmenos de masas. Como todas las ciencias, busca
las caracteristicas generales de un colectivo y prescinde de las particulares de
cada elemento. Asi por ejemplo, al investigar el sexo de los nacimientos,
iniciaremos el trabajo tomando un grupo numeroso de nacimientos, y
posteriormente, obtendremos la proporcidon de varones o de mujeres.

Es muy frecuente, enfrentarnos con fenémenos en los que es muy dificil
predecir el resultado; asi, no podemos dar una lista, con las personas que van a
morir con una cierta edad, o el sexo de un nuevo ser hasta que transcurra un
determinado tiempo de embarazo.

Como la definicién oficial de Estadisticas, entendemos que es el conjunto de datos
publicados por los organismos publicos o agencias del gobierno, en forma de informacion
o de prospectos, una ciencia que estudia conjuntos de datos cualitativos y su
interpretacion en términos matematicos, estableciendo métodos para la obtencién de las
medidas que lo describen, asi como para el analisis de las conclusiones, con especial
referencia a la teoria de la probabilidad, considerada también como ciencia de base
matematica para la toma de decisiones en presencia de la incertidumbre, es decir, un
cuerpo de conocimientos basados en una teoria propia.
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A continuacion, se presenta la definicion de estadistica a utilizar en este material de
estudio:

4 \
La Estadistica es un conjunto de teorias y métodos para tratar la recoleccion,

descripcion y analisis de datos muestrales, con el fin de extraer conclusiones utiles.
\ )

En otras palabras, la Estadistica es la ciencia de la toma de decisiones en
condiciones de incertidumbre y como tal, forma parte del método cientifico. En la siguiente
figura, podemos observar como el método estadistico se encuentra inmerso en el método
cientifico.

Figura N° 1: Meétodo Cientifico

Deduccion de
una
consecuencia

Enunciado de
una Hipétesis'

Deteccion de
un Problema

Verificacion
de la
consecuencia

Método Estadistico

Conceptos a utilizar en el estudio de la estadistica

Antes de continuar, es necesario introducir al alumno en los conceptos centrales y
de uso comun, en el estudio de la Estadistica, con el fin de facilitar su compresion y
analisis.

Todo estudio estadistico ha de estar referido a un conjunto o coleccion de personas
o cosas. Este conjunto de personas o cosas es lo que se denomina poblacion.

Las personas o cosas que forman parte de la poblacion se denominan elementos.

En un sentido estadistico, un elemento puede ser algo con existencia real, como un
automdvil o una casa, o algo mas abstracto como la temperatura, un voto, o un intervalo
de tiempo. A su vez, cada elemento de la poblacién tiene una serie de caracteristicas que
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pueden ser objeto del estudio estadistico. Asi, por ejemplo si consideramos como
elemento a una persona, podemos distinguir en ella las siguientes cualidades o
caracteres: Sexo, Edad, Nivel de estudios, Profesion, Peso, Altura, Color de pelo, etc.

La poblacién puede ser, segun su tamano, de dos tipos:

a) Poblacion finita: cuando el numero de elementos que la forman es finito, por ejemplo, el
numero de alumnos de un colegio, o un curso o clase.

b) Poblacién infinita: cuando el numero de elementos que la forman es infinito, o tan
grande que pueden considerarse como infinitos. Por ejemplo, si se realizase un estudio
sobre los productos que hay en el mercado. Hay tantos y de tantas calidades que esta
poblacion podria considerarse infinita.

Normalmente, en un estudio estadistico, no se puede trabajar con todos los
elementos de la poblacion (por falta de tiempo, recursos o de escasez en la informacion),
sino que se realiza sobre un subconjunto de la misma.

El subconjunto de la poblacion puede ser una muestra, cuando se toman un
determinado numero de elementos de la poblacion, sin que en principio tengan nada en
comun; o una subpoblacion, que es el subconjunto de la poblacién formado por los
elementos de la poblacion que comparten una determinada caracteristica, por ejemplo, la
poblaciéon son todos los alumnos del Liceo A-8 y la subpoblacién esta formada por los
alumnos de 3° Medio A, o la subpoblacion de los varones del Liceo.

Ahora, en el caso que se observen todos los elementos de la poblacion, se dice
que se esta realizando un Censo de la poblacion.

Ademas de las definiciones entregadas, es importante, que el alumno comprenda
la diferencia que existe entre dato, informacidon y conocimiento. En una conversacion
informal, los tres términos suelen utilizarse indistintamente y esto puede llevar a una
interpretacion libre del concepto de conocimiento. Quizas, la forma mas sencilla de
diferenciar dichos términos, sea pensar que los datos estan localizados en el mundo y el
conocimiento esta localizado en agentes de cualquier tipo, mientras que la informacion
adopta un papel mediador entre ambos.

Un dato es un conjunto discreto de factores objetivos sobre un hecho real, es decir,
éste no dice nada sobre el porqué de las cosas, y por si mismo tiene poca o ninguna
relevancia o propdsito. Por ejemplo, un dato puede ser la edad de una alumna de quinto
basico — Colegio XX.

Se definira informacion como un mensaje, normalmente, bajo la forma de un
documento o algun tipo de comunicacién audible o visible. Como cualquier mensaje, tiene
un emisor y un receptor. La palabra “informar” significa “dar forma a”, por lo tanto, la
informacion es capaz de formar a la persona que la consigue, proporcionandole ciertas
diferencias en su interior o exterior.
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Para Davenport y Prusak (1999), el conocimiento “es una mezcla de experiencia,

valores, informacion y saber hacer, que sirve como marco para la incorporacion de
nuevas experiencias e informacion, y es util para la accion”.

Para concluir, se puede declarar que, el conocimiento se deriva de la informacién,

asi como la informacion se deriva de los datos. En estadistica, se recolectan los datos, se
analizan, y se elabora la informacion.

CLASE 02

1.1 Método Estadistico

En la etapa del método cientifico llamada “verificacion de la consecuencia” es en
donde se utiliza el método estadistico, es decir, se busca verificar la hipotesis planteada,
investigando si las consecuencias deducidas se cumplen o no.

Por ejemplo, si se tiene la siguiente hipotesis “el 60% de las mujeres mayores de
30 afios estan casadas”; es en esta etapa donde se verifica si esta hipotesis es cierta o
falsa, a través de la recoleccion y analisis de los datos.

Por lo tanto, el método estadistico nos proporciona las técnicas necesarias para
recolectar y analizar la informacioén requerida, en la que se puede distinguir dos etapas:

a) Planificacién

Los pasos que conforman esta etapa pueden ser representados a través del
esquema que se presenta a continuacioén (representado en la Figura N° 2).



Figura N° 2 Etapas Proceso de la Planificacién del Método Cientifico
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A continuacién, se explicara cada una de las etapas involucradas en el proceso de
planificacion del método estadistico, de manera de contextualizar cada uno de éstos.

Definicidon de Objetivos: corresponde a la descripcion del problema que da
origen a la investigacion. Es en este momento, donde se debe sehnalar
detalladamente, qué se pretende investigar, como, cuando, donde y por qué.

Definicion del universo: corresponde a la definicién sobre la que se extraera la
informacion y a la cual se generalizaran los resultados.
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Disefio de la Muestra: la teoria del Muestreo o del disefio de experimentos,
segun el caso, pueden garantizarnos que la informacion que generemos nos
permita sacar conclusiones validas para la poblacion de interés.

Definicidn de las unidades de observacion, escalas de clasificacion y unidades
de medida: en una misma investigacién pueden haber varios objetivos parciales
que requieran estudiar unidades de observacion distintas. Por ejemplo, en un
estudio sobre los habitos de consumo, el analisis se puede realizar a nivel
individual o a nivel familiar -como unidad de observacién-, la escala de
clasificacion puede ser de intervalos y se debe elegir apropiadamente la unidad
de medida (en una encuesta).

Preparacion del plan de tabulacion y analisis de datos: aqui se deben
considerar diversas alternativas de analisis, como la estadistica descriptiva -que
es materia de estudio-.

7

L

recogidos, para que su analisis e interpretacién sean rapidos y utiles. Por ejemplo,
para estudiar e interpretar la distribucién de las notas de un examen en una clase
con treinta alumnos, primero se ordenan las notas en orden creciente, luego, se
hace un conteo de la clase de nota obtenida y se organiza en una Tabla
(presentacion resumida).

N

La tabulacion es la organizacion y presentacién en tablas de los datos

J

b) Ejecucién

La etapa de ejecucion contempla los siguientes pasos:

Recopilacion de los datos,

Elaboracion de la informacién: que consiste en tabular, graficar y resumir la
informacion; y

Analisis de resultados.

Temas que seran abordados en el transcurso de esta unidad.

1.2 Funciones de la Estadistica

Las funciones de la Estadistica son dos, y éstas dan origen a dos categorias de
estadisticas: la Estadistica Descriptiva y a la Estadistica Inferencia o Inductiva.

A) Estadistica Descriptiva: comprende el tratamiento y analisis de los datos, con el fin
de resumir y describir los hechos, que nos ha proporcionado la informacién
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recolectada. Por lo general, toman la forma de tablas, graficas, indices y un
conjunto de medidas que permiten resumir la informacion.

La estadistica descriptiva es una ciencia que analiza series de datos (por ejemplo,
edad de una poblacion, altura de los estudiantes de una escuela, temperatura en los
meses de verano, etc.) y trata de extraer conclusiones sobre el comportamiento de estas
variables.

Cabe senalar, que el analisis se limita a los datos recolectados y en ningun caso se
pretende hacer generalizaciones a poblaciones o a conjunto de datos distintos a los
tratados.

De este modo, si se recolectan datos de mujeres que pertenecen a un hogar de
beneficencia, su andlisis arrojaria caracteristicas determinantes sélo para este grupo de
mujeres.

La estadistica descriptiva, sirve como método para organizar datos y poner de
manifiesto sus caracteristicas esenciales con el propésito de llegar a conclusiones. El
campo de la estadistica descriptiva no tiene que ver con las implicaciones o conclusiones
que se puedan deducir del conjunto de datos.

B) Estadistica Inferencial: es un conjunto de métodos que permiten sacar
conclusiones validas con respecto a caracteristicas de una poblacion, en base a
informacion limitada. Es decir, la inferencia estadistica se basa en las conclusiones
a la que se llega por la ciencia experimental basandose en informacion incompleta.

En la terminologia estadistica, el procedimiento inductivo implica el hacer
inferencias acerca de una poblacion adecuada o universo a la luz de lo averiguado en un
subconjunto aparte o muestra. La inferencia estadistica se refiere a los procedimientos
mediante los cuales se pueden hacer tales generalizaciones o inducciones.

Por ejemplo, si se toma una muestra de 30 alumnos (al azar) de un colegio, del
analisis de los datos recogidos se obtienen conclusiones para el colegio en su conjunto.

El proceso de inferencia cientifica implica el grado mas elevado de cooperacién
entre la estadistica y el estudio experimental. En este sentido, la estadistica descriptiva,
muchas veces no es mas que una etapa preliminar para la realizacion de inferencias
estadisticas.

Realice ejercicios N° 1 al 2




IPLACEX

instituto profesional

CLASE 03
1.3 Las Variables y su Clasificacion

En Estadistica Descriptiva nos ocuparemos, principalmente, de los siguientes
puntos:

1. Organizar los datos en Tablas Estadisticas.
2. Graficar los datos para hacer una representacion visual de éstos.

3. Calcular Medidas de Resumen’, para mostrar caracteristicas destacadas de
los datos.

Para poder realizar adecuadamente estas tres tareas, se debe tener en cuenta el
tipo de datos con el que se trabaja, es decir, el tipo de tabla, grafico y medida de resumen
que se utilizaran; lo cual depende del tipo de variable que se esta analizando
estadisticamente.

Dado lo anterior, lo principal sera definir los tipos de variables que existen y sus
principales caracteristicas.

¢, Qué es una variable estadistica?

4 A\
Se entiende por variable estadistica al conjunto de los distintos valores

numericos, que adopta una cualidad o caracter cuantitativo.
\ V)

De esta definicidon, se desprende la primera clasificacion de variable, que las divide
en Cuantitativas (intercalares) o Cualitativas (categoricas), dependiendo de si los valores
presentados tienen o no un orden de magnitud natural, es decir, son susceptibles a ser
contados; o simplemente es un atributo que no puede ser sometido a una cuantificacion.

Un atributo corresponde al valor especifico de una variable, por ejemplo, en el
caso de la variable sexo, esta posee dos atributos “hombre o mujer”. Por lo tanto,
podemos decir que se trata de una variable cualitativa.

Las variables pueden ser clasificadas segun el tamafio del recorrido y la escala de
medicion, de la variable en cuestion. Lo que nos permite encontrar el método correcto
para tratar los datos recolectados.

' Las Medidas de Resumen es un valor representativo o tipico ce los datos observados, que es fijo para cada poblacion,
y que recibe el nombre de estadistico.
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a) Tamafo del Recorrido: como su nombre lo indica, en este caso las variables son
clasificadas de acuerdo al numero de valores que éstas puedan tomar. Las que se
pueden dividir en:

1. Variable Binaria o Dicotdmica: estas variables sélo pueden tomar dos
valores, es decir, los elementos pueden ser clasificados en dos categorias
mutuamente excluyentes y exhaustivas (el valor completo de la variable),
como por ejemplo: sexo (masculino / femenino), chilenos/extranjeros, etc.

2. Variable Discreta: son las variables que pueden tomar un numero finito o
infinito numerable de valores, es decir, puede tomar cualquier valor entero,
por ejemplo: numero de hijos en una familia, niumero de alumnos en un
curso, numero de asignaturas en la carrera, etc.

3. Variable Continua: son aquellas variables que pueden tomar cualquier valor,
de hecho su recorrido es infinito. Es decir, entre dos valores cualquiera
podemos, potencialmente, observar un tercero, por ejemplo: entre el 0 y 1,
existe un numero infinito de numeros. Como ejemplos de estas variables
encontramos el ingreso, el valor de los aranceles universitarios, consumo de
electricidad, edad, estatura, peso, etc.

Muchas veces, una variable continua se trabaja como variable discreta, para
propésitos del analisis. Por ejemplo, es posible trabajar la variable continua “edad”
como variable discreta al hablar de “afos cumplidos”, es asi como, el ingreso
también puede ser trabajado como variable discreta al subdividirlo en categorias que
suelen ser referidas como estratos socio-econémicos.

b) Escala de Medicion: de acuerdo a este criterio, las variables se clasifican segun el
tipo de medicién que es posible aplicar a los datos. Entre los tipos de escala, podemos
hacer mencion en:

1. Escala nominal: en donde las observaciones para una variable sélo pueden
ser clasificadas en “una” de varias clases mutuamente excluyente vy
exhaustivas.

Una clase se define como el rango en intervalos, en la que se debe agrupar
una variable con un elevado numero de valores. Las clases se pueden identificar
mediante diversos simbolos como letras, numeros, etc. Ahora, se denomina marca
de clase al valor central de cada intervalo.

2. Escala ordinaria (ordinal): en donde los sujetos u objetos (observaciones)
que pertenecen a una determinada clase, no solo difieren de los que
pertenecen a otra, sino que, ademas existe una relacion de orden entre las
clases. Es decir, las observaciones son susceptibles a ser ordenadas.



IPLACEX

instituto profesional
Algunos ejemplos son: jerarquia de la iglesia, estructura jerarquica de la
empresa, jerarquia en la carrera militar, etc.

Escala de intervalos: este tipo de escala es propiamente numérica, la cual
ademas de poseer las caracteristicas de la escala ordinal, también nos
permite conocer la distancia entre dos puntos. Con esta escala es posible
medir variables como: la temperatura (en grados Celsius o en grados
Fahrenheit), la altura sobre el nivel del mar, afios calendarios, etc. En estos
casos, el cero es un cero arbitrario y no un cero absoluto, ya que el cero no
indica ausencia de temperatura o de altura.

Escala de razon: este tipo de escala posee todas las caracteristicas de la
escala de intervalos y ademas un cero absoluto, que indica la ausencia de la
caracteristica en cuestion. Algunos ejemplos de variables a ser medidas con
estas escalas, son: la edad, ingresos, estatura, consumo de electricidad, y
temperatura medida en grados kelvin (en ésta, el cero efectivamente
representa no temperatura).

Realice ejercicio N° 3

En sintesis, se puede concluir que:

Las variables pueden ser de dos tipos:

Variables cualitativas o atributos: no se pueden medir numéricamente (por

ejemplo: nacionalidad, color de la piel, sexo).

Variables cuantitativas: tienen valor numérico (edad, precio de un producto,

ingresos anuales).

Clasificacion de variables

Cuantitativas (intervalares)

Continuas

Ej. Presion arterial, peso, edad, talla,
etc.

Discretas

Ej.Numero de hijos, episodios de
infeccion urinaria, etc.

Cualitativas

categodricas)

Ordinales

Ej.Etapificaciéon tumores, Jerarquia
Profesores Universitarios, etc.

Nominales

-Dicotémicas : Ej vivo/muerto, sexo
-Policotémicas : Ej. Grupo
sanguineo, raza, etc.

11
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Las variables también se pueden clasificar en:

Variables unidimensionales: sélo recogen informacion sobre una caracteristica (por
ejemplo: edad de los alumnos de una clase).

Variables bidimensionales: recogen informacion sobre dos caracteristicas de la
poblacién (por ejemplo: edad y altura de los alumnos de una clase).

Variables pluridimensionales: recogen informacién sobre tres o mas caracteristicas
(por ejemplo: edad, altura y peso de los alumnos de una clase).

CLASE 04
2. ESTADISTICA DESCRIPTIVA

El estudio de la estadistica se divide clasicamente en dos, la estadistica descriptiva
y la estadistica inferencial. Antes de seguir avanzando en nuestro estudio, es necesario
reforzar la diferencia (sefialada en el punto 1.2) entre estadistica descriptiva e inferencia
estadistica.

/ La estadistica inferencial o inductiva sirve para extrapolar los resultadom
obtenidos en el analisis de los datos y a partir de ello predecir acerca de la
poblacién, con un margen de confianza® conocido.

La estadistica descriptiva o deductiva se construye a partir de los datos y la
inferencia sobre la poblacion no se puede realizar, al menos con una confianza
determinada, la representacion de la informacion obtenida de los datos se
representa mediante el uso de unos cuantos parametros y algunas graficas

\\planteadas de tal forma que den importancia a los mismos datos. J/

Como podemos observar, la definicion de estadistica descriptiva nos permite
descubrir las técnicas utilizadas para resumir y comprender la informacién entregada por
los datos. La estadistica descriptiva formula reglas y procedimientos para la presentacion
de una serie de datos en una forma mas util y significativa.

La estadistica descriptiva se construye a partir de los datos recolectados, los cuales
pueden ser resumidos y presentados para su analisis usando técnicas de presentacion
como: Presentacion Tabular, Grafica y Numérica (Estadisticos Basicos).
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Siempre que se va a realizar un analisis estadistico de una serie de datos, es

aconsejable previamente hacer una Estadistica Descriptiva, para obtener informacion de
las variables a analizar o simplemente para chequear posibles errores en los datos.

En los siguientes apartados veremos como se puede llevar a cabo la Estadistica
Descriptiva, utilizando cada una de las técnicas mencionadas anteriormente.

2.1 Tablas de Frecuencia

El manejo de la informacién requiere de la ordenacidon de datos, de tal forma que,
permita la obtencién -mas facil- de conclusiones acerca de la muestra. Una primera
ordenacion se realiza mediante el manejo de tablas, en las que se ordenan los datos de
acuerdo a ciertas caracteristicas de éstos.

2.1.1 Tipos de Tablas (Univariantes)

a) Tipo I: cuando el tamafo de la muestra y el recorrido de la variable son pequefios,
por ejemplo, si tenemos una muestra de las edades de 5 personas, por lo que no
hay que hacer nada especial, simplemente, anotarlas de manera ordenada en filas
0 columnas.

Por ejemplo: edades de 5 funcionarios del Departamento de Administracion.

Tabla N° 1 Tipo Tablas |
/ N\
[ 32, 38, 42, 35, 52 ] 32

38
42
35
52

\_ _

b) Tipo Il: cuando el tamafio de la muestra es grande y el recorrido de la variable es
pequeio, por lo que hay valores de la variable que se repiten.

Por ejemplo, si preguntamos el numero de estudiantes que hay en 50 familias,
vemos que este numero varia entre 1 a 4 estudiantes por familia, como se muestra en la
siguiente tabla:

| 13
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Tabla N° 2: Tipo Tablas Il
e p
2 1 2 2 1 2 4 2 1 1
2 3 2 1 1 1 3 4 2 2
2 2 1 2 1 1 1 3 2 2
3 2 3 1 2 4 2 1 4 1
1 3 4 3 2 2 2 1 3 3
\L J

Como se dijo anteriormente, en la tabla N°2, podemos observar que la variable
toma valores que van desde el 1 al 4, por lo que es posible resumir estos datos en una
Tabla de Frecuencia:

Tabla N°3 Tabla de Frecuencia

/ N\
/ Cantidad de Estudiantes Frecuencia \
(Numero de Familias con esa
cantidad de estudiantes)

16

20

9

5

Total 50
. = Y

Tablas de Distribucién de Frecuencia: el propdsito de estas tablas es resumir la
informacion registrada en una variable (cantidad de estudiantes por familia), ademas en
ellas se anotan la Frecuencia, es decir, el numero de veces con que ocurren los distintos
valores observados de la variable de interés (numero de familias con una determinada
cantidad de estudiante determinada).

AIWIN|=

c) Tipo lll: cuando el tamafio de la muestra y el recorrido de la variable son grandes,
es necesario agrupar en intervalos los valores de la variable. Por ejemplo, si a un
grupo de 30 alumnos les preguntamos el dinero que en ese momento tenian, nos
encontramos con los siguientes datos:

Tabla N°4 Tipo Tablas Il

450 1152 | 250 300 175 80 25 2680 | 605 785
1595 | 2300 | 5000 | 1200 | 100 5 180 200 675 500
375 1500 | 205 985 185 125 315 425 560 1100

| 14
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Como podemos observar, la variable “pesos” tiene un recorrido muy grande, por lo

que si queremos resumir estos datos en una Tabla de Frecuencia debemos recurrir a los
Intervalos.

Intervalos: el propdsito de este instrumento estadistico es resumir los datos de
variables con un recorrido muy amplio. Para decidir la amplitud del intervalo debemos
determinar con cuantos intervalos queremos trabajar. Normalmente, se suele trabajar con
no mas de 10 a 12 intervalos.

Nota: en este momento sélo presentaremos el tipo de tabla, mas adelante
abordaremos los pasos a seguir para la construccion de intervalos.

Tabla N° 5: Tabla de Frecuencia con Intervalos

Intervalos Frecuencia
(Cantidad de dinero) (Numero de alumnos con
esa cantidad de dinero)
0 - 500 16
500 - 1000 6
1000 - 1500 3
1500 - 2000 2
2000 - 2500 1
2500 - 3000 1
3000 - 3500 0
3500 - 4000 0
4000 - 4500 0
4500 - 5000 0
5000 - 5500 1

2.1.2 Construccién de una Tabla de Frecuencia

Una vez presentados los tipos de tablas, es posible ahondar en el topico de Tablas
de Frecuencias, comenzando desde su construccion hasta su analisis.

Figura N° 3: Presentacion de una Tabla de Frecuencia

/ Titulo de la Tabla \

Nombre de la Variable Tipo de Frecuencia

Categorias de la variables Frecuencias observadas
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En la figura N° 3, podemos observar los elementos que componen la construccion
de una tabla de frecuencia, los que se describen a continuacion:

a) Titulo de la Tabla

Este elemento debe indicar qué informacién se presenta, donde y cuando se
obtuvieron los datos que se resumen en la tabla de frecuencia.

b) Nombre de la variable

En este se debe indicar cual es la variable y la unidad de medicion de la misma. Es
decir, si la variable es la edad de los funcionarios de un departamento, la unidad de
medicion pueden ser los afos.

c) Categoria de la variable

Para una variable cuyo nivel de medicion es nominal, entonces las categorias de la
variable se colocan en forma arbitraria (no importa el orden que se le de). Ejemplo: la
categoria de la variable “estado civil de las personas” de una muestra pueden ser
soltero(a), casado(a), viudo(a) o separado(a). Luego, se asignan numeros a estas
categorias -no importando el orden-, donde soltero puede ser el nuUmero 162 6 3 6 4.

Para los otros tipos de variables, de escala de medicion ordinales, los valores de
estas se deben anotar respetando el orden implicito (mayor o menor). Por ejemplo, al
estudiar el estatus socio-econdmico de una muestra de familias la variable puede tomar
las categorias de bajo, medio o alto. Luego, se asignan numeros a las categorias
respetando su orden, bajo es 1, medio es 2 y alto es 3.

En el caso que las categorias de variable sean muchas, entonces se deben
agrupar los datos en intervalos, para formar categorias que respeten el orden implicito, de
ser necesario. Ejemplo, es la variable “cantidad de hijos por familia”, donde la variable
puede tomar las siguientes categorias 0, 1, 2, 3, ..., n. Por lo que es necesario agrupar las
categorias en intervalos.

d) Tipo de Frecuencias
Frecuencia Absoluta o Frecuencia: que se denota con la letra “n” y el subindice i,

es decir, “n;”. La cual representa, el numero de veces que se repite el i-ésimo valor de la
variable.

Frecuencia Relativa: es una proporcion que se denota con la letra p y el subindice i,
es decir, “p;”. Esta representa la proporcion con que ocurre el i-ésimo valor de la
variable, respecto del total de observaciones n.

n;

Pi =—
n
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Frecuencias Acumuladas (Absolutas y Relativas): las que se denotan por N; y Pj,
respectivamente, y representan las frecuencias acumuladas hasta el i-ésimo valor de la
variable. Cabe destacar, que las frecuencias acumuladas sdlo tienen sentido calcularlas
para variables cuyo nivel de medicion es ordinal o superior (ordinal, intercalar, razén),
pero en ningun caso para la escala nominal.

Donde algebraicamente:

i i N 1< N
j=1 ' j

Frecuencia Relativa Porcentual: este tipo frecuencia representa una alternativa a la
presentacion de las frecuencias relativas, pues se presentan éstas pero en porcentaje.

[ Realice ejercicios N° 4 al 8 1

Ejemplo N° 1

Como una forma de integrar estos conceptos, se presenta el siguiente ejemplo para
una variable nominal discreta, como el numero de alumnos por carrera de un Centro de
Formacion Técnica para el primer semestre del 2005.

Tabla N° 4: Matricula por Carrera Centro de Formacién Técnica

Primer Semestre 2005

Carrera n; pi N; P; 100* p;
Administracion 300 0.3 - - 30 %
Contabilidad 200 0.2 - - 20 %
Publicidad 250 0.25 - - 25 %
Finanzas 150 0.15 - - 15 %
Dibujo Técnico 100 0.1 - - 10 %

Total 1000 1 100 %
Ejemplo N° 2

Para una variable ordinal discreta, en el caso de la jerarquia académica de los
profesores perteneciente al departamento de estadisticas - Universidad UU.

[ 17
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Tabla N° 5: “Distribucion de los Profesores por jerarquia académica, Departamento de
Estadistica — Universidad UU”

Primer semestre 2005

Jerarquia n; Pi N; P; 100* p;
Académica
Titular 8 0.142 8 0.142 14,2 %
Asociado 16 0.285 24 0.427 28,5 %
Asistente 24 0.428 48 \ 0.855 42,8 %
Instructor 6 0 107 54 \\\ 0.962 10,7 %
Ayudante 4/ 0.035 56 | 3,5%
Total 56 J ) 1 100 %
Recordemos:

Frecuencia Relativa
0.107 que representa la proporc
con que ocurre la jerarquia de
instructor. Calculo n;j/n (6/56)

s

Ejemplo N° 3

Frecuencia Acumulada Absoluta

48 que representa la cantidad
acumulada de profesores con
jerarquia de titular, asociado y
asistente (8+16+24).

S

Para una variable de razdn continua, en el caso de la distribucion de nota en la
asignatura de Estadistica |, para el instituto profesional IPLACEX, primer semestre del

2005.

Tabla N° 6: Distribucion de las Notas en Estadistica |, Instituto Profesional IPLACEX

Primer semestre 2005

Notas (Intervalos) n; Pi N; P; 100* p;
1,0 - 3,0~ 5 0.1 5 0.1 10 %
3,0 - 40 15 0.3 20 0.4 30 %
40 - 50 20 04 40 0.8 40 %
50 - 6,0 6 0.12 46 0.92 12 %
6,0 - 7,0 4 0.08 50 1 8 %

Total 50 1 100 %

(*) El primer intervalo tiene una amplitud mayor, a necesidad del andlisis, a razén de la

cantidad de alumnos con nota inferior a 3,0.
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CLASE 05
2.1.3 Meétodo de Construccion de una Tabla, para Variables Discretas o Continuas

El método de construccion de una tabla de frecuencia, para una variable discreta o
continua, implica la construccion de intervalos en el caso que la variable tome muchos
valores y esté definida con una escala de medicion de intervalos o de razén.

Para este efecto, debemos considerar los siguientes pasos:
A) Determinar el nimero de intervalos “k”
En este punto, se debe tener en cuenta algunas consideraciones practicas, como:

e Es recomendable, que el numero de intervalos “k” no sea inferior a 5 ni superior a
20. Cuando la cantidad de intervalo es inferior a 5, es posible que se oculte
informacion importante por la acumulacion de datos. En caso contrario, cuando la
cantidad de intervalos es superior a 20 o0 mayor a los necesarios para la variable de
interés, algunos podrian quedar vacios, lo que hace perder sentido a la distribucion
de frecuencia.

e Mientras mas datos se tengan, mayor sera la cantidad de intervalos “k” que
deberan considerarse.

e Se recomienda, en muchos casos, utilizar una regla comun para determinar el
numero de intervalos “k”, que se representa en la siguiente formula:

k=1+3.3Logn

Donde, n representa el numero datos observados de la variable de interés.

Ahora, el numero de intervalos a considerar, nos deriva en la cantidad de clases en
las cuales se agruparan los datos observados de la variable de interés.

Clase, se conoce como clase a los valores representativos (inferior y superior) de
todos los valores incluidos en el intervalo respectivo. En el Ejemplo N°3, para el
primer intervalo la clase inferior es 1,0 y la superior es 3,0.

B) Determinar la amplitud de los intervalos

La amplitud del intervalo se refiere a determinar la extension de éste, entre la cual
se agrupara una cantidad definida de datos observados.
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Sea R, el recorrido de la variable que estamos analizando, en donde Xnax

representa el valor maximo que puede tomar la variable de interés y Xmin. representa el
valor minimo que puede observarse en la variable de interés.

Dado lo anterior, podemos expresar el recorrido “R” de la variable en términos de
los valores maximos y minimos que ésta alcanza, a saber:

R = Xméx - Xmin

Luego, la amplitud de los intervalos va a ser igual a:

Amplitud de k (a) =%

Donde:

k : es el numero de intervalos

C) Determinar los limites de los intervalos

El limite inferior del primer intervalo se escoge de una forma muy sencilla, ya que
éste representa, habitualmente, al Xnin, aunque puede ser también un valor inferior a
éste. Los limites inferiores de las restantes clases, se obtienen sumando la amplitud del
intervalo al limite inferior de la clase o intervalo anterior.

Los limites superiores se obtienen restando media (1/2) unidad de medida, de la
variable de interés, al limite inferior de la clase que sigue a la clase considerada. (Ver
ejemplo N° 4)

D) Asignacion de las observaciones a las clases formadas
Dependiendo del valor observado para la variable, las observaciones se van

asignado a una y sélo una clase de intervalos. En el caso que existan clases vacias,
estas se deben juntar con una de las clases contiguas.
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7 — , R
Los limites contraidos de la manera propuesta, se denominan ‘“limites
aparentes”.

Los “limites reales” de los intervalos se forman promediando el limite inferior
y superior de clases contiguas. Es decir, el limite inferior real de la clase n, se
obtiene sumando el limite superior de la clase n — 1 y el limite inferior de la clase n,

el resultado se divide por 2.
& J

Ejemplo N° 4

Supdngase que ustedes, como estudiantes de estadisticas, investigan los precios
de cierto articulo en 50 almacenes, en donde se recolectan los siguientes precios del
articulo:

165 | 163 | 165 | 163 | 169 | 167 | 153 | 158 | 160 | 161
164 [ 165 | 164 | 172 | 168 | 166 | 155 [ 157 | 160 | 162
164 [ 165 | 164 | 171 | 168 | 166 | 156 | 159 | 161 | 162
163 [ 165 | 163 | 170 | 167 | 166 | 157 [ 159 | 161 | 162
164 [ 164 | 163 | 169 | 167 | 166 | 158 [ 160 | 161 | 162

Se pide:

a) Calcular el numero de intervalos de clase, aplicando laregla K= 1 + 3.3 log n.
b) Determine la amplitud de los intervalos.
c) Construya una tabla de distribucion de frecuencia.

ﬂ) Para determinar el numero de intervalos, con un n=50 (total de datos) \
K = 1+3.3logn
K = 1+ 3.3 log 50
K = 1 + 3.3 (1.698970004)
K = 6.6066 aprox.

Gste valor se aproxima al entero mas cercano, luego K=7

(.

- 21



b) Amplitud de los intervalos
R = Xmax -

= 172 -

Amplitud (a) = R/ K

a = 19 /7

Xml’n
153

19 pesos

2.714 aprox.
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Este valor se aproxima al entero mas cercano, luego a = 3, de esta forma no
se dejara alguna observacion, fuera de la tabulacion.

c)

Construccion Tabla de Frecuencia

Tabla N° 7: Distribucion de los Precios de un Articulo x, en 50 Almacenes

Precios Precios N Pi N; P 100* p;
(Intervalos) (Intervalos) Frec. Frec. Frec. Frec.
Limites Limites Absoluta Relativa Absoluta Relativa
Aparentes Reales Acumulada | Acumulada
153 - 155 | 1525 - 1555 2 0.04 2 0.04 4 %
156 - 158 | 155.5 - 158.5 5 0.1 7 0.14 10 %
159 - 161 | 1585 - 1615 9 0.18 16 0.32 18 %
162 - 164 | 1615 - 1645 15 0.3 31 0.62 30 %
165 - 167 | 1645 - 167.5 12 0.24 43 0.86 24 %
168 - 170 | 167.5 -4170.5 5 0.1 48 0.96 10 %
171 - 172 170}// 172.5 2 0.04 50 1 4 %
Limite Real
1705 =(170+ 171
; 2
Limites

2.2  Tablas Multidimensionales (Bivariantes)

El propdsito de este tipo de tablas es clasificar cada unidad de observacion de
acuerdo a los valores observados para dos o mas variables; o de clasificar cada unidad

22
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de observacion de acuerdo a los valores observados para una unica variable en varios
grupos o muestras.

Por ejemplo, si se tiene la variable A con valores o categorias A1, Az, As, ...... A,y
la variable B, con valores o categorias B¢, B>, Bs, ...... B¢, entonces, el formato de una
Tabla de Frecuencias Bidimensional sera el siguiente:

B Frecuencia
B¢, B2, Bs, ...... Bc Marginal
A Fila
Aq
Ao FRECUENCIAS CONJUNTAS
As Nij n;
Pij Pi
100*pij 1Oo*pi
B
Frecuencia
Marginal nj , pj , 100*p; Total (n)
Columna
Donde:
i = 1, ...k
j = 1,...¢C

Cuando queremos describir conjuntamente dos variables, el primer paso al igual
que en el caso univariante sera la representacion de los datos en una tabla de frecuencia.

a) Frecuencia Absoluta Conjunta (n;): Se refiere al numero de veces que se presenta en
la muestra el valor Ai, de la variable A, con el valor de Bj de la variable B.

b) Frecuencia Relativa Conjunta (fj): Es la proporcion del numero de veces que se
presenta en la muestra el valor Ai, de la variable A, con el valor de Bj, de la variable B.

c) Frecuencia Relativa en porcentaje (100 * pj): Es el porcentaje del numero de veces
que se presenta en la muestra el valor Ai, de la variable A, con el valor de Bj, de la
variable B.
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d) Frecuencia Marginal: Es la frecuencia que corresponde a cada categoria de una
variable y se denomina frecuencia marginal de fila o columna, porque se obtiene
sumando las frecuencias conjuntas de la fila o columna respectiva.

Para integrar estos conceptos, retomemos el ejemplo 1 sobre la distribucién de
matriculas por carrera de un centro de formacion técnica, incorporando la variable
sexo a este analisis.

Ejemplo N° 5

Tabla N° 8: Distribucion de la Matricula por Carrera y Sexo, para un Centro Formacion
Técnica

Primer semestre 2005

Sexo
Hombres Mujeres n;.

Carrera
Administracion - 300 300
Contabilidad 120 80 200
Publicidad 100 50 150
Finanzas a0 10 100
Dibujo Técnico 150 100 250

n.; 460 540 1000

La distribucién de frecuencias marginales puede colocarse en una tabla
separadamente, pero si deseamos tener toda la informacién en una misma tabla (como se
muestra en el ejemplo 5) se suele colocar:

« En la ultima columna de la tabla conjunta, las frecuencias marginales de A, es
decir, ni., anadiendo tantas columnas como otros tipos de frecuencia marginales se
deseen anadir.

o En la ultima fila de la tabla conjunta, las frecuencias marginales de B, es decir, n.j,
afiadiendo tantas columnas como otros tipos de frecuencias marginales se deseen
anadir.

A partir de la distribucion de frecuencias conjuntas, podemos definir otro tipo de
distribuciones unidimensionales, tanto para A como para B. Estas distribuciones se
obtendran al fijar el valor de una de las variables y reciben en nombre de distribuciones
condicionadas.

a) Frecuencia Absoluta Condicionada para A = ai dado que B = bj es el numero de veces
que se repite el valor ai teniendo en cuenta solo aquellos valores en que B = bj; asi
es: ni(j) =nij "i=1,... k.
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b) Frecuencia Absoluta condicionada para B = bj dado que A = ai es el numero de veces
que se repite el valor bj teniendo en cuenta solo aquellos valores en que A = ai; asi
es:n(i)j=nij "j=1,...,c.

En las distribuciones condicionadas, no se utilizan las distribuciones absolutas, puesto
que, como sabemos, estas dependen del numero de datos y el numero de datos sera
diferente para cada distribucién, pues dependera de la frecuencia del valor que fijamos
para la otra variable.

Son mucho mas utiles las frecuencias condicionadas que se definen:

a) Frecuencia Relativa Condicionada para A dado que:

B = bj — es fi(j) = nij/n.j

b) Frecuencia Relativa Condicionada para B dado que:

A = ai es f(i) = nij/ni.

Ejemplo N° 6

Distribuciones de frecuencia de A condicionada a B=1, es decir, la distribucién de la
matricula por carrera de un centro de formacion técnica para la variable sexo “hombre”.

Tabla N° 9: Distribucién de las Matriculas por Carrera — Sexo Hombre

Sexo

Hombres n; pi
Carrera
Administracién - - -
Contabilidad 120 120 0.26
Publicidad 100 220 0.47
Finanzas a0 310 0.67
Dibujo Técnico 150 460 1

Nota: Si la tabla resulta muy grande deberemos agrupar una o las dos variables en
intervalos de clase, del mismo modo que se ha sefialado anteriormente (construccion de
intervalos).

[ Realice ejercicios N° 9 al 11 1
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CLASE 06
3. REPRESENTACION GRAFICA DE LA ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Una forma de resumir los datos es por medio de las Tablas, sin embargo, la
estadistica descriptiva también nos permite resumir los datos a través de la
Representacion Grafica. Este instrumento, es un complemento a las Tablas Estadisticas,
que buscan dar una impresion global, en forma visual y de rapida comprensién, de la
informacion obtenida.

La representacion grafica de la informacion nos permite, representar las
conclusiones mas relevantes que hemos obtenido mediante el uso de las tablas de
frecuencias. Pero ¢hay alguna forma de presentar los datos de manera que las
principales caracteristicas de éstos sean visibles de una manera sencilla? Obviamente, la
respuesta es si. Como habran observado, fundamentalmente, en los medios de
comunicacién, los datos suelen presentarse a través de graficos, que resultan mas
atractivos a la vista que una tabla de frecuencias, ademas de que permiten una
interpretacion mas sencilla de los datos de los que disponemos.

En esta seccion vamos a intentar conocer la mayoria de los graficos, y vamos a
hacer especial hincapié en lo importante que es elegir el tipo adecuado de grafico, segun
los datos con los que trabajemos. Los graficos mas comunes son los de “Barras
Separadas”, “Barras Agrupadas”, “Barras Divididas”, “Sectoriales”, “Histogramas”,
“Pictogramas”, y de “Ojivas”.

3.1 Graficos de Barras

El primer tipo de grafico que veremos son los diagramas de barras o
representaciones graficas de barras. Este es un grafico que se usa tanto para variables
cualitativas como para variables discretas no agrupadas por intervalos. Estas
representaciones graficas adoptan distintas formas, entre las cuales abordaremos las mas
utilizadas:

a) Gréfico de Barras Separadas
Este tipo de grafico se utiliza, preferentemente, para representar la distribucién de
frecuencias de variables discretas. En donde, cada valor de la variable se representa por
una Barra cuyo largo indica la frecuencia relativa, para cada valor respectivo.
Ejemplo N° 7
Supodngase, que poseemos informacion sobre la cantidad de hermanos (variable

discreta) de un total de 40 encuestados de la comuna de San Clemente. Veamos cdmo se
construye un diagrama de barras separadas utilizando estos datos.



Tabla N° 11: Distribucion de la Cantidad de Hermanos - Comuna de San Clemente

...
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Enero 2005
Cantidad Hermanos n; pi N; P; 100* p;
0 - 2 18 0.45 18 0.45 45 %
3 -5 11 0.275 29 0.725 27,5%
6 - 8 8 0.2 37 0.925 20 %
9 - omas 3 0.075 40 1 7,5%
Total 40 1 100 %

En el eje de abscisas (el eje OX) colocamos las modalidades si la variable es
cualitativa o los valores en caso de que la variable sea discreta, en nuestro caso, los
valores (por intervalo) 0 — 2, 3- 5, 6 — 8, 9 — 0 mas. Sobre cada uno de estos valores se
levanta una barra (o rectangulo) de igual base (que no se solapen entre ellos), cuya altura
sea proporcional a la frecuencia. En nuestro caso, quedaria mas o menos de la siguiente

manera:

Grafico N° 1: Barras Separadas — Variable Discreta — Frecuencia Absoluta

-
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N° de hermanos (variable ordinal — discreta)/

J

Instituto Profesional Iplacex

27



Grafico N° 2: Barras Separadas — Variable Discreta — Frecuencia Relativa
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b) Grafico de Barras Agrupadas

..Q
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Este tipo de grafico se utiliza para mostrar la posible asociacion entre dos o mas
variables discretas, en especial las variables de escala nominal u ordinal. Este grafico
presenta barras que se agrupan de acuerdo a una cierta clasificacion general,

determinada por el usuario.

Ejemplo N° 8

A continuacién se presenta una Tabla Multidimensional de Frecuencia, que
muestra la distribucién de los estudiantes segun la aprobacién y sexo, del curso de
Estadistica |, para el primer semestre de 2005. Veamos coOmo se construye un diagrama
de barras agrupadas utilizando estos datos.

Tabla N° 12: Distribucion de los Estudiantes segun Aprobacion en Estadistica | — Ambos

Sexos
Primer Semestre 2005
Aprobacion
Aprueba | Reprueba ni.
Sexo
Hombres 20 30 50
Mujeres 20 10 30
n.; 40 40 80
[

Instituto Profesional Iplacex 28
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Grafico N° 3: Barras Agrupadas — Asociacion Variables Discretas

/ . \
Aprueban
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c) Grafico de Barras Divididas

Este tipo de grafico cumple el mismo propdsito que el de barras agrupadas. Es
especialmente adecuado, cuando existen observaciones de una variable que no se dan,
en las mismas categorias o clases, que para la otra variable.

Ejemplo N° 9
Para ilustrar este tipo de grafico, se utiliza el mismo ejemplo que muestra la
distribucion de los estudiantes segun la aprobacién y sexo, del curso de Estadistica |, para

el primer semestre de 2005. Veamos cdmo se construye un diagrama de barras divididas
utilizando estos datos.

Grafico N° 4: Barras Divididas — Asociacion Variables Discretas
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3.2 Graficos Sectoriales

En mas de una oportunidad, has leido un reportaje econdémico del diario “El
Mercurio”, el cual presenta un diagrama o grafico de sectores o de torta. En él, a cada
valor o categoria de la variable se le asigna un sector circular de area proporcional a la
figura que representan. Este grafico se utiliza para variables cualitativas o para variables
discretas sin agrupar.

Estos graficos nos permiten ver la distribucion interna de los datos que representan
una variable, en forma de porcentajes sobre un total. Se suele separar el sector
correspondiente al mayor o menor valor, segun lo que se desee destacar. Se pueden
presentar en dos o tres dimensiones.

o o . o 0\
Grafico Sectorial en dos dimensiones Grafico Sectorial en tres dimensiones

\_ )

Ejemplo N° 10
Retomemos el ejemplo N° 8, para poder hacer la ilustracion del grafico sectorial. A

continuacion, se presenta el grafico sectorial (en tres dimensiones) de la aprobacién en
porcentaje segun sexo del alumno, para el curso de Estadistica I.

Tabla N° 13: Distribucion de los Estudiantes segun Aprobacién en Estadistica | — Ambos
Sexos

Primer Semestre 2005

Aprobacion
Aprueba | Reprueba ni.
Sexo
Hombres 20 30 50
Mujeres 20 10 30
n.; 40 40 80
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Grafico N° 5: Grafico Sectorial — Tres Dimensiones
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Grafico N° 6: Grafico Sectorial — Tres Dimensiones

4 )

Porcentajes de Aprobacion — Mujeres Estadistica |
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CLASE 07
3.3 Histogramas

El histograma es un grafico muy similar al grafico de barras, pero es el diagrama o
representacion grafica que se utiliza para variables agrupadas por intervalos. Es decir,
con los Histogramas podemos representar variables continuas o discretas, pero con
muchos valores observados y cuyo nivel de medicidon sea al menos de intervalos (es
decir, de intervalos y razon).

Su construccion es similar a los Graficos de Barras, sobre ejes cartesianos,
representando en el eje OX los intervalos; se levantan rectangulos que tienen como base
la amplitud de los distintos intervalos y una altura tal que el area del rectangulo sea
proporcional a la frecuencia correspondiente al intervalo. También es posible, representar
los Histogramas con los rectangulos en horizontal.
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Grafico N° 7: Histograma (vertical y horizontal)
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En este tipo de grafico son muy importantes las areas de los rectangulos, porque
no representamos una barra correspondiente a un punto, sino que el ancho de la barra
representa a nuestro intervalo. Asi, si los intervalos son de la misma amplitud, la altura
suele corresponder a la frecuencia, pero si no es asi, hay que modificar la altura para
mantener la proporcion entre la frecuencia y el area.

Por lo tanto, si la amplitud del i-ésimo intervalo es “a” y la frecuencia es “n/”, la

barra debera tener una altura “h;”, que satisface la siguiente relacién de proporcionalidad:
Superficie a*hy= Kn; i=1,2,3, ....... K
Altura hi = @i
a

Donde k es una constante cualquiera, pero la misma para todos los intervalos. Es
posible, que ésta se elija arbitrariamente por conveniencia de calculo.
Ejemplo N° 11
Retomemos el ejemplo N° 3, en donde se utiliza una variable de razén continua,

con muchas observaciones, que es el caso de la distribucion de nota en la asignatura de
Estadistica |, para el instituto profesional IPLACEX, primer semestre del 2005.
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Tabla N° 14: Distribucion de las Notas en Estadistica I, Instituto Profesional IPLACEX

Primer semestre 2005

Amplitud Notas n; Pi N; hi = Knj/ a;
Intervalos | (Intervalos) hi
ai
2 1,0 - 30~ 5 0.1 5 2,5
1 3,0 - 40 15 0.3 20 15
1 40 - 50 20 0.4 40 20
1 50 - 6,0 6 0.12 46 6
1 60 - 7,0 4 0.08 50 4 hi = 1720
Total 50 1

(*) El primer intervalo tiene una amplitud mayor, a necesidad del analisis, debido a la baja
cantidad de alumnos con nota inferior a 3,0.

En este ejemplo, k es el valor de la amplitud de intervalo que es mas frecuente, es
decir, k = 1.

3.4  Pictogramas

Los pictogramas son graficos similares a los graficos de barras, pero con la
diferencia que en estos diagramas se emplea un dibujo en una determinada escala para
expresar la unidad de medida de los datos. Generalmente, este dibujo debe cortarse para
representar los datos.

Es comun ver graficos de barras, donde las barras se reemplazan por dibujos a
diferentes escalas, con el unico fin de hacer mas ilustrativo el grafico, estos tipos de
graficos no constituyen un pictograma.

Para una mejor comprension de esta representacién grafica, retomemos el Ejemplo
N° 7, utilizando la Tabla de Frecuencia que nos muestra la distribucion de la cantidad de
hermanos (de un total de 40 encuestados) de la comuna de San Clemente.



Ejemplo N° 12

Veamos coOmo se construye un pictograma utilizando estos datos.
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Tabla N° 15: Distribucion de la Cantidad de Hermanos - Comuna de San Clemente

-

o

Enero 2005
Cantidad Hermanos N D N; P 100" p;
0 - 2 18 0.45 18 0.45 45 %
3 -5 11 0.275 29 0.725 27,5%
6 - 8 8 0.2 37 0.925 20 %
9 - omas 3 0.075 40 1 7,5%
Total 40 1 100 %
Grafico N° 8: Pictograma - Distribucion de Frecuencia
® ® o
OO0V © ©
AHEOEOE\ / OOO000 ©
0-2 3-5 6 -8 9 - mas Hermanos
3.5 OQjivas

La Ojiva permite

grafican las frecuencias acumuladas.

Este tipo de representacion grafica se construye a partir de las frecuencias
acumuladas (absolutas o relativas) para variables continuas o discretas, con muchos
valores observados de la variable y cuyo nivel de medicidon sea al menos de intervalos (es
decir, de intervalos y razon).

representar

las frecuencias absolutas,

relativas y porcentajes
acumulados, para ello se toman los limites superiores de cada intervalo y luego se

34




IPLACEX

instituto profesional

Consideremos nuevamente la informacion del Ejemplo N° 3, en donde se utiliza

una variable de razén continua, con muchas observaciones, que es el caso de la

distribucion de nota en la asignatura de Estadistica I, para el instituto profesional
IPLACEX, primer semestre del 2005.

Ejemplo N°13
Tabla N° 16: Distribucion de las Notas en Estadistica I, Instituto Profesional IPLACEX

Primer Semestre 2005

Notas (Intervalos) n; pi N; P 100" p;
10 - 30~ 5 0.1 5 0.1 10 %
30 - 40 15 0.3 20 0.4 30 %
40 - 50 20 0.4 40 0.8 40 %
50 - 6,0 6 0.12 46 0.92 12 %
60 - 7,0 4 0.08 50 1 8 %

Total 50 1 100 %

Grafico N° 9: Ojiva - Distribucién de Frecuencia Acumulada

e

~

50

40

30
Para el primer intervalo la
Frecuencia Acumulada 20
es de 5 (Nj), con limite
superior 3,0

4 O(_
N
1,0 30 40 5,0

K 60 7,0 Noty

Si en la representacion grafica anterior, la ojiva de la frecuencia acumulada de las
notas del curso de Estadistica |, se desea conocer cuantos alumnos tienen una nota
inferior a 4,5, se debe trazar una recta vertical a partir de la nota 4,5 hasta la ojiva, y
desde este punto una recta horizontal hasta la frecuencia acumulada o porcentaje. La
lectura de ese valor nos da la frecuencia o porcentaje acumulado, que corresponde a los
alumnos con notas inferiores a 4,5.
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Es importante mencionar que, una ojiva puede construirse sin importar que los
intervalos sean de amplitud desigual, no ocurre lo mismo con el histograma.

3.6  Graficos de Tallo y Hoja

Una alternativa para representar las frecuencias de variables discretas y con un
nivel de medicion de intervalos, es usar un grafico de tallo y hoja que permite graficar (a
modo de tabulacién) la informacion, pero manteniendo el detalle original de los datos.

Este tipo de graficos, de tallo y hoja, son la primera aproximacion a las representaciones
grafica de la informacion generada por los datos, ademas de es facil de utilizar.

Para ordenar los datos se hace la separacién de los digitos iniciales (tallo) y el
ultimo digito (hoja). En el ejemplo anterior, donde se mide la estatura de 20 funcionarios,
los dos digitos iniciales pueden ser los dos primeros que se denominan tallos y el tercero
se conoce como hoja. En la primera se ubican los digitos iniciales y en la segunda el
tercero.

[ Realice ejercicios N° 12 al 18 }

Ejemplo N° 14

Supodngase que se tiene la estatura de 20 funcionarios de una empresa, medido en
centimetros.

151 141 166 172 155 160 162 163 171 149
155 165 164 157 178 150 153 159 161 165

Grafico N° 10: Grafico de Tallo y Hoja - Distribucién de los Funcionarios del Dpto. de
Finanzas, segun Estatura

4 )

Tallo Hoja

14 * 1 1 9

15*1 0 1 3 5 5 7 9

16* 0 1 2 3 4 5 5 6
17* 11 2 8
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3.7 Diagrama de Dispersion

Esta representacion grafica se usa para estudiar la posible asociacidon entre dos
variables discretas o continuas, cuyo nivel de medicion es de al menos de intervalo
(intervalo y razon, no se utiliza para variables nominales u ordinales). En este tipo de
grafico las observaciones se representan en coordenadas cartesianas, obteniéndose una
‘nube de puntos” en el plano, denominado diagrama de dispersion o grafico de
correlacion.

Ejemplo N° 15

Se dispone de la siguiente informacion sobre la estatura (en centimetros) de 10
pares de familiares.

X(Estatura del Padre) 156 | 1.75 | 1.80 | 1.75 | 1.65 | 1.70 | 1.60 | 155 | 1.70 | 1.50

Y (Estatura hijo mayor) 1.16 | 1.80 | 1.70 | 1.70 | 1.65 | 1.75 | 1.40 | 1.55 | 1.65 | 1.50

Grafico N° 11: Diagrama de Dispersion - Asociacion entre la Variable Estatura de Padres
e Hijos

T x N

1.80 X

1.70
1.60
1.50 X

1.40 X
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g >
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CLASE 08
4. MEDIDAS DE RESUMEN
Como su nombre lo indican, las “medidas de resumen”, en estadistica descriptiva,
buscan resumir la informacion contenida en una distribucion de frecuencias en un unico
valor. Las medidas de resumen, se pueden clasificar en tres grandes grupos:
= Medidas de Posicion

= Medidas de Dispersion

= Medidas de Forma

4.1 Medidas de Posicion

Este tipo de medidas de resumen tienen por finalidad resumir toda la informacion
en “un solo valor”, que representa una posicidn determinada dentro de la distribucion que
esta siendo analizada.

Las medidas de posicion a su vez se pueden dividir en 2 subgrupos:
= Las medidas de tendencia central.

= Las medidas que no son de tendencia central.

4.1.1 Medidas de Tendencia Central

Este primer tipo de medida, como se anticipo, corresponde a una medida de
posicion, a la que también se le denomina promedios.

La naturaleza de este tipo de medidas es tal que, si hubiese que representar la
serie estadistica o poblacién por un unico indicador, las medidas de posicidén, en
particular, las de Tendencia Central son los indicadores mas adecuados para ello, ya que
son los que proporcionan un maximo de informacion.

Las Medidas de Tendencia Central buscan el centro de la distribucién, es decir la
posicion central de los datos. Existen diferentes medidas de tendencia central o
promedios, atendiendo todos ellos a una misma filosofia, pero con diferentes sistemas de
aplicacion, entre los mas utilizados se encuentran la “media aritmética simple” que,
generalmente, se denomina “media”, la “mediana” y la “moda”. Existen otras, como la
media geométrica y la media armonica, pero son de uso mas especializado, por lo que no
seran abordados en nuestro estudio.
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A) Media Aritmética Simple ( ¥ )

Sea x una variable secreta o continua, cuyo nivel de medicion es al menos de
intervalos (escala de medicion de intervalo o razén), y sean x1, X2, X3, ...... Xn ; donde n
es el numero total de valores de la variable, es decir, una muestra de tamafio n.

Entonces, la media aritmética simple se define por “la suma de todos los datos
observados dividida por el numero total de valores de la variable (n)”.

Donde:

X es la media aritmética simple o media.

S es el signo de sumatoria, simboliza la suma de toda una serie de numeros,
en este caso todos los valores que se observan de la variable.

X indica el valor de cada uno de los datos de la variable.

n el numero de datos total que contempla la medicion.

La definicion anterior, se refiere al calculo de la media a partir de los datos
originales. Sin embargo, los datos a veces se encuentran tabulados (agrupados en una
tabla de distribucion de frecuencias). En este caso, la media se calcula mediante la
siguiente formula:

k

Kk
7=Znir']—xi=iz1pi'xi

i=1

Donde:

Xi : es el valor de la variable, si ésta es discreta, o marca de clase (punto medio
del intervalo), si la variable es continua y se encuentra agrupada en intervalos.

n; : es la frecuencia absoluta correspondiente a X

k : es el numero de valores diferentes de la variable discreta o numero de

intervalos en que ha sido agrupada una variable continua.
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Ejemplo N° 16

Retomemos el ejemplo N° 3, en donde se utiliza una variable de razén continua,
con muchas observaciones, que es el caso de la distribucion de nota en la asignatura de
Estadistica |, para el instituto profesional IPLACEX, primer semestre del 2005.

Tabla N° 17: Distribucion de las Notas en Estadistica I, Instituto Profesional IPLACEX

Primer semestre 2005

30 + 40 =35
Notas n; Xi 2

(Intervalos) 'V'?;l;z ede

1,0 - 30* 5 2

3,0 - 40 15 3,

40 - 50 20 4.5

50 - 6,0 6 55

6,0 - 7,0 4 6,5
Total 50

4 )

X - 5.2+15-3.5+20-45+6-5.5+4-6.5
50
X = 4,23 puntos de nota
Por lo tanto la media es 4,2.
\_ j
o Propiedades de la Media Aritmética
i) La suma algebraica de las desviaciones, de un conjunto de numeros, de su media

aritmética es cero.

[ . Instituto Profesional Iplacex 40



IPLACEX

instituto profesional
ii) Si una cantidad de numeros (f1) tiene una media m4, otra cantidad de numeros (f)
tiene una media my, ..., asi sucesivamente. Entonces, la media de todos los conjuntos de
numeros es:

~ fmy+f, my+fy-mg+f, - my+..+f, -m,

X =
fi+fy+f3+f, +...+1,
iii) Sea Y; = a + bx; dondeirecorre desde el 1 al n, tal que “@a” y “b” son
constantes. Entonces, la funcion se puede expresar en términos de su media.
Y =a+bX

iv) La media aritmética siempre se encontrara entre el valor mas pequefio y el mas
grande.

I
X1
IA

Xmin Xméx

B) Media Aritmética Ponderada

En el calculo de la media aritmética simple cada observacion tiene la misma
ponderacion, ahora bien, en ocasiones nos interesa dar una ponderacion distinta a cada
observacion, debido a que se les atribuye una importancia diferente a cada dato.

Luego, la media aritmética ponderada se define como:
7 \

n
i=1

X, ==L w; >0
2. Wi
L J
Donde:
Xi : es el valor de la variable, si ésta es discreta; o marca de clase (punto medio
del intervalo), si la variables es continua y se encuentra agrupada en intervalos.
Wi : es la ponderacion correspondiente a Xi, que debe ser mayor que cero.
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n : es el numero de valores diferentes de la variable discreta o nidmero de
intervalos en que ha sido agrupada una variable continua.

Ejemplo N° 17

Supdngase, que un alumno del Instituto IPLACEX ha rendido 3 pruebas parciales
en el curso de Estadistica, cada una con distintas ponderaciones.

Prueba Parcial 1 Parcial 2 Examen
Ponderacion 30% 30% 40%
Nota 4,0 5,0 6,0

La nota final se obtiene ponderando las notas respectivas por su valor en
porcentaje, lo que se conoce como media aritmética ponderada.

4 A

Yp = 4,0*30 + 5"30 + 6,040 5.1
100

Por lo tanto la nota final es 5,1.

Ejemplo N° 18

El calculo del indice de Precios al Consumidor (IPC), es un ejemplo practico para
entender la media o promedio ponderado, como el IPC busca representar el “costo de la
vida” se estima que los bienes de consumo masivo, deben tener una gratificaciéon
diferente, desde el punto de vista del presupuesto familiar. Por ello se asigna una
ponderacion mayor a bienes como el pan, la locomocién, articulos escolares, etc.
Mientras que los bienes de consumo no masivo o suntuarios tienen una ponderacién
menor, pues se consumen menos.

Por lo tanto, el IPC se calcula mediante la siguiente formula:

a )

n

Zwi-xi

PC ==L w; >0

Wi
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Donde:
Xi : es el precio del bien i.
Wi : es la ponderacién asignada al bien i.
n : es el numero de bienes de la “canasta” (consumo familiar).

CLASE 09
C) Mediana (M,)

Este tipo de medida de tendencia central se puede calcular para todo tipo de
variables excepto las nominales. Es asi, como en una serie estadistica de una variable
cuantitativa, cuyos resultados estan ordenados en forma creciente, se llama mediana a
aquel valor de la variable que tiene igual numero de resultados menor y mayores que él.

Es decir, sea x una variable con nivel de medicién al menos ordinal (ordinal,
intervalo y razén) y sean X1, X2, X3, ...... Xn ; N observaciones de x, la mediana se define
como aquel valor de la variable que supera a no mas del 50% de las observaciones y es
superada por no mas del 50% de las observaciones, cuando éstas han sido ordenadas
segun su magnitud.

Por ejemplo, en la serie de valores

4 )

2 4 5 6 8 9 9
\ J N J
Y Y
Valores menores valores mayores
Mediana

\_ J

Existen dos métodos para calcular la mediana segun la presentacidon de los datos,
los que seran abordados a continuacion.
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i) Calculo de la mediana para datos no agrupados2

Para las observaciones que se encuentran ordenadas en forma ascendente, es
decir, para x1< x2S X3< ...... < Xn ; podemos determinar que la observacion X (n+1)/2 €s la
observacion que se encuentra en la posicion:

N

(n+1)
2

Dado lo anterior, es posible expresar el calculo de la mediana de la forma que

sigue:
Ve N
/ 4 X (n+1 si nesimpar \

sin es par
\.
\_ J

Ejemplo N° 19

Supdngase que se tienen los siguientes datos sobre la temperatura (en grados
Celsius) maxima en la ciudad de Rancagua, durante la primera semana de enero de
2005.

1 203 | 189 | 21,3 | 192 [ 180 | 225 | 19,5 |

Calcular la Mediana

4 )

Primero, se deben ordenar los datos:

18 189 | 19,2 | 1956 | 203 | 21,3 | 22,5
n= 1 2 3 4 5 6 7

\_ J

2 Datos no agrupados: no se presentan tabulados con intervalos.
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Segundo, n es impar, por lo tanto:

Mg = X(n+1) = x(7+1) = X4 =19.5
2 2

¢ Que pasa si disponemos de la temperatura de un dia mas?

Se tiene:

| 203 | 189 | 21,3 | 192 | 180 | 225 | 19,5 | 19.8 |

Calcular la Mediana

ﬂrimero, se deben ordenar los datos:

~

18 189 | 19,2 | 195 | 198 | 20,3 | 21,3 | 225
n= 1 2 3 4 5 6 7 8
Segundo, n es par, por lo tanto:
Xo = R0y, x 39 .3
M, = —2 2 _24* %5 _ 990 _qg 65
\\ 2 2 2 //
Cabe senalar que cuando “a” es par, cualquier valor comprendido entre

X

n + X @H , satisface la definicion de la mediana.
2 2

Ejemplo N° 20

Realicemos un ejemplo con una variable ordinal, supongamos que tenemos la
jerarquia de 7 profesores del departamento de Estadistica:

Profesor 1 Asistente
Profesor 2 Asociado
Profesor 3 Asociado
Profesor 4 Asistente
Profesor 5 Titular

Profesor 6 Asociado
Profesor 7 Titular

45
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/Primero, se deben ordenar los datos de la variable ordinal “jerarquia”, de acuerﬁ\

a grado jerarquico de mayor a menor.
Profesor 1 Asistente
Profesor 2 Asistente
Profesor 3 Asociado
Profesor 4 Asociado —_— M
Profesor 5 Asociado
Profesor 6 Titular
\ Profesor 7 Titular j
i) Calculo de la mediana para datos agrupados®

En el caso de variables continuas, en donde los datos observados se encuentran
agrupados en una tabla de distribucién de frecuencias, entonces para calcular la Me,
primero se debe determinar el intervalo en que ésta se encuentra y después se ubica la
M. dentro del intervalo, para lo cual se utiliza un procedimiento de interpolacion lineal.

Seaentonces X;_1 - X, elintervalo que contiene la mediana, para lo que
debe cumplir la siguiente condicion:

Ni-1+ = n = N,
2

La formula del calculo de la mediana para datos agrupados, puede ser expresada
en términos de frecuencia relativa, a saber:

% - (Ni_4)/n

M., = x._,+ e Q.
e i—1 ni n i
Donde:
Xi_1: es el limite inferior del intervalo que contiene a la mediana.
n : ndmero de observaciones de la variable.

% Datos Agrupados: cuando los datos se presentan tabulados en intervalos.
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n; : frecuencia observada del intervalo que contiene a la mediana.
Ni_1: frecuencia acumulada observada del intervalo anterior al intervalo que

contiene a la mediana.

aj : es la amplitud del intervalo que contienen la mediana.

Ejemplo N° 21
Retomemos el Ejemplo N° 3, en donde se utiliza una variable de razén continua,

con muchas observaciones, que es el caso de la distribucion de nota en la asignatura de
Estadistica |, para el instituto profesional IPLACEX, primer semestre del 2005.

Tabla N° 18: Distribucion de las Notas en Estadistica |, Instituto Profesional IPLACEX

Primer semestre 2005

/

Es en este intervalo donde se 40 - 50 20 «—_ 40 «— N,
encuentra ,eI dato observadoj 50 - 6,0 6 e .
X ndmero 25. 6,0 : 7’0 4 50 i

Notas n; N;
. \ (Intervalos) Frec. Frec. Relativa
Intervalo que contiene a la Relativa Acumulada
mediana. 1,0 - 3,0~ 5 5
= lo tant L
n =50 porlojant 30 - 40 15 20 <1 Ni;

Total 50

K Mezxi_1+% - (N”)/n.ai \

n;/n

La amplitud del intervalo que contiene la medina es 1

Se reemplazan los datos en la formula:

1/ _
Me=4+/2 20 750
20 /50

=4+O'5 - 0.4.1

X ° 0.4

-
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M o — 4 + u. 1
0 .4
M, =4+0.25 = 4.25
\ Y
CLASE 10

D) La Moda (M)

La moda se define como aquel valor de la variable que ocurre con mas frecuencia.
Esta medida de tendencia central se puede calcular para cualquier tipo de variable, de
hecho es la unica medida de tendencia central que se puede calcular para variables
nominales.

En el caso que los datos se encuentren agrupados en tablas de distribucién de
frecuencias y los intervalos construidos son de igual amplitud entonces, la moda se puede
calcular mediante la siguiente formula:

A1
+ ————eaQq,
A1+ A2

My = X4

Donde:
Xi_1: es el limite inferior del intervalo que contiene a la moda.
Y| : diferencia entre la frecuencia del intervalo modal y la frecuencia del intervalo

anterior al modal.

N2 : diferencia entre la frecuencia del intervalo modal y la frecuencia del intervalo
siguiente al modal.

aj : es la amplitud del intervalo modal, es igual para todos los intervalos.
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Ejemplo N° 22

Las cuotas mensuales de 20 financieras para un crédito de $100.000, a pagar en
un plazo de 12 meses, son las siguientes:

12.000 | 13.200 | 12.000 | 11.800 | 13.000 | 13.500 | 14.200 | 13.200 | 13.500 | 12.500
12.000 | 11.900 | 13.100 | 12.600 | 12.300 | 14.000 | 13.500 | 12.000 | 13.200 | 14.000

Se pide:

a) Calcular la Moda de los datos no agrupados
b) Calcular la Moda para los datos agrupados

Para los datos no agrupados, la moda es el valor de la variable que mas se repite.

Mo, = 12.000

Como se ha mencionado anterior, cuando los datos se encuentran agrupados, la
moda se calcula utilizando la siguiente formula:

A1

My =X,_4+———ea,;
0 T A a2

Tabla N° 19: Distribucion de las Cuotas, Préstamo de $100.000 por un Afo

Es la diferencia entre la
frecuencia (n;) modal y la
frecuencia del intervalo

Santiago, 2005
Cuotas n; N;

anterior al modal.  (6-0 = 6)
(Intervalos) —\_
11.800 — 12.200 6 <t— Intervalo Modal

6

12.200 — 12.600 3

12.600 — 13.000 1
13.000 — 13.400 4 14

3

3

13.400 — 13.800
13.800 — 14.200

M, =11.800 +

Es la diferencia entre la
frecuencia (n;) modal y la
frecuencia del intervalo siguiente
al modal. (6-3 =3)

Mo = 11.800 + 0.66666 « 400

M, = 11.800 + 266.66666
My, = 12.066 aprox.
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Cabe senalar, que esta medida de tendencia central presenta el inconveniente de

que no siempre existe o bien que puede existir mas de una moda, como se muestra en los
siguientes graficos de distribucion de datos:

Grafico N° 12: Graficos de Distribucion Unimodal, Bimodal y Uniforme

ﬁl) Distribucion Unimodal b) Distribuciéon Bimodal X

n; n;

L
MO Mo

n;

No existe Moda

K c) Distribucién Uniforme J

[ Realice ejercicios N° 19 al 25 1

e  Comparacion entre la Media, Mediana y Moda

La comparacidon entre las tres medidas de tendencia central permite estudiar la
existencia de una posible asimetria en una distribucion de los datos. Dado lo anterior,
observe la relacion que se presenta entre estas medidas en los siguientes graficos.

La ilustracion del Grafico N° 13, nos muestra la inconveniencia de usar la media

( X ) como medida de tendencia central cuando la distribucién presenta mucha asimetria.
Esto se debe a que la media se puede ver fuertemente influenciada por unos pocos
valores extremos.
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Grafico N° 13: Comparacion Medidas de Tendencia Central

a) Distribucidon Simétrica b) Distribucion Asimétrica Positiva

Pi

X M. M,

\ c) Distribucion Asimétrica Negativa

4.1.2 Medidas de Posicién y no de Tendencia Central

Las medidas de posicion que no son de tendencia central, son conocidas también
como Medidas de Orden, las cuales pueden ser calculadas para todo tipo de variable,
excepto las nominales.

Cuando los diferentes valores que puede tomar una variable son medidas con al
menos una escala ordinal (ordinal, intervalo y de razén) y la mediana del conjunto de
datos observados es el centro de la distribucion de frecuencias acumuladas
correspondiente; es posible calcular estas medidas de posicién o de orden.

i) Percentiles

Sea x una variable, cuyo nivel de medicion es al menos ordinal entonces el

percentil p, que se denotara como P,, se define como aquel valor de la variable que
supera a no mas del p% de las observaciones y es superado por no mas del (100 — p)%
de las observaciones, cuando estos han sido ordenados segun magnitud.
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Si la variable es continua y los datos estan agrupados, entonces, mediante un

procedimiento analogo al utilizado en el calculo de la mediana, se llega a la siguiente
férmula:

L Gn)itoo (),

I— |
p n,
O su equivalente:
/100 — (P;
Pp:Xi—1+(p) (|—1).ai
P
i
Donde:
Xi_q: es el limite inferior del intervalo que contiene al percentil.
n : numero de observaciones de la variable.
n; : frecuencia observada del intervalo que contiene al percentil.
pPi : frecuencia relativa observada del intervalo que contiene al percentil.
Ni_1: frecuencia acumulada observada del intervalo anterior al intervalo que
contiene al percentil.
Pi_1: frecuencia relativa acumulada observada del intervalo anterior al intervalo
que contiene al percentil.
aj : es la amplitud del intervalo que contienen al percentil.

Ejemplo N° 23

Dada la siguiente serie de valores:

| 71 9 1M ] 12131518 | 20 | 21 [ 24 [ 25 | 27 | 28 |

- 52



IPLACEX

instituto profesional

Se pide:

a) Determinar el percentil 55 Pss
b) Determinar el percentil 30 P

/ Percentil 50 es aquel valor de la variable que supera a no mas del 55% de Q

observaciones y es superado por no mas del 45% (100 — p) de las observaciones. Es
decir:

P50 = 20

| 7 ] 9 | 1M |12 ] 131518 | 20 | 21 | 24 | 25 | 27 | 28 |

N — —
55% 45%
\ A modo de ejercicio, determine el percentil 30 (P3p= 13) J
ii) Cuartiles

Los cuartiles no son mas que los percentiles 25, 50 y 75, que reciben el nombre de
cuartiles 1, 2y 3.

A continuacion, se presenta su denotacion:

4 N\

Q1=P2s Q2=Ps50 =M Q3=P75

CLASE 11
4.2 Medidas de Dispersion

Buscan resumir la informacién contenida en una tabla, pero a diferencia de posicidon
en general, que buscan una determinada posicion en la distribucion, las medidas de
dispersién buscan complementar la informacidn aportada por otras medidas de dispersion
para dar cuenta de la variabilidad o dispersion, existente en los datos.
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Esta variabilidad no es discernible a través del calculo de alguna medida de

posicion, de hecho como se aprecia en el grafico N° 14, no es posible comparar o
describir distribuciones en base a una medida de posicion solamente.

Grafico N° 14: Graficos Comparativos de Medidas de Tendencia Central

4 . : h

\\ Xa = Xs Xc

En el Grafico N° 14, podemos observar claramente que las distribuciones de las
frecuencias A y B tienen igual media, pero B presenta mayor dispersion de los datos que
A. Por otra parte, las distribuciones A y C presentan igual dispersion* de los datos, pero
difieren en la media, mediana y moda.

\_

Entre las medidas de dispersion que abordaremos en nuestro estudio se encuentra:
el rango, la amplitud intercuartilica, la desviacion estandar, la varianza, el coeficiente de
variacion y la razon intercuantilica.

i) EI Rango o Recorrido

Aunque, es una medida imperfecta de la dispersion de los datos, se reconoce como
la diferencia entre el mayor y el menor de los valores de la variable. En efecto, si se
acepta una distribucion uniforme para dichos valores parece una medida razonable.

Sea x una variable de nivel de intervalo o superior (intervalar o de razén), para
datos no agrupados, el rango se define como “la diferencia entre el valor maximo (Xmax) Y
el valor minimo de la variable (Xmin).

4 \

. ,

‘La Dispersion de los datos es la variabilidad, disparidad o esparcimiento mutuo de los datos observados.
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En el caso de datos agrupados, el rango se define como “el limite inferior del primer

intervalo (Xp) y el limite superior del ultimo intervalo (Xx). Donde K es el numero de
intervalos.

RANGO (X) = Xk - Xo

A pesar de la sencillez utilizada en el calculo de esta medida de dispersién, se
debe sefalar, que no es una medida muy confiable, ya que se basa solo en dos valores.

Los principales defectos de esta medida de dispersién son:

a) Posee una total dependencia de los valores extremos de la serie, siendo por tanto,
muy sensible a las variaciones que se producen en los datos de una muestra a otra.

b) Al no tener en cuenta los valores intermedios de la variable, el recorrido dice poco
acerca de la dispersion de ellos, pues no es facil aceptar que los datos se distribuyan
uniformemente entre los valores extremos.

c) No es posible su aplicacién en los casos en que alguno de los valores, maximo o
minimo, como ocurre en ocasiones, quede indeterminado. Por ejemplo, en el estudio
de la variable “cantidad de hijos por familia” el ultimo intervalo puede estar definido por
12 0 mas, es este caso el limite superior del ultimo intervalo no esta definido.

Estos inconvenientes, ponen de manifiesto la necesidad de considerar otras
medidas de dispersion de los datos que estamos analizando.

Ejemplo N° 24

Retomando el ejemplo anterior, que expone una serie de valores:

| 7] 9 1M ] 12131518 | 20 | 21 [ 24 [ 25 | 27 | 28 |

Se pide:
a) Determinar el Rango
4 )

En el ejemplo, los datos no se encuentran agrupados, por lo que utilizamos la
férmula:

= 28 - 7 =21

\_ J
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El rango de esta serie de datos es 21, es decir, los datos se encuentran
dispersos en 21 unidades de medida.

i) La Amplitud Intercuantilica

Cuando los valores proximos al maximo y al minimo de los datos de una variable
observada, estan excesivamente alejados del resto, la consideracion de un recorrido mas
corto, prescindiendo de un determinado porcentaje de los datos mas alejados, puede dar
una idea de la dispersion de los datos mas acorde con la realidad que si se emplea la
determinacién del recorrido como la expuesta anteriormente.

Esta idea conduce a la nocion de recorrido intercuantilico, que se define como la
diferencia entre dos cuantiles simétricos en la serie ordenada de los valores de la variable.

Sea x una variable con un nivel de medicién a lo menos de intervalo (intervalar o de
razén), para la cual la amplitud intercuantilica, que se denota como Al, se define como
“la diferencia entre el tercer cuartel y el primero, y se presenta en la siguiente formula:

4 \

Al(X) = Q3 - Qq

Graficamente se puede presentar esta medida de dispersion, como sigue:

Grafico N° 15: Amplitud Intercuantilica

4 )

50 %

-

Se recomienda usar la amplitud intercuantilica como medida de dispersion por
sobre otras medidas de dispersion, cuando se ha usado la mediana como medida de
tendencia central, ya que cuando los valores maximo y minimo de los datos de una serie
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estdan excesivamente alejados del resto, es mejor utilizar un recorrido mas corto,
prescindiendo de un determinado porcentaje de los datos mas alejados; lo que permite
entregar una idea de dispersion del conjunto mas acorde con la realidad.

Ejemplo N° 25

Retomando el ejemplo anterior, que expone una serie de valores:

| 7 ] 9 |11 ] 12|13 [ 15| 18] 20 | 21 | 24 | 25 | 27 | 28 |

Se pide:
b) Determinar la amplitud intercuantilica

En el ejemplo, los datos no se encuentran agrupados, por lo que utilizamos la
férmula:

\_

Al (X) = Q@ - Q
Pzs - Q25
24 - 12

La amplitud intercuantilica de esta serie de datos es 12, es decir, los datos se
encuentran dispersos entre los cuantiles 3 y 1 en 12 unidades de medida.

/

iif) La Varianza y la Desviacion Estandar

La varianza es la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones de los
datos respectos a la media. Se denota por S? y se encuentra definida por:

7

N

57
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Esta definicion de varianza es para una variable cuyo nivel de medicion es al

menos de intervalo (intervalo y de razén), de datos no agrupados, y con n observaciones
de la variable.

Cabe senalar, que es posible que algunos autores agreguen al divisor de esta
expresion: el menos 1, es decir, en vez de n aparece como un (n-1). Lo anterior,
corresponde al procedimiento de ajustar la muestra a la poblacion.

En el caso de que los datos se encuentren agrupados en K intervalos, entonces la
varianza se define:

2 n
~7 [ ]
n X — X o n, Z X' nl _2
82 _ Z _ i=1 _ X
=1 n n
O su equivalente:
n 2 n 2

Donde:

Xi : es el punto medio (marca de clase) del i-ésimo intervalo.
ni X es la frecuencia absoluta del i-ésimo intervalo.

Pi : es la frecuencia relativa del i-ésimo intervalo.

La varianza es, como_resulta de su definicion, un numero no negativo, y es nula
cuando y so6lo cuando (X ;- X)=0parai=1,2,3,...,k; es decir, cuando todos los valores
de la variable (X j ) son iguales entre si.

En el caso de una serie de datos observados que se representan como una
constante (b) multiplicada por la variable x, es decir, b * X ;, la varianza de define como
2
b* S".

4 N\

S (Y) = b*(S°(x))
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Debido a la forma en que se define la varianza (S2 ), la unidad de medida de ésta,

es la unidad de medida de la variable x al cuadrado. Es decir, La varianza no viene
expresada en las mismas unidades de medida que la de los datos, salvo que se extraiga

su raiz cuadrada, \/(S ), obteniendo asi la mas utilizada de las medidas de dispersion,
llamada Desviacion Estandar, que se define como:

sX) = VS?K)

La desviacion estandar posee la misma unidad de medida, que la variable x. Para
lo cual se recomienda utilizar esta medida de dispersion de los datos, cuando se utilice de
la media ( X ) como medida de tendencia central.

iv) El Coeficiente de Variaciéon (CV)

Las medidas de dispersion abordadas anteriormente, no pueden ser utilizadas para
comparar la variabilidad de los datos de variables con diferentes unidades de medida. En
estos casos, para comparar las dispersiones de dos grupos de observaciones, se
necesitan medidas que resulten independientes (relativas) de la unidad con que se miden
los valores de cada variable.

Estas medidas de dispersién que, como hemos anticipado anteriormente, se
denominan relativas, se definen, en general, como el coeficiente entre una medida de
dispersion absoluta (a excepcion de la varianza) y una medida de tendencia central, que
generalmente es la media o la mediana.

El coeficiente de variacion es una medida relativa de dispersion de los datos, con
respecto a la media, y no depende de la unidad de medida de la variable x. Se define
como:

4 \
oV (x) = >X)

X

v) La Razon Intercuartilica

Esta medida relativa de dispersidon de los datos se conoce como Intervalo
intercuartilico relativo o razén intercuartil, se denota como RI (X) y se define como el
cociente entre el recorrido intercuartilico y la mediana.

RI(x)= Q3 =Q1 _ A(X)
Q2 Me
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CLASE 12
4.3 Medidas de Forma

La primera informacién acerca de las peculiaridades de forma de una distribucion
nos la proporciona la observacion del diagrama de barras o del histograma, segun se trate
de una variable discreta o continua, la mera observacion grafica de estas distribuciones
pone de manifiesto diferentes aspectos globales de las distribuciones. Por ejemplo,
cuando en el grafico hay un unico valor de la variable, al que corresponde una altura
maxima, se trata de una distribucion unimodal.

Las medidas de forma, como su nombre lo dice, tiene por objeto caracterizar una
distribucion a través de la forma que ésta tiene. Hay dos tipos de medidas de forma, las
medidas de asimetria, que buscan determinar si la distribucion es simétrica o no; y las
medidas de curtosis o apuntamiento, que buscan medir el grado de apuntamiento o
achatamiento de la distribucion.

4.3.1 Medidas de Asimetria

Una distribucion es simétrica si tienen igual frecuencia los valores que estan a igual
distancia de un punto fijo del recorrido de la variable. Este punto fijjo no es otro que la
media. Cuando la distribucién es simétrica, la media deja por delante la misma cantidad
de observaciones que detras de ella. Por tanto, en estos casos la media coincide con la
mediana. Ademas, cuando la distribucion es unimodal, las tres medidas de posicion,
media, mediana y moda, coinciden.

En las distribuciones simétricas, las desviaciones de los valores a la izquierda de la
media son igualmente frecuentes que la de los valores a la derecha y, en consecuencia,
no solo el momento de primer orden, sino todos los momentos centrales de orden impar
son nulos.

En el Grafico N° 16, se presentan los diferentes tipos de asimetria de la distribucién
de los datos.
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Grafico N° 16: Distribuciones Simétricas y Asimétricas
a) Distribucién Simétrica b) Distribucion Unimodal,
Campaniforme Campaniforme y de Asimetria
Positiva

Pi

c¢) Distribucién Unimodal,
Campaniforme y de Asimetria
Negativa

La falta de asimetria origina que las medidas de tendencia central vengan situadas
en posiciones diferentes. Distingamos los dos casos siguientes:

a) Los valores bajos de la variable son mas frecuentes. En este caso, la
correspondiente representacion grafica representa una “cola” alargada hacia la
derecha, diciéndose, entonces, que la asimetria es positiva o que la distribucién
esta sesgada a la derecha (ver grafico N° 16 b).

b) Los valores mas frecuentes son los mayores de la variable. En este caso, la
correspondiente representacion grafica representa una “cola” alargada hacia la
izquierda, diciéndose, entonces, que la asimetria es negativa o que la distribucion
estd sesgada a la izquierda (ver grafico N° 16 c).

i) Asimetria de PEARSON

Un criterio para determinar la simetria de una distribucion es la medida de asimetria
de PEARSON, la que se denota como A y se define:
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Donde:
; media de x
Mo : moda de x
S (X) : desviacion estandar de x

Esta medida solo se puede calcular para variables de nivel de intervalo y razén.
Ahora bien, si la medida de asimetria de pearson es cero o aproximada a cero (As = 0), la
distribucion es simétrica. Para el caso, que la As > 0, la distribucion de los datos presenta
asimetria positiva; caso contrario, donde la As < 0, la distribucidn de los datos presenta

asimetria negativa.

Cabe senalar, que esta medida no depende de la unidad de medicién de la variable

original.

i) Coeficiente de Sesgo

Es otra medida de asimetria, que para el caso de datos no agrupados, se define

como:

7~

as

\_

i§1

(Xi- X)*/ n

(NS Xi- X2/ n )®

~N

J

Para el caso de datos agrupados en k intervalos, entonces el coeficiente de sesgo

se define como sigue:

Vi N
a ] _ N\
>  mXi- X)»®*/n
a. _ =1
(NS mXi- X2/ n )

L J
Donde:
Xi : es el punto medio del intervalo o marca de clase.
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K : el numero de intervalos.
n; : es la frecuencia absoluta del i-ésimo intervalo.

Las consideraciones realizadas para la medida de asimetria de PEARSON, son
validas para el coeficiente de sesgo.
4.3.2 Medidas de Curtosis o Apuntamiento

El apuntamiento o curtosis es el grado de achatamiento o afilamiento del poligono o
curva de frecuencias de una distribucion unimodal, es decir, la mayor o menor inclinacion

de la curva de distribucién para valores préximos a la moda.

En otras palabras, la curtosis es un coeficiente que mide el apuntamiento de una
distribucién de frecuencia. Para datos no agrupados, se define como:

(VY Xi- X2/ n )

Para el caso de datos agrupados en k intervalos, entonces el grado de curtosis se
define como sigue:

r k _ N
>  ni(Xi- X))/ n
Ck = i=1
(VEni- X2/ n )?

L J
Donde:
Xi : es el punto medio del intervalo o marca de clase.
K : el numero de intervalos.
n; : es la frecuencia absoluta del i-ésimo intervalo.
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Esta medida s6lo se puede calcular para variables de nivel de intervalo y razon. El
grado de curtosis, se define usando como referencia el valor que se obtiene para Cx en el
caso de una distribucién normal, que es igual a 3.

Dado lo anterior, si la medida de curtosis es igual a tres o aproximada a tres
(Ck = 3), la distribucion es MESOCURTICA (curtosis intermedia). Para el caso, que la
Ck > 3, se dice que la distribucion de los datos es LEPTOCURTICA (curtosis puntiaguda);

caso contrario, donde la Cx < 3, la distribucién de los datos es PLATICURTICA (curtosis
aplanada).

Grafico N° 17: Distribuciones con Grado de Curtosis

o N

Leptocurtica Cx > 3

Mesocurtica Cc = 3

Platicartica Cx < 3

\ J

Cabe senalar, que esta medida no depende de la unidad de medicién de la variable
original, es decir, es totalmente independiente de la unidad de medida de la variable
observada.

[ Realice ejercicios N° 26 al 30 1
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CLASE 01
1. NUMEROS iNDICES

Uno de los problemas que plantea el analisis estadistico descriptivo de la evolucion
temporal o espacial’ de ciertos fendmenos, generalmente, relativos a magnitudes
econdmicas, socioldgicas o demograficas, consiste en determinar la medida de los cambios
que se producen en sus resultados a lo largo de las observaciones.

Al igual que en las demas medidas estadisticas, se debe permitir efectuar
comparaciones significativas, bien sea entre los propios resultados o bien con los de otros
fendbmenos observados en el mismo ambito espacial o periodo temporal.

Ejemplo N° 1
Supongamos, que en cada situacion i, en donde i = 1, 2, ..., n; designamos con X; el

valor que toma una variable X, cualquiera sea ésta. Una medida de la variacién de X al pasar
de cada observacionjalaj+ 1 es el cociente entre:

Xj+1
X|

Sin embargo, estos cocientes no facilitan una comparacion global de los valores de la
variable. La forma frecuente de obviar este inconveniente es referir todas las observaciones a
una situacidon que se toma como base. Asi, si X, es el valor correspondiente a la situacién
base, por lo tanto, la sucesion de cocientes es:

X1 ’ X2 1-"’Xn
Xb Xb Xb

Esta sucesion indica la variacion de los valores de la variable X respecto a dicha
situacion, la que constituye una medida relativa de las observaciones y permiten comparar la
intensidad del fendmeno descrito por la variable X en su propia evolucion, o con la de otros
fendbmenos observados, en similares contextos temporales o espaciales.

' La evolucion temporal o espacial, hace referencia a poder realizar estadisticas descriptivas que nos permita modelizar un
fendmeno durante su evolucion, tanto espacial, como en el tiempo (evolucién temporal).

- 2
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Por ejemplo, si queremos determinar la evolucion de las cantidades producidas por

una empresa cualquiera, tomaremos como el afio base el 1999 (cantidad producida para ese
afno), de forma de realizar la comparacion relativa con los afios en analisis.

Ao Analisis 2000 2001 2002 ... 2005
Afo Base 1999 1999 1999 1999 1999

Los cocientes presentados en el ejemplo N°1, que se expresan habitualmente en
tantos por ciento, reciben el nombre de numeros indices simples o indices simples.

Ahora bien, existen diferentes tipos de indices, dependiendo de:

e La finalidad o uso al que se le destine, en estos encontramos a los indices de precios,
cantidad, de valor, etc.

e Eltipo de promedio empleado en su elaboracion, es decir, segun el tipo de estadistico
descriptivo utilizado como la media aritmética (X), geométrica, armonica y agregativa
(que sera explicada, conforme se avance en el estudio), ya sean estos promedios
simples o ponderados.

e Si se trata de una sola variable (indice simple o elemental) o son varias variables las
que ocurren en el fendmeno que se analiza (indices complejos), etc. En los indices
complejos, las variables que intervienen deben recoger la evolucién de los factores
que verdaderamente influyen en el fendmeno, si se quiere que los indices reflejen el
movimiento real de éste. Por ejemplo, si se desea analizar la evolucion de la
demanda, se deben identificar los factores que intervienen, tales como el ingreso, los
gustos y preferencias, los precios de los bienes sustitutos, etc.. Puesto que,
frecuentemente, debido a diversas causas socioecondmicas, los datos sobre los que
se elaboran los indices necesiten ser actualizados?, éstos estan abocados a una
vigencia temporal limitada a un periodo, que generalmente, es corto.

Las principales aplicaciones de los numeros indices se refieren a magnitudes
econdmicas. Los indices elaborados por organismos estatales u oficiales, como los indices
de produccidn, de valores mobiliarios, de precios al por mayor y al por menor, el de precios al
consumo, etc., son periddicamente revisados y actualizados por dicho organismo.

2 Dicha actualizacion se refiere no solo al tipo de variable, sino también a la situacidon o periodo base y a los pesos o
ponderaciones utilizadas en la elaboracion de los indices.

| 3
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En este material de estudio, las variables sobre las que estudiaremos los indices

seran, generalmente, series temporales®, fundamentalmente de magnitudes econémicas, y

los indices se referiran con frecuencia a precios, cantidades y valores. Lo anterior, debido a

que el estudio de estos indices econdmicos es esencial en la formacion profesional, que
deseamos entregar.

1.1 Numero indices Simples

El porcentaje de variacién, de cada intensidad con que se presenta un fendémeno,
respecto al que éste posee en cierto momento o lugar, y que se toma como referencia y se
denomina base, da lugar a una descripcion cuantitativa de dicho fendmeno, que facilita el
manejo y posibles comparaciones de la variable estudiada.

Ejemplo N° 2

Supodngase que la produccidon de petrdleo en Arabia Saudi y en Iran, en miles de
toneladas métricas, durante los afos 1965 -1969 viene expresada por la Tabla N°1 a), la
simple observacion de la evolucidon de las producciones nos indica que en los paises ha
habido un incremento, pero para poder comparar las velocidades de crecimiento de ambos
paises debemos relativizar los valores de cada serie.

Para ello, tomamos como base de produccion para cada una el afio 1965, dividimos
todos los valores de la primera serie por 100.500 y los de la segunda por 93.540, y
multiplicamos los resultados obtenidos por 100. De esta forma se obtienen las series de
numeros Indices, que podemos observar en la Tabla N°1 b), en donde, para el afio 1965 de
referencia, el valor es 100 para ambas.

El trabajar con numeros indices facilita la comparacién de las producciones. Puede
observarse, por ejemplo, que mientras la de Arabia Saudi aumento en un 47,8% en el
periodo 1965 — 1969, Iran tuvo un incremento de un 78,40%; que la produccién de Arabia
Saudi para el afno 1967 aumento el 28,28%, con respecto a la del aino 1965; que en 1960 se
produjo en Iran el 50,22% mas que en el afio base, etc.

% Series Temporales, es un conjunto ordenado de datos estadisticos obtenidos de una sucesion temporal de observaciones
de un fendmeno.

- 4
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Tabla N° 1: Construccién de Numeros indices Simples

- )

a) Produccion de petroleo en toneladas b) Serie de Numeros indices

Afos Arabia Saudi Iran Afos Arabia Saudi Iran

1965 100,500 93,540 1965 100,00 100,00

1966 118,752 101,892 1966 118,16 108,93

1967 128,920 128,760 1967 128,28 137,65

1968 140,844 140,520 1968 140,14 150,22

1969 148,536 166,872 1969 147,80 178,40

K \ 0\ J

Fuente: INE, Anuario 1971. N\

Numero indice Afio 1966 Arabia

Produccion afio . =118.752 * 100
Produccion afio base 100.500

Las series expresadas en la tabla N° 1 b) constituyen ejemplos de numeros indices
simples o elementales.

A modo de ejercicio, construya el numero indice simple, para la produccion de
petroleo, para el afio 1968 de Iran, en base a la produccién del afo 1966.

En general, dado un conjunto de valores relativos a un fendmeno estadistico x4, X,
...,Xn , la proporcion de variacion de un valor del conjunto respecto a otro xp, del fendmeno de
estudio, denominado base o valor de referencia, se llama numero indice simple o indice
simple, calculandose mediante la siguiente férmula:

b = x x 100 i=1,2,3,...,n
“Xp
Donde:
Iy : Numero indice Simple con base b
Xi : Valor observado de la variable x, en el momento i
Xb : Valor observado de la variable x, en el momento base

N Instituto Profesional Iplacex 5
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Se debe senalar, que el valor base x, puede ser cualquiera del fendbmeno en estudio,
ya sea del conjunto dado, para el que queremos hallar los indices, o bien cualquier otro del
fendmeno en una situacion anterior.

Ejemplo N° 3
Tomemos, por ejemplo, que en Arabia Saudi la produccién del petroleo en el afio 1960

fue de 52.320 toneladas métricas, y queremos hacer una comparacioén o referencia de los
datos del periodo 1965 — 1669 a ese ano, los indices simples resultantes son:

Tabla N°2 : Ano Base 1960 = 100

Ve N
/ Arabia Saudi indices \
Anos X b = X1960
1965 100.500 192,09
1966 118.752 226,97
1967 128.920 246,41
1968 140.844 269,20
1969 148.536 283,90
\_ y,

- Construccién namero indice afio 1965, para Arabia en base al afio 1960

Produccién afio 1965 * 100 = 100.500 * 100 = 192,09
Produccién ano base 52.320
CLASE 02

1.1.1  Tipos de indices Simples

Los valores del conjunto X1, X2, Xs,..., X, para el que desea obtener los numeros
indices, pueden haber sido recogidos en distintos periodos de tiempo y bajo un mismo
criterio (por ejemplo, salario de un determinado grupo de obreros, a lo largo de una serie de
afos), o en el mismo periodo de tiempo y en diferentes campos (como empresas, paises 0
cualquiera otra caracteristica).
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En cuanto al valor de base o referencia, podremos elegir uno fijo que permanecera

constante a lo largo de la vida del indice, obteniendo asi un indice de base fija, o tomar como

base, para el calculo de cada numero indice, el valor del periodo anterior, llamandose
entonces, indice de cadena.

Por ejemplo, si x4, Xz,..., Xn, SON valores que describen la evolucion de un fenémeno
en los momentos 1, 2,..., n, y elegimos, como base para todos los demas, uno cualquiera xp
de dicho fenébmeno (no necesariamente del conjunto dado), los indices de base fija
resultantes son:

16, l2by--es Inp

. /,

Se suele elegir, como base, un periodo en el que los valores de la variable no sufran
oscilaciones, atribuidas a situaciones especiales, que desvirtuen el significado relativo de los
indices. Incluso en ocasiones, para eliminar las fluctuaciones esporadicas, se recurre a tomar
como valor de referencia un promedio de aquellos valores.

Es decir, si tomamos como base la media aritmética (X) de las dos primeras
observaciones, Xxip = (X1 + X2) / 2, los indices obtenidos son:

X X X
l.p = —-x100,1,, = —x100,., ., =—"x 100
3,b Xib 4,b Xib n,b Xb

La serie de indices en cadena, relativos a la sucesion de observaciones x1, Xo, Xs,...,
Xn, €S:

X X X
|2,1 :—2X100,|3’2 :—3X100’|n’n_1 = n )(100
1 Xy n-1

Ejemplo N° 4

En la Tabla N°3, en la que se presentan los precios en dolares del kilo de pan en
distintos paises en cierto afo, respecto del precio del kilo de pan en un pais determinado en
ese mismo ano. Los campos de donde se han recogido los precios a comparar son los
paises A, B, CY D.
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Tabla N° 3: indices Simples en Base al pais B = 100

e

Precio kilo de
Paises pan en dolares indices
(afio 1985)
A 0,71 102,89
B ,69 100,00
C M,% 95,65
D 0,74 107,25

Célculo indice para el pais B

0.69 * 100 = 100
0.69

/ Construccion indice en base al valor observado en un momento dado o lugar, en este

caso se utiliza el precio del kilo de pan, en ddlares, para el pais B como base (U$ 0,69)

Para el pais A

Precio kilo pan paisi * 100 = 0,71 * 100 = 102,90
Precio kilo pan pais base 0,69

- Complete la construccion de los siguientes indices:
Para el pais C

Precio kilo pan paisi * 100 — XX * 100
Precio kilo pan pais base 0,69

95,65

Para el pais D

0,74 * 100 XX

Precio kilo pan paisi * 100
Precio kilo pan pais base XX /

/

Instituto Profesional Iplacex 8
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1.1.2 Propiedades de los indices Simples

Para la utilidad de cualquier indice, aparte de los problemas previos que conlleva su
elaboracion, o los relativos a su actualizacion, y que en definitiva redundan en su grado de
representatividad de la situacion que se analiza, es preciso que verifique determinadas
propiedades.
a) Propiedad de Existencia e Inalterabilidad del indice

La que hace referencia a, como el indice ha de poderse calcular para cualquier valor

de la variable (propiedad de existencia) y no ha de variar al modificar las unidades de medida
de las observaciones (propiedad de inalterabilidad).

Ademas, el indice simple, por su propia definicidn, reune las siguientes propiedades:

b) Propiedad de Identidad

Nos dice, que el indice que corresponde al periodo o valor de base es igual a 100.

Ii, = Xb = 1 * 100 = 100
Xb

c) Propiedad de Inversion

El indice relativo al periodo de comparacion i y periodo base b, y el relativo al periodo
de comparacion b y periodo base i, tienen valores reciprocos. Es decir, el iy =1/ lp; (no
porcentual) , como se muestra en la siguiente identidad:

|| b = Xi = 1 = 1
Xp Xp Iy
Xi
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Ejemplo N° 5
Retomando el ejemplo N° 4, donde se presenta la Tabla N°3, donde podemos

observar los precios en dolares del kilo de pan en distintos paises en cierto afio. Los campos
de donde se han recogido los precios a comparar son los paises A, B, CY D.

Tabla N°3: Precio del Kilo de Pan (en U$)

7

\
Precio kilo de \
Paises pan en dolares

(afio 1985)
0,71
0,69
0,66
0,74

\_ J

o0 w>

Se pide:
- Calcular el indice simple del pais A, en base al pais B.
Calcular el indice simple del pais B, en base al pais A.

/ Construccion indice en base al valor observado en un momento dado o lugar, en esb

caso se utiliza el precio del kilo de pan, en délares, para el pais B como base (U$
0,69)

Para el pais A

Precio kilo pan paisi = 0,71 = 1,0290
Precio kilo pan pais base 0,69

- Construccion indice en base al valor observado en un momento dado o lugar, en este
caso se utiliza el precio del kilo de pan, en délares, para el pais A como base (U$
0,71)

Para el pais B

Precio kilo pan paisi = _0.69 = 0,9718
\ Precio kilo pan pais base 0,71
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Ahora, verifiquemos la propiedad de inversion de los indices simples:

lip = _1 —> 1,0290 = _1 = 1,0290
Iy 0,9718

\ J

d) Propiedad de Proporcionalidad Constante

Los numeros indices son proporcionalmente independientes de la base. Con ello
quiere expresarse que el cociente entre un indice relativo al periodo de comparacién t y el
relativo a un periodo de comparacion s, ambos respecto a un mismo periodo base, es igual al
indice relativo al periodo de comparacion t y periodo base s:

ﬂabemos que: \

X Xs
lep = — ls o = —
Xb Xb

Entonces, podemos simplificar la expresion:

X
l't,b Xy X, /Xb/
= _— = *
l's b X /{ X,
Xb

Como resultado, se obtiene:

lt,b X,

> =

Con esta propiedad podemos pasar de una serie de indices de base fija, l1p , l2p
,---»In,p, @ UNA encadenada:

lbp = l21 5 lap = lz2; ...; lap = lona
[1 l2p [h-1,6

B Instituto Profesional Iplacex 11
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Asimismo, la Proporcionalidad constante nos faculta para expresar una serie de
indices simples referidos a una base t, l14, l24,...,Int, €n otra de indices referidos a una base s,
l1s, l2s,..., Ins , Y reciprocamente.
Ejemplo N° 6
Para una mejor comprension de esta propiedad, tomando como base los datos

expuesto del ejemplo N° 4, comprobaremos la veracidad de la identidad propuesta.

Tabla N°3: Precio del Kilo de Pan (en U$)

-

N

Precio kilo de
Paises pan en dolares
(ano 1985)
0,71
0,69
0,66
0,74

\_ J

OO w>

Tomando los datos de la Tabla N° 3, se calculan los siguientes indices simples:

Xa XC
lag = — lc.s = —

Xb Xb
la,B = 1,0290 lc.8 = 0,9565

Entonces, podemos simplificar la expresion:

[ 1,0290
Ao _ _ 10758
lc.s 0,9565
Como resultado, se obtiene:
la,B X A 0.71
= = —— = 10758 = s
| a5 X 0.66

B Instituto Profesional Iplacex 12
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e) Propiedad Circular

Es decir, el producto de una sucesiéon de indices, tales que la base del primero sea el
valor para el que se calcula el segundo, y la base del segundo el valor para el que se calcula
tercero, etc., de forma que la base del ultimo numero indice coincida con el valor para el que
se calcula el primero. Esta propiedad es una consecuencia de la propiedad de
proporcionalidad constante y nos permite pasar de indices en cadena a indices de base fija.

X Xa Xb X Xm
* * * = 1
Xa Xb Xe Xq Xy
Donde:
Xi : es la variable observada, que va desde a, b, ..., m.

Por lo tanto, si la expresion anterior se representa por sus respectivos numeros
indices, tenemos que la multiplicacion de los indices circulares es igual a 1, como podemos
observar:

CLASE 03

1.2 Numeros indices Complejos No Ponderados

Hasta ahora los indices que hemos estudiado, denominados simples, expresaban las
fluctuaciones de una variable respecto a un valor base de la misma. Pero, que ocurre cuando
estamos interesados en estudiar la evolucién de una variacién (de una variable) a lo largo de
t periodos o campos de observacion.

En este caso, concurren n variables X;, i =1, 2, 3,..., n, como se puede observar en la
Tabla N°4. En donde, para cada una de ellas formamos una serie de indices simples con el
mismo periodo base. Lo anterior, a razon que con frecuencia interesa resumir en una nueva
serie de indices, construida a partir de la serie anterior, la variacion conjunta de todas las
variables que ocurren en dicha magnitud.
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Los indices que constituyen la nueva serie reciben el nombre de indices complejos,

denominandose, ademas, no ponderados, cuando no atribuimos mas importancia a una
variable que a otra cualquiera.

Tabla N°4: Serie de indices Simples de Varias Variables

7

Periodos
o X4 Xo X3 Xn
Campos
1 X1’1 X1’2 X1,n
2 X2’1 X2’2 ven X2,n
t Xt 1 Xio e Xin

L | | U

Para el calculo de los indices complejos, cuya técnica general consiste en promediar
todas las series de numeros indices elementales (X11; X12; ... ; Xtn), procede segun si las
medidas en que son expresadas las variables son homogéneas o no.

En el primer caso se utiliza el método de la media agregativa simple, también llamado
sumativo, y en el segundo el método de los promedios.
1.2.1 Método de la Media Agregativa Simple

Este método es abordado por algunos autores como el método o indice de Bradstreet

y Datot, en tributo a quienes lo crearon.

El método de la Media Agregativa Simple consiste en comparar las medias de los

valores de las variables en cada periodo o campo i= 1, 2, ..., t con la media Xib- de dichas
variables en base al campo o periodo ip.

Donde la media de los valores de las variables en cada campo, se construye con la
siguiente formula:
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La media de los valores en base a un periodo, se obtiene de manera similar, utilizando

la siguiente férmula:

n
Z Xip
_ =

n

Xib -

De esta forma, podemos construir el indice complejo de Bradstreet, o también

conocido como la Media Agregativa Simple, al comparar estas medias utilizando la siguiente
férmula:

4 n )
inj

18 =i %100 =22 100,

\ J

Donde:
Xj. . esla media de los valores observados para distintas variables.

i, - ©slamedia de los valores observados para distintas variables en una afio base.

ib’ indice Complejo No Ponderado o de Bradstreet y Datot, calculado usando el método
de la media agregativa.

Ejemplo N° 7

Calculemos la serie de indices IiBb para los datos de la Tabla N° 5, en donde se

recoge la produccion de leche de vaca, oveja y cabra, durante los afos 1965 -1969,
expresada en millones de litros.

15



Tabla N° 5: Producciéon de Leche en Millones de Litros
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7~

\

ARos De vaca De oveja De cabra Total
1965 3.277 391 325 3.993
1966 3.709 491 352 4.552
1967 2.923 186 247 3.356
1968 3.272 174 236 3.682
1969 3.540 182 246 3.968

J

Sin distinguir la clase de leche producida (por ejemplo, sin tener en cuenta su precio,
calidad, etc.), los indices de variacion de la produccion lactea respecto del ano 1965,
calculados mediante el método de la media agregativa, se indican en la Tabla N° 6. Puede
apreciarse en ella, por ejemplo, que en 1966 ha habido un incremento en la produccion de
leche del 13,99% respecto a la produccion de 1965, o que, respecto a este mismo afo, el
volumen de produccion de leche ha disminuido un 15,95% en 1967 (100 - 84.05).

Tabla N°6: indices Complejos No Ponderados (método media agregativa) y Medias de la
Variacion de la Produccion

7~

Afos Total Medias indices
1965 3.993 1.331,00 100,00
1966 4,552 1.517,33 113,99
1967 3.356 1.118,67 84,05
1968 3.682 1 .227,33/\ 92,21
1969 3.968 1.322,6 99,37

/

~N

Las Medias se calcula, sumando la produccién
de cada variable y luego dividiendo, este
resultado, por la cantidad de variables (n).

Media afio 1967 = 3.356/ 3 =1.118,67

16
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Calculo indice complejo no ponderado, por el método de la media agregativa, en base a la media de

la produccién del afio 1965.
Para el afio 1965
X;. 1.331.00
15 = x 100 = ——— x 100 = 100,00
X; 1.331.00
b.
Donde:
X;. : es la media de los valores observados para distintas variables.
Xib- : es la media de los valores observados para distintas variables en un afio base.
|iBb: indice Complejo No Ponderado o de Bradstreet y Dutot, calculado usando el método de la
media agregativa.
Para el afio 1966
Xi. 1.517.33
15 = x 100 = x 100 = 113,99
X; 1.331.00
b.
Para el afio 1967
X;. 1.118.67
b = x 100 = x 100 = 84,05
X; 1.331.00
b.
A modo de ejercicio, calcule los indices complejos no ponderados, usando el método de la media

agregativa, para los afos 1968 y 1969.

B Instituto Profesional Iplacex 17
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CLASE 04
1.2.2 Método de los Promedios

Cuando las variables X;, X», ...,Xn, no son homogéneas, es decir, no usan la misma
unidad de medida, el método de la media agregativa, anteriormente expuesto, no resulta
apropiado para el calculo de los idices complejos no ponderados. Puesto que, no tendria
sentido hallar la media aritmética por periodo, de unos valores que no han sido expresados
en las mismas unidades.

Para lo cual, el método de los promedios subsana el problema de la falta de
homogeneidad, relacionando cada periodo de observacion con el de base, no mediante las
medidas aritméticas de los valores de las variables, sino promediando los indices simples de
dichos valores, ya que todo indice carece de unidad de medida.

El procedimiento de este método, es calcular, para cada variable, la serie de indices
simples relativos a un periodo base comun, y se promedian éstos para cada periodo o
campo. Segun el promedio utilizado, es decir, ya sea la medida aritmética, la geometria, la
armonica, etc., resultan los indices complejos aritméticos, geométricos, armonico,
respectivamente.

Tabla N°7: indices Complejos No Ponderados (método de los promedios)

f Periodos o Indices simples de | Indices simples de Indices simples de X, \
Campos X1 (Base: Xj,) X, (Base Xip2) (Base: Xipn)
1 1 n
Il(,b = Xq1 1 Xip1 |1(% =X12 | Xip2 Il,b = Xin I Xipn
2 1 2 n
Ié,b = X1/ Xip1 Ié,b = Xoz [ Xivz Ié’b = Xon / Xipn
T 1
& It(,b = Xt/ Xip1 It(,%) = Xiz / Xivz It(,?) = Xin I Xipn j

En la Tabla N°7 se expresan las series de indices simples I('i,b Xij 1 Xipjs
correspondiente a la evolucion de cada una de las variables X (j= 1,2,...,n) de la Tabla N°4.
En la notacion anterior; el subindice i hace referencia al periodo o campo de observacion y el
ip indica el periodo base comun.

Para determinar, los indices complejos, se emplea uno de los siguientes promedios de
los indices simples de cada una de las variables por periodo:

a) Media Aritmética (indice de Sauerbeck): se calcula desarrollando la sumatoria de todos
los indices simple (en base a un periodo comun) para un periodo o campo definido de

E 18
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diferentes variables -por ejemplo: la produccién de leche para el afno 1965 de vaca, oveja y
cabra-, dividido para la cantidad total de variables observadas n. Lo que se denota con la
siguiente formula:

1% = ’:ln =12t
Donde:
Ii(,g) : representa el indice simple, en base a b, del periodo i, de la variable j.
Ii’:(b : indice de Sauerbeck.
Las variables observadas vande j=1,2, ..., n.
Los campos observados son i=1,2, ..., 1.

b) Media Armoénica (indices Armdnicos): para construir el indice complejo arménico, por el
meétodo de los promedios -con la media armonica-, se emplea la férmula:

jAr M |
£\ (]
J=1|ib

E

=1,2,...t

Que significa, la division entre la cantidad total de variables observadas n por la
sumatoria de los indices simples inversos (en base a un periodo comun) para un periodo o
campo definido de diferentes variables -por ejemplo: la produccion de leche para el afio 1965
de vaca, oveja y cabra-.

Donde:

Ii(é, : representa el indice simple, en base a b, del periodo i, de la variable j.
IAr . i . L, .

ib ndices Armonicos.

[ 19
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Las variables observadas vande j=1, 2, ..., n.

Los campos observados son i=1,2, ..., 1.

c) Media Geométrica (indice Geométrico): el indice complejo geométrico, que se basa en la
media geométrica, se calcula al desarrollar la raiz n (cantidad total de las variables
observadas) de la multiplicacién de los indices simples (en base a un periodo comun) para
un periodo o campo definido de diferentes variables -por ejemplo: la produccion de leche
para el afio 1965 de vaca, oveja y cabra-, que se resume en la siguiente férmula:

=1,2,...t
Donde
Ii(,g) : representa el indice simple, en base a b, del periodo i, de la variable j.
Ii,Atf : indice Geométrico.
no .
H Ii(,,J3 : significa la multiplicacién de los indices simples, en base a un periodo b, de las

variables observadas.
Las variables observadas vande j=1, 2, ..., n.

Los campos observados son i=1,2, ..., 1.

d) Media (indice Mediano): para usar este promedio hay que ordenar los indices por periodo.
El indice mediano, que denotamos con Iilf/t')e,i =1,2,...,1, debe obtenerse de la misma forma

que la construccion de la mediana. Es decir, una vez ordenados todos los indices simples de
menor a mayor, se determina el valor central -conocido como la mediana-, en donde existen
tantos indices por encima de él como por debajo del mismo.
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Teniendo en cuenta que cada indice complejo, descrito y estudiado por el método de
los promedios, es un promedio de la distribucidn de valores observados de las variables en
analisis:

S O
ib> b2 Nib

- )

La eleccion del promedio adecuado, sigue las mismas recomendaciones que las
estipuladas para la eleccién del estadistico de tendencia central*, de modo que si los indices
varian notablemente entre si, no sera aconsejable usar la media aritmética ni la arménica,
siendo preferible la geométrica, que amortigua los valores extremos; pero si lo que se quiere
es resaltar los valores pequefios, entonces la arménica sera apropiada.

La mediana no debe emplearse cuando el numero de variables es pequefio y los
valores correspondientes de los indices no estan homogéneamente distribuidos. Cuando no
necesitemos resaltar o aminorar ningun valor de la serie, debe usarse la media aritmética por
la sencillez de su calculo.

Ejemplo N° 8

A modo de explicar de forma practica la construccidn de los indices complejos —
meétodo de los promedios-, retomaremos el ejemplo de la produccién lactea segun la clase de
leche de vacas, ovejas y cabras, de esta forma desarrollaremos cada uno de los indices
complejos utilizando los promedios.

Para lo anterior, se han tomado los datos presentados en la “Tabla N°5 Produccion de
Leche en Millones de Litros”, pero en donde se han precisado las producciones y expresados
en unidades diferentes (como podemos observar en la Tabla N°8). Lo que nos permitira
aplicar, a modo de ejemplo, el método de los promedios a los datos que se presentan en la
siguiente Tabla:

Tabla N°8: Variabilidad en la Produccion de Leche, Segun Clase de Leche

Ve N
/ Anos De vaca De oveja De cabra \
(x 103 kilébmetros) (kilolitros) (hectolitros)

1965 3.277 391.123 32.552

1966 3.709 491.240 35.277

1967 2.923 186.301 24.763

1968 3.272 174.426 23.648

1969 3.540 182.177 24.615
\ -

* Abordado en la unidad anterior de Estadistica Descriptiva.

E 21
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Tomando las producciones del afio 1965 como valores de referencia, resultan los

indices simples (estudiados en el punto 1.1 “numeros indices simples”), indicados en la Tabla

N°9:

Tabla N° 9: indices Simples para Variables - Produccion de Leche

-

~\

AfRos X1: leche de vaca X2: leche de oveja X3: leche de cabra
(periodo base 1965) (periodo base 1965) (periodo base 1965)
1965 1'1965,1965 = 100,00  1¥1965,1965 = 100,00 1°1965,1965 = 100,00
1966 111966,1965 =113,18  1¥1966,1965 =125,60  1°1966,1965 =108,37
1967 1'1967,1965 =89,20 1®1967,1965 =47,63  1°1967,1965 =76,07
1968 1'1968,1965 = 99,85 1©1968,1965 = 44,60  1°1968,1965 = 72,65
1969 1'1969,1965 =108,03 1©1969,1965 =46,58  1°1969,1965 =75,62

\_

/)

de produccién del afio 1965.

indice de Sauerbeck, para el afio 1965:

representa el indice simple, en base a b, del periodo i, de la variable j.

n
100,00 +100,00 + 100,00

_ —

indice de Sauerbeck, para el afio 1966:

n
3 113,18 +125,60 +108,37

Ii)_,(b _ = 3 —115,72

Instituto Profesional Iplacex
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indice de Sauerbeck, para el afio 1967:

n
> 89,20 +47,63+76,07

Ii)_,(b = j=1 3 = 70,97

Calcule el indice de Sauerbeck, para los afios 1968 y 1969:

n
) Z ......................................
| X =3 -
ib n
n

) Z ......................................
I'X — le —
ib n

Calculo indice complejo no ponderado, por el método de los promedios, en base al indice simple de
produccion del ano 1965.

indice Arménico, para el afio 1965:

I_Ar _ n
Coe
j=1 Ii(,lja
Ii(,lj) : representa el indice simple, en base a b, del periodo i, de la variable j.
I = 3 =100,00
’ LI | 1 1
> + +
=1100,00 100,00 100,00
indice Arménico, para el afio 1966:
1y = 3 =115,27
' A | 1 |
> + +
i=1113,18 125,60 108,37
B Instituto Profesional Iplacex 23
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indice Arménico, para el afio 1967:

1A = 3 = 66,15

n 1 1
2

J2189 20 47, 63 76,07

Calcule el indice Armoénico, para los afios 1968 y 1969:

IAr ...... _
ibh = =

N1 1 1

>+ +

Jeleeeeee  eeeeneneeeeeeenn
IAr e _
A = _
. N 1 1

> —+ +

Jeleeeeee  eeeeeeeeeieens

Calculo indice complejo no ponderado, por el método de los promedios, en base al indice simple de
produccién del afio 1965.

indice Geométrico, para el afio 1965:

ib : representa el indice simple, en base a b, del periodo i, de la variable j.

3
O =3 [ 1100,00*100,00*100,00 = 100,00
j=1

indice Geométrico, para el afio 1966:

3
G, []113,18*125,60%108,37 =115,49
j=1

B Instituto Profesional Iplacex 24
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indice Geométrico, para el afio 1967:

decidido determinarlo.

determinado.

3
110G =3/]]89,20%47,63%76,07 = 68,63

i=1

indice Geométrico, para los afios 1968 y 1969:

i=1

3
I = 3\/1_[9,85 *446* 72,65 = 68,65

3
I = i/H 108,05 * 46,58 * 75,62 = 72,46

j=1

Calculo indice complejo no ponderado, por el método de los promedios, en base al indice simple de
produccioén del afno 1965. Para el ejemplo propuesto, el indice mediano, no tiene sentido calcularlo, pues
es un n de 3 indices simples observados. No obstante, para la mejor comprensién del alumno hemos

indice Mediano, para el afio 1965:

Se ordena de menor a mayor los indices simples obtenidos para las diferentes variables, en un ano

100,00 100, 00 100,00

IMe. , = 100,00

indice Mediano, para el afio 1966:

108,37 113,18 125,60

IMe., =113,18

indice Mediano, para el afio 1967:

47,63 76,07 89,20

M., = 76,07

Instituto Profesional Iplacex
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/ Calcule el indice Mediano, para los afios 1968 y 1969: \

- y

De los resultados encontrados, se obtienen, utilizando el método de los promedios, los
indices complejos que se presentan en la Tabla N° 10.

Tabla N° 10: Método de los Promedios

(indices complejos de los datos de la Tabla N° 8 con base = 1965)

7 N
/ AﬁOS - |Xi’b IAri,b | MGi‘b |Mei‘b \
1965 100,00 100,00 100,00 100,00
1966 115,72 115,27 115,49 113,18
1967 70,97 66,15 68,63 76,07
1968 72,36 64,93 68,65 72,65
169 76,74 68,26 72,46 75,76
L J
I

Instituto Profesional Iplacex 26
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CLASE 05
1.2.3 Propiedades de los indices Complejos No Ponderados

En este apartado, cabe mencionar que los indices compuestos por el método
agregativo verifican las mismas propiedades que los indices simples, por lo que no seran
reiterados nuevamente.

Ahora, es necesario estudiar las propiedades que cumplen los indices complejos,
calculados mediante el método de promedios:
a) Propiedad de Identidad

Los indices calculados, utilizando cualquiera de los cuatro promedios anteriores,
cumplen la propiedad de la identidad, la cual nos dice que:

e -
/ ZII(IJ (1 (n
- i+t 1 B

J

; X n-1
indice de Sauerbeck lij = =—=1
n n n
. n n n n
Indice Armdnico | iAi‘r = = = =—=1
’ n1 1 1 1 I n
> @ + o +...+ 1
= i, ii
MG _ [T
indice Geométrico I :nl_[li(J 1/I,(, |(n VixIx..x1=1

- - /

Mencién aparte, debe recibir el indice Mediano ( Ii“”i'e = 1), pues la mediana de la serie:

G =L1% =1..,1{ =1, vale la unidad.

ST
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b) Propiedad de Inversion

La propiedad de inversidon sélo la cumplen los indices calculados mediante la media
geométrica ( Ii'\gG) y la mediana ( | Me ). Para los primeros:

En cuanto a los indices calculados empleando la mediana, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que la serie I,O, j =1,2,...,n,esta ordenada y el indice mediano es:

Me n
Ii,b .Me(|b|7||b’ Ii(,b)zli(,t? , conp=(n+1)
2

Es decir, la mediana es el indice simple® de rango p. Y puesto que en los indices
simples se verifica:

(J_1.10
I|b_1_lb,|

La serie I(J- =1,2,...,n, también estara ordenada, de forma, que si una es creciente,

la otra sera decreciente, verificandose que el indice mediano en la serie Ibl, j=12,...,n

sera también de rango p:

M 1 2 _
lo% = Me(lfo,lfo, ,|,<g)—|,<g ,conp=(n+1)
2

® Estamos admitiendo implicitamente que el numero n de varlables de la magnitud compleja es impar, Cuando n es par, | i0
no es ninguno de los indices del conjunto {I i.bs (2. by- | "p}. Pero, al igual que el estudio de la mediana de las variables
discretas, se decide tomar como indice mediano, | p.,b Ia medla aritmética de los dos indices simples centrales.

B 28
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Me | Me (p.y(p _

ib Thii =i,

c) Propiedad de Proporcionalidad Constante
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Solo se cumple cuando se emplea la media geométrica, por lo que unicamente en este
caso podremos pasar series de indices de base fija a series encadenadas, como se muestra
en la siguiente expresion:

~

J

1@, 4o
rb 'rbrb _p |Lg@. g _ Mg
I( |(2 I(n rs’'r,s - "'rs r,S
b "sb "sb
Ejemplo N° 9

Como una forma de verificar que no se cumple la independencia de base cuando
elegimos la mediana, tomemos como ejemplo la Tabla N° 9, eligiendo como base el afo
1969, y calculemos los indices complejos mediante la mediana.

Estos indices se presentan en la Tabla N° 11:

Tabla N° 11: indices Medianos de los Datos de la Tabla N° 8 (base = afio 1969)

-

Anos

X1: leche de vaca

X2: leche de oveja

X3: leche de cabra

\
IMei, 69 \

1965
1966
1967
1968

I"g5.60 = 92,57
I"g6.60= 104,77
"7 60= 82,57
I"eg.60= 92,43
1"g5.60 = 100,00

15,60 = 214,69
6,60 = 269,65
167,60 = 102,26
1Ceg 0= 95,75
g0.60 = 100,00

1®g5.60 = 132,24
1®ge.00 = 143,32
1®s760= 100,60
1P 0= 96,07
1®s0.60 = 100,00

IMegs.60 = 132,24
IMegs.60 =143,32

IMes7 60 = 100,60
Mesg.60=95,75

K 1969

IMeeq 60 = 100,00 /

Instituto Profesional Iplacex 29
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f En este ejercicio practico podemos observar que la divisidon entre los indic<§
Medianos del afio 1968 y 1969 (para lo cual podemos revisar la Tabla N°9, en donde el
indice Mediano para el afio 1968 en base al afio 1965 es la cantidad que esta en el medio
para la produccion de leche de los distintos animales, es decir, 72,65; para el indice
mediano del afio 1969 en base al ano 1965, es 75,62) , en base al ano 1965, no es lo
mismo que el indice Mediano del afio 1968 en base al afio 1969 (ver tabla N°11).

IMe

I;ﬁj&l%s _ 7205 _ 96,07 # 95,75 = Ijcs 1ago

K 1969.1065  12-02 J

El incumplimiento de esta propiedad impide pasar de base fija a encadenada y el
cambio de base. Por otra parte, la propiedad de circularidad, por ser una consecuencia de la
de proporcionalidad constante, s6lo se cumple cuando se emplean la media geométrica.

[ Realice ejercicios N°1 al 7 J

2. iNDICES DE PRECIOS, CANTIDAD Y VALOR

También podemos utilizar los numeros indice para describir cambios en cantidades y
en valores. Es decir, en tiempos de inflacion, un indice de cantidad proporciona una medida
mas confiable de la producciéon real de materias primas y bienes terminados que el
correspondiente indice de valores.

De manera parecida, la produccidén agricola se mide mejor si se utiliza un indice de
cantidad, debido a que éste elimina los efectos engafiosos producidos por la fluctuacion de
precios. A menudo usamos un indice de cantidad para medir mercancias que estan sujetas a
una variacion considerable de precios.

Cualquiera de los métodos analizados para determinar niumeros indices simples y/o
complejos, puede utilizarse para calcular indices de precios, cantidad y valor. Por ejemplo,
cuando deseamos calcular indices de precios, usamos cantidades o valores, ahora cuando
se desea calcular indices de cantidad, utilizamos precios o valores.

Un indice de valor mide cambios generales en el valor total de alguna variable. Como
el valor esta determinado tanto por el precio como por la calidad, un indice de valor
realmente mide los efectos combinados de los cambios de precios y cantidad. La principal
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desventaja del indice de valor es que no hace diferencia alguna entre los efectos de un uno o
mas componentes.

Sin embargo, un indice de valor resulta util al medir cambios globales.

CLASE 06

2.1 Indices Simples

Consideremos la serie de precios p; de un conjunto de j bienes, donde j=1, 2, ...,
n, a lo largo de los periodos i = 1, 2,..., t. El Indice Simple de Precio es:

7 D)
Es la variacion del precio relativo del bien j en el momento i (p;), respecto del
precio de este bien en otro momento i, (pjp), y S€ denota como:

|i(g(p):ﬁxloo
| Pib

L J
Donde:
Pji - es el precio relativo del bien j en el periodo i.
Pjp es el precio relativo del bien j en el periodo de base b.
Ii(g)( p): es el indice simple de precio del bien j para el periodo i, en base al periodo b.

Del mismo modo, si q; representan las cantidades consumidas, producidas o
existentes de los bienes j = 1, 2, ..., n en los periodos i = 1, 2, ..., t. El Indice Simple de
Cantidad es:

4 )
Es la variacion de la cantidad relativa del bien j en el periodo i (q;), respecto a la
cantidad de ese bien en el periodo i, (Q;p), sera el indice:

_ | Y
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Donde:

q;ji :eslacantidad relativa del bien j en el periodo i.

Jjb :eslacantidad relativa del bien j en el periodo de base b.

Ii(,tj) (Q) : es el indice simple de la cantidad del bien j para el periodo i, en base al periodo b.

Por otro lado, dado el supuesto que el valor o gasto empleado en adquirir el bien j, en
el periodo i. De modo que el Indice Simple del Valor o Gasto de un articulo j en el momento i
es:

/ El producto del precio de articulo por la cantidad adquirida de él, es decir, esm
variacion de este producto en comparacion con un periodo base:

VJ|=pJ| qu ’ j=1’21"'=n’i=1’2""’t'

De modo que el indice simple del valor o gasto de un articulo j en el momento i
(Vji), respecto a su valor en el periodo i (Vjo), se denota:

Ii(’é(v):lxlOOzmme

\k Vib Pibdijb /

Donde:

Y : es el producto entre el precio relativo y la cantidad relativa del bien j en el periodo i.

ji

Vip, :es el producto entre el precio relativo y la cantidad relativa del bien j en el periodo de
base b.

Ii(’tj) (V) : es el indice simple del valor del bien j para el periodo i, en base al periodo b.
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Ejemplo N° 10

Los precios y las cantidades de cuatro articulos, que puede ser A, B, C y D, en los

afos 1992 y 1993, son los datos que se presentan en la siguiente Tabla:

Tabla N° 12: Precios y Cantidades para los articulos A, B, Cy D (1992 y 1993)

Se pide calcular los indices de precio, cantidad y valor para los articulos Ay B:

/_indice de Precios para el articulo A, para el afio 1993 en base al afio 1992: \

|i{g(p):ﬁx100
Pib

|i{g(p)=gx100=120%

La interpretaciéon de este indice, se puede expresar como “el precio relativo del articulo A experimenté una
variacion positiva del 20% para el ano 1993, en comparacion con el afio 1992.

- Indice de Precio para el articulo B, para el afio 1993 en base al afio 1992:

|i<,g(p)=ﬁx1oo
Pib

[ 7

.

B Instituto Profesional Iplacex

== : : : : N\
rticulo Precios 1992 Precios 1993 Cantidad 1992 Cantidad 1993
A 5 6 4 3
B 4 7 3 2
C 6 8 3 3
D 3 5 4 3

\. /

i,b(p)IZXIOO=175% /
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La interpretacion de este indice, se puede expresar como “el precio relativo del articulo B
experimentd una variacion positiva del 75% para el afio 1993, en comparacion con el afo 1992.

- Indice de Cantidad para el articulo A, para el afio 1993 en base al afio 1992:

qgm)zixumz79%

La interpretacion de este indice, se puede expresar como “la cantidad relativa del articulo A
experimento una variacion negativa del 25% (100 - 75) para el afno 1993, en comparacion con el afio 1992.

- Indice de Cantidad para el articulo B, para el afio 1993 en base al afio 1992:

1@ =100
Ujb
|g(qy:§x100=6@6@%

La interpretacion de este indice, se puede expresar como “la cantidad relativa del articulo B
experimentod una variacién negativa del 33,33% (100 - 66,66) para el aio 1993, en comparacién con el afio
1992.

- indice de Valor para el articulo A, para el afio 1993 en base al afio 1992:

Pjid;i

(J gy i

Vio Pibdib
) *
|goo=6 3 4100=23 100 = 90%
’ 5%4 20

La interpretacion de este indice, se puede expresar como “el valor relativo del articulo A experimenté
una variacién negativa del 10% (100 - 90) para el afio 1993, en comparacion con el afio 1992.
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ﬁndice de Valor para el articulo b, para el ano 1993 en base al afio 1992: \

|i<g(v):ixloozmxloo
’ Vib Pibdib

k
=72 100 =14 100 = 116.66%
4%3 12

|i{g (V)

La interpretacion de este indice, se puede expresar como “el valor relativo del articulo B experimenté
wa variacion positiva del 16,66% para el afo 1993, en comparacion con el afio 1992. j

Es necesario verificar, en relacion con los indices simples de precios, cantidades y de
valor, si estos indices son compatibles con la relacién conceptual de [precio] x [cantidad] =
[valor]. Pues bien, para los indices simples anteriormente expuestos se cumple dicha
relacion, ya que, con respecto al periodo base iy, se tiene para cada bien j y periodo i:

4 \

13w =1 ()1 @.

Sin embargo, en cada periodo i, la suma de los indices simples del valor de los n
bienes:

13w =311 @
j=1 j=1

No coincide con el indice del valor total en ese periodo:

4 ! )
2Vj

lip (V) = anl
2 Vio

j=1

L J
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En el estudio de los indices complejos de precio, cantidad y valor; se debe abordar

separadamente cada uno de estos tépicos, pues presentan métodos de calculo diferente.

2.2.1 Indices Complejos de Precios

Si lo que se pretende es expresar la variacion de precios de n articulos a los que

asignamos distinta importancia wi, se debe utilizar un promedio ponderado de los indices de

cada articulo.

Cuando el promedio elegido es la media aritmética, el resultado se obtiene aplicando

la siguiente formula:

e

Pji

j= Pib

~N

Donde:

w

Pji :es el precio relativo del bien j en el periodo i.

j -es la ponderacion asignada al precio del articulo j.

Pjpb :es el precio relativo del bien j en el periodo de base b.

n

Za)j : corresponde a la sumatoria de todas las ponderaciones o importancia asignada a los

j=1
precios de n articulos.

IPif(b : es el indice complejo de precio del bien j para el periodo i, en base al periodo b, en

base a la media aritmética.
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La eleccion de las ponderaciones w; da lugar a diferentes indices, siendo el mas
utilizado el de Laspeyres y el de Paasche. El primero elige el valor del periodo de referencia,

es decir, Wj; = pjp, Y €l segundo toma como ponderacién asignada wj = pp - ;i

a) indice de Precios de Laspeyres o Método del Afio Base

El indice de precios de Laspeyres es una suma ponderada de los indices elementales
de precios. Es decir, podemos expresarla como:

r n T : N
ijb-qu-li(j,(lo) vl . N _
Lip(p) =22 =Y |1l (m|=Da; 1 (p
2. Pipdjp Y o &
= j=l |
L J
En donde:
a N
Zn: na)j - n al =1
DI
j=1
A\ V4
\_ Y,

Por lo tanto, el indice de precio de Laspeyres se define como el “indice de precios por
agregacion ponderada con la cantidad en el afio base” y se denota:

7 N\
r T N
Z Pipdijp- Do ijl' Ujb
Ib(p) 1= x100 =11 x100
ijb'qj'b Z Pibdijb
\ - - Y

Instituto Profesional Iplacex
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Donde:

Pji :es el precio relativo del bien j en el periodo i.
Pj, :es el precio relativo del bien j en el periodo de base b.

Jjb :es lacantidad relativa del bien j en el periodo de base b.
L; ,(P): el indice de precio de Laspeyres.

b) indice de Precios de Paasche o Método del Afio Dado

El indice de Paasche es, también una suma ponderada de indices elementales de
precios:

r - : N

n .
Z pjb'qji'lifb(p)
j=1

n a)J ( n 3 (
: =2 lis(P) | =24, 133 (p)
2. Pjpdji = Yo =
=1

\_ _ J

Po(P)=

En donde:
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Por lo tanto, el indice de precio de Paasche se define como el “Indice de precios por

agregacion ponderada con la cantidad en el aino dado” y queda expresado con la siguiente
férmula:

4 )

n p n
Zlojlo'qj'i‘p_JI iji'CIjiXIOO
Py (p) =21 Pox100 = 4=
Zl P b -l Zl Pijb dji
j= j=

\_ J

Donde:

Pji :es el precio relativo del bien j en el periodo i.
Pjp :es el precio relativo del bien j en el periodo de base b.
dji :eslacantidad relativa del bien j en el periodo i.

Pi,b( p):esel indice de precio de Paasche.

CLASE 07

2.2.2 indices Complejos de Cantidad

De forma analoga a como se han establecido los indices complejos de precios para n
bienes, se obtienen los indices de cantidades aplicando la media aritmética de los indices
simples de cantidades. Segun se pondere con:

@j=PjiQjp o W=Pjiqj

Resultan los indices de Laspeyres o de Passche de cantidades, respectivamente.
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Los indices de Paasche y Laspeyres son utilizados frecuentemente para el célculo del

indice de cantidades, por lo general,

ofrecen diferentes resultados, esto se debe a la

diferencia en los pesos. No se puede decir que formula es precisa o0 mejor; cada una de ella

es significativa, ya que tiene una interpretacion simple.

Si, por ejemplo, el indice de cantidad calculado por un método es 110 y por otro
meétodo es 130, podemos decir entonces que la variacion de cantidad ha cambiado de 100 a

entre 110 y 130.

a) indice de Cantidades de Laspeyres o Método del Afio Base

Podemos definir este indice como el “indice de cantidad por agregacién ponderada

con la cantidad en el afio base”. Para su calculo, se utiliza la ponderacién wj = Pjo -Gji, Y se
emplea la media armodnica, por medio de la siguiente férmula:

p
/ n
ijb‘qj'i

|b(Q)— n

j=1 qji

\

qjb
2.P P i

x100 =

n
> Pibdiji
j=1

n
Z Pibdijb
j=1

x100

~N

Donde:

pji : es el precio relativo del bien j en el periodo i.

Pj, :es el precio relativo del bien j en el periodo de base b.
Jjb :es lacantidad relativa del bien j en el periodo de base b.
qji :eslacantidad relativa del bien j en el periodo i.

li (@) : el indice de cantidad de Laspeyre.
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b) indice de Cantidades de Paasche o Método del Afio Dado

Se define como el “indice de cantidad por agregacién ponderada con la cantidad en el
ano dado”. Para su calculo se usa la ponderacion wj = p;i q;i, ¥ la media armonica, lo que se
expresa como:

r . )

n
ijrqj'i Z Pip-d;i x100
Pp () =—1= x100 =12
q .
Z Pib qjli ijb'qu
=1 i j=1
\ %
Donde
Pji :es el precio relativo del bien j en el periodo i.

Pjpb :es el precio relativo del bien j en el periodo de base b.
djpb :es la cantidad relativa del bien j en el periodo de base b.
qji :es la cantidad relativa del bien j en el periodo i.

Pp(@):el indice de cantidad de Paasche.

Los indices de cantidades de Laspeyres también pueden ser expresados como sumas
de indices elementales:

S D

ijb'qu'li(,lb(q) ] )

Lip(q) =2 =31l |=Ya; 1@
2 Pibdip = 2@ =
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2.2.3 Otros indices Complejos de Precios y Cantidades

Los indices de Lasperyes y Paasche son aproximaciones del valor o gasto total, es
decir, su metodologia se basa en el calculo del indice de Valor, que es el producto del precio
relativo con la cantidad relativa para un periodo i, en base a un periodo base, ya que para el
indice de precios de Laspeyres toma las cantidades qj del periodo base, constantes a lo
largo de todos los periodos, y el de Paasche lo hace con las cantidades q j del periodo para
el que se calcula el indice. Lo mismo pasa con los indices de cantidades de Laspayres y de
Paasche.

En la practica, el indice mas utilizado es el de Laspeyres, pues soélo exige el
conocimiento de las cantidades en el periodo base.

4 )

L J

Puesto que los indices de Laspeyres y Paasche son aproximaciones del gasto total,
podrian aproximarse para aminorar las diferencias. El indice de precios de Sidgwch consiste
precisamente en la media aritmética de los indices de precios de Laspeyres y Paasche.

Otro promedio de estos ultimos, es el indice de precios de Edgeworth, que toma la

media de los indices simples ponderandolos con la media aritmética de las cantidades del
periodo base y del periodo de observacion:

e )

n ) . p n

Ziq'b;q' p“ Z(qu +0;i)Pji
Eip(P)="1 ? +q_’_b x100 = 1= x100

> bR Y (@jp+a)Pj

i 2 =

. Y

Algunos autores, presentan el indice de precios de Fischer que se obtiene a partir de
los indices de Laspeyres y Paasche, y que se define como el indice Ideal de Fisher:
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Este indice de precios es la media geométrica de los numeros indices de Laspeyres
y de Paasche. El indice ideal de Fisher satisface los criterios de inversion temporal y de
inversion de factores, lo que confiere una cierta ventaja tedrica sobre otros numeros
indice.

Se denota:

Fip(P)=4/Lip Pip(P)

[ Realice ejercicios N° 8 al 10 J

3. EL INDICE DE PRECIOS AL CONSUMO

El principal objetivo del indice de precios al consumo (IPC) es cuantificar la evolucion
del nivel de precios de los bienes y servicios de consumo adquiridos por las familias, asi
como su utilizacion como indicador econdmico de la inflacion. De ahi sus multiples
aplicaciones en los campos econdémicos, juridico, social, etc.

En Chile el indice de precios al consumo (IPC), es un indicador clave en la economia,
que permite seguir mes a mes la evolucion de inflacion, motivo por el cual es ampliamente
utilizado por el Estado y el sector privado, los bancos y universidades para sus analisis
econdmicos, y por los medios de comunicacion para informar a la sociedad. Su principal
objetivo es cuantificar la variacion media de los precios de una canasta que corresponde a la
estructura preferencial de consumo de bienes y servicios de un hogar medio.

La construccion de la canasta de bienes y servicios es uno de los factores claves de la
calidad y representatividad del IPC. Este proceso supone seleccionar los productos de
acuerdo a criterios adecuados. La fuente de informacion para realizar este proceso es la
“‘Encuesta de Presupuestos Familiares”, que cuantifica todos y cada uno de los gastos
realizados por las familias.

Esta encuesta se realiz6 entre agosto de 1996 vy julio de 1997 y permitio detectar el
consumo de aproximadamente 1.500 productos (bienes y servicios) de 8.445 hogares del
Gran Santiago. Del conjunto declarado por los hogares, se escogié un numero mas reducido
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de articulos representativos de las mayores proporciones de gasto para elaborar la canasta
para el calculo mensual del IPC.

La estructura del gasto, permite establecer los pesos o ponderaciones de cada articulo
en el IPC. La canasta del IPC, qued6 conformada por 483 productos y 157 articulos,
representando, practicamente, el cien por ciento del gasto de los hogares.

Actualmente, la metodologia empleada para la determinacion de estos indices ha
sufrido modificaciones, como una forma de homogeneizarla con la aplicada en el resto de los
paises de la Comunidad Europea.

La férmula usada para calcular los indices es la de Laspeyres, la misma que se
emplea en los sistemas anteriores y en la mayoria de los paises, utilizandose ponderaciones
que habran de permanecer fijas durante todo el periodo de vigencia del sistema:

n .
Lip(P) = Za)j'li(,lja
=1

Donde:

Lip(p): El indice de precio de Laspeyre, con base al afio b.

W;  : Gasto en el articulo dividido por el gasto total, es decir, es la ponderacion que recibe
el articulo j, sobre el gasto total.

Ii(,f) : Es el indice simple de la cantidad del bien j para el periodo i, en base al periodo b.

Esta formula plantea, por una parte, el problema de la delimitaciéon de los bienes y
servicios cuyos precios han de intervenir en la elaboracion de los indices y, por otra, el de la
determinacién de las ponderaciones.

Dentro del campo del consumo, se incluyen aquellos bienes y servicios de consumo
que se pagan realmente durante el periodo de referencia, es decir, exceptuando los bienes
recibidos en especie, alquileres imputados en la vivienda en la que se reside, etc.

La canasta de productos del IPC, como ya se sefialé anteriormente, se construye a
partir de la encuesta de presupuesto familiar que realiza el INE cada 10 anos
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aproximadamente. A partir de ella se determinan qué productos entran en la canasta y cual
es la ponderacion o peso relativo que va tener cada producto en dicha canasta®.

El Cuadro N° 1 resume los ponderadores de los 8 grupos de la nueva canasta del IPC,
la cual rige desde diciembre de 1998.

Cuadro N°1: Ponderaciones del IPC — Chile

f Grupo Ponderacion \

Alimentacién 0.27
Vivienda 0.20
Equipamiento de Vivienda 0.08
Vestuario 0.08
Transporte 0.12
Salud 0.09
Educacién y Recreacion 0.11
Otros 0.04

Total 1 (100 %)
K Fuente: INE //

Estos ponderadores reflejan el porcentaje del gasto total que las familias realizan en
cada uno de estos grupos. Los ponderadores son los mismos durante todo el periodo en que
rige la canasta, hasta que se realiza la siguiente encuesta de presupuestos familiares.

Los articulos se seleccionan teniendo en cuenta:

- Que sean articulos de consumo habitual.
- Que ofrezcan garantias de permanencia en el mercado.
- Que los precios sean facilmente observables.

Las ponderaciones no varian mensualmente, excepto en el caso de los articulos
estacionales (frutas, hortalizas, etc.). Existen articulos con tratamiento especial, como los
estacionales y otros no estacionales, cuyos precios requieren autorizacion administrativa y
estan sujetos a tarifas publicadas. Entre estos se encuentran: el teléfono, la luz, el agua, los
carburantes, el gas ciudad, el transporte urbano y colectivo.

Los precios para calcular el IPC se recogen de una muestra de establecimientos que
va a representar al resto del mercado de abastecimiento del pais, en cuanto a la evoluciéon de

® Para que el producto sea incluido dentro de la canasta, éste tiene que cumplir con ciertos requisitos, uno de ellos es
representar mas del 0.025% del gasto y ser consumido por una cantidad razonable de gente, segun fuente INE, 1999.
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los precios de sus articulos. Dichos establecimientos han de ser de tipo medio o del tipo mas
frecuente o accesible para la poblacion, y de éstos se debe seleccionar el de mayor volumen
de ventas o, en su defecto, el de mayor afluencia de clientes, siendo necesario ofrecer
garantia de continuidad en la venta de los articulos seleccionados.

La recogida de datos se realizara mediante visitas mensuales (método de entrevista),
y los precios seran los efectivos de venta al publico con pago al contado, aunque existen
excepciones en la recogida para algunos articulos.

El INE publica los coeficientes de enlace que perpetuan la cantidad de las series de
los distintos sistemas de indices de precios al consumo que han tenido vigencia en Chile,
permitiendo obtener tasas de variaciones que pueden ser aplicadas a cuestiones
contractuales (convenios laborales, alquileres de vivienda, etc.), y realizar predicciones y
estudios sobre la evolucion histérica de los precios.

3.1 Calculo de la Variacién del indice

La variacion del indice, es el porcentaje de aumento o disminucion que experimenta el
indice entre dos fechas determinadas. Las tasas de inflacion acumulada siempre son
referidas a dos periodos, por lo tanto, se comparan los indices de precios de ambos
periodos, por ejemplo, si se quiere calcular la tasa acumulada en 12 meses, se comparan los
indices del mes actual, respecto al indice de igual mes del afio anterior, y con ellos se calcula
la variacion porcentual.

El indice de Precios al Consumidor (IPC) se calcula en forma mensual y, por lo tanto,
no esta referido a un dia determinado.

Como los indices corresponden a meses, se utiliza la siguiente regla para identificar
los niveles del indice a utilizar en los calculos de las variaciones:

= En el caso de referencia mes.
= En el caso de referencia dia determinado.

En el caso de mes, se calcula de la siguiente manera:

indice de precios del mes actual
indice del mes anterior al antiguo

xlOO}—lOO = Variacion Porcentual
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Ejemplo N° 11

¢, Cual es la variacion porcentual de IPC entre enero 2000 respecto a diciembre 20007, el
indice de diciembre de 2000 fue de 106,94 y el indice de Diciembre de 1999 de 102,31

4 )

Calculo:

106,94
102,31

X 1000 - 100 = 45%

La variacion fue de 4,5 %.

\_ J

En caso de fechas determinadas, se procede de la siguiente manera:

- Si la fecha corresponde a un dia de la primera quincena inclusive, se utiliza el indice del
mes anterior al mes de la fecha; por ejemplo, si la fecha es 5 de enero de 1989, se utiliza el
indice del mes de diciembre de 1988, para el calculo.

- Si la fecha corresponde a un dia de la segunda quincena (16 en adelante) se utiliza el
indice del mes de referencia, por ejemplo si la fecha es 17 de octubre de 1997, se utiliza el
indice del mes de octubre de 1997, para el calculo.

Ejemplo N° 12

¢Cual es la variacion porcentual del IPC entre el 1 de abril de 1984 respecto al 31 de enero
de 19997, Indice de enero de 1999 es de 99,66764 y el Indice de marzo de 1984 fue de
12,66957.

4 N

Calculo:

99.66764  x 100| - 100 = 686,7%
12.66957

La variacion es de 686,7%

. J
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CLASE 08
3.2  Calculo de la Reajustabilidad de Valores Usando la Variacion del IPC

Para calcular el reajuste y mantener el poder adquisitivo de una cantidad de dinero
entre dos fechas determinadas se procede, utilizando la variaciéon del IPC, a través del
siguiente método, el cual permite utilizar una de las férmulas que se presentan a
continuacion:

4 )
(Valor a reajustar x variacién IPC) + Valor a Reajustar = Valor Reajustado
100

(100 + IPC) x Valor = Valor Reajustado
100

\_ J

Ejemplo N° 13

¢ Cual es el reajuste de $ 23.250 entre el 1° de abril de 1984 respecto al 31 de enero de
1999, siendo la variacion del IPC porcentual de 686,7%?

/ Utilizando la primera féormula, podemos expresar el ejemplo como: \

(Valor a reajustar x variacion |IPC) + Valor a Reajustar = Valor Reajustado
100

23.250 x 686,7 + 23.250 = 182.908

Utilizando la segunda férmula, nos queda:

(100 + IPC) x Valor = Valor Reajustado
100

(100 + 686.,7)x 23.250 = 182.908
100

Donde el reajuste es el mismo obtenido con la férmula anterior. El reajuste es de
$182.908 /

[ Realice ejercicios N° 11 al 13 J
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4. PROBABILIDADES

En estadistica se emplea la palabra experimento para designar todo acto que
proporciona datos, es decir, se denomina experimento a una operacion destinada a provocar
un fendmeno (ejemplo: lanzamiento de un dado), pero, también a una observacion de un
fendmeno real (ejemplo: medir la estatura de un individuo).

En algunas situaciones, la realizacién sucesiva de un experimento, en las mismas
condiciones, produce el mismo resultado, son los conocidos Experimentos Deterministas. A
los fendmenos que se manifiestan en dichos experimentos los llamaremos Fendmenos
Deterministas, como ejemplo de éstos tenemos: la caida libre de los cuerpos (ley de
gravedad) o la formacién de agua a partir de oxigeno e hidrogeno bajo ciertas condiciones.

Pero existen situaciones en las que la realizacion sucesiva de un experimento, en las
mismas condiciones, produce resultados distintos, son los llamados Experimentos Aleatorios.
A los fendmenos que se manifiestan en dichos experimentos, los denominaremos
Fendmenos aleatorios. Son fendmenos de este tipo: el lanzamiento de un dado, la duracion
de la vida de una persona o el rendimiento de una semilla.

En muchas investigaciones cientificas, se realizan experimentos que tienen un
elemento de incertidumbre o cuyos resultados no pueden predecirse con exactitud -
Experimento Aleatorio-, un ejemplo seria tratar de predecir si el proximo nifio que nazca en
Talca sera mujer u hombre.

Ejemplo N° 14

Para hacer mas practico el aprendizaje, para posteriores definiciones se aplicaran en
base a los siguientes ejemplos de experimentos aleatorios:

e.a. 1 | Lanzar una moneda al aire y observar el resultado.

e. a. 2 | Lanzar un dado al aire y observar el resultado.

e.a.3 | El numero de ampolletas defectuosas que se producen en 24 horas
en una fabrica.

e.a. 4 | El numero de accidentes de transito que ocurren en un dia, en un
lugar determinado.

e.a. 5 | El numero de clientes que llegan a un banco entre las 11:00 y las
13:00 horas.

Donde:

ea.n: significa el experimento aleatorio 1, 2, 3,4,06 5



IPLACEX

instituto profesional
Podemos decir que un cierto fendmeno corresponde a un experimento aleatorio si se
verifican las siguientes condiciones:

- Antes de realizar el experimento se conocen todos sus posibles resultados.
Aunque en general no podemos establecer un resultado particular del
experimento aleatorio, si podemos describir el conjunto de todos los resultados
posibles.

- El resultado concreto de una realizacion del experimento no es predecible (este
hecho los distingue de los experimentos deterministas).

- Posee la propiedad denominada regularidad estadistica, esto es wun
comportamiento predecible a largo plazo. Es decir, los resultados individuales
de un experimento aleatorio que se realizan repetidamente, parecen ocurrir en
forma aleatoria o al azar. Sin embargo, si un experimento aleatorio se repite un
gran numero de veces, aparece un patron de seguridad.

- Cada experimento puede ser (en general) repetido indefinidamente, bajo
esencialmente’ las mismas condiciones.

Por ejemplo: Si se lanza una moneda un gran numero de veces, observaremos que,
aproximadamente, la mitad de las veces aparece cara y esto a pesar que cada resultado
individual parece ocurrir de una manera arbitraria e imposible de predecir. Esta regularidad
es la que hace posible construir un Modelo Probabilistico para analizar un experimento
aleatorio.

4.1  Conceptos Basicos
Dado un experimento aleatorio, se denominara Espacio Muestral al conjunto de todos
los resultados posibles de un experimento. Es decir, para cada experimento aleatorio

definiremos un espacio muestral asociado, que es el conjunto de resultados posibles del
experimento aleatorio.

EXPERIMENTO ALEATORIO I§> ‘l ESPACIO MUESTRAL

' Esencialmente no quiere decir igual.
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Ejemplo N° 15

Para los ejemplos anteriores de experimentos aleatorios, presentados en el ejemplo
N° 14, los Espacios Maestrales serian:

e.a. 1 | Espacio Muestral 1

S1 ={c,s}
c: cara, s: sello
e.a. 2 | Espacio Muestral 2

S, ={1,2,3,4,5,6}

e.a. 3 | Espacio Muestral 3
S3={0,1,2,.......... n}

Donde n es el numero maximo de ampolletas que se pueden
producir en 24 horas.
e.a. 4 | Espacio Muestral 4

S4={0,1,2, 0 ceerenn.. N}

Donde n es el numero maximo de vehiculos que circulan en un dia.
e.a. 5 | Espacio Muestral 5

S5={0,1,2,.0ceeeeeeenn, n}

Es el nimero maximo de clientes del banco.

Al asignar a un experimento aleatorio un espacio muestral hacemos una idealizacion o
simplificacion, prescindiendo de resultados raros, como por ejemplo que el dado caiga
apoyado en una arista o en un vértice.

Cada elemento del espacio muestral, de un experimento aleatorio definido, es un
suceso elemental o punto muestral.

Llamamos Suceso a todo subconjunto de elementos muestrales, que denotaremos
como A, del espacio muestral.

Un evento o Suceso Compuesto A, con respecto a un espacio muestral asociado a un
cierto experimento aleatorio, es simplemente un subconjunto de S (Espacio Muestral). Por lo
tanto S (Espacio Muestral) también es un evento y también lo es el conjunto vacio @. En
donde el conjunto @ sera un suceso imposible porque nunca ocurre y S sera un suceso
seguro porque siempre ocurre.
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Ejemplo N° 16

Experimento Suceso Elemental Suceso Compuesto

e.a. 1 Se ={c} Sc ={c,s}
Cae en cara Cae cara o sello

e.a.?2 Se = {1} S.={1,3,5}
Obtener un as (1) Obtener impar

e.a. 3 Se = {10} Sc =1{5,10,15}
Producir 10 ampolletas Producir 5, 10 6 15

ampolletas

e.a. 4 Se = {1} Sc ={3,5}
Que circule sélo un auto Que circulen 3 6 5 autos

e.a.b Se = {3} Sc={2,4,6,8...}
Que lleguen sodlo tres|Que la cantidad de
clientes entre el horario | clientes en el banco a
definido. esa hora sea par.

Ademas, que se dice que el suceso S definido, ha ocurrido, si se observa la ocurrencia
de una (cualquiera) de sus miembros. Luego si se obtienen un tres al lanzar un dado, se dira

que el suceso ocurrid.

CLASE 09

4.2 Reglas de Enumeracion

Para poder determinar el numero de elementos en un espacio muestral es necesario
contar con técnicas que permitan enumerar estos elementos, con lo que se definen las

Reglas de Enumeracion.

i) Regla de la Multiplicacion

Si tenemos A4, Ao, Azyeeennnn. .. ,An acciones o procedimientos distintos que pueden
ser ejecutados de Ky, Ky, ....... ,Kn de manera distintas, respectivamente. Entonces el
numero total de maneras en que se pueden efectuar A; seguido de A, seguido de
As........ , seguido de A, Esta dado por:

4 A

Ki* Ko *Ks ™o *Kn
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Ejemplo N° 17

Supdngase que se desea viajar a Roma pasando por Santiago, Buenos Aires, y el
destino final Roma. Si estos viajes se pueden hacer de las siguientes formas.

A1 Talca / Santiago; Bus, Auto, Tren
A2 Santiago / Buenos Aires; Bus, Auto, Avion
A3 Buenos Aires / Roma; Avion, Barco

Utilizando la regla de la multiplicacion, para enumerar los elementos o sucesos
elementales de este espacio muestral, tenemos que las maneras distintas de hacer el viaje
Talca / Roma serian:

A1 Talca / Santiago; 3 Formas
A2 Santiago / Buenos Aires; 3 Formas
A3 Buenos Aires / Roma; 2 Formas
Por lo tanto:
4 N\
3*3*2=18
. )

Existen 18 formas distintas de hacer el viaje, es decir, 18 elementos muestrales.

La regla de la multiplicacion puede ser presentada por medio de un arbol de
Decisiones. En la figura N°1 se observa el arbol de decisiones para el ejemplo anterior.
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Figura N°1: Arbol de Decisiones para el Viaje Talca — Roma

Santiago B. Aires Roma
<: Avion
Barco
Bus
Avion
Auto <: Barco
Bus Avion Avién
<: Barco
<: Avion
Barco
Auto / BUS
Avion
Talca " \: Auto <: Barco
;2 Avion
Avion
<: Barco
<: Avidn
Tren Barco
Bus
Avion
Auto
<: Barco
Avion Avid
vion
<: Barco
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Ejemplo N°18

Si se lanza un dado, el n° de resultados posibles del lanzamiento del dado es 6.
Supodngase ahora que el experimento consiste en lanzar el dado 10 veces, entonces el n° de
resultados posibles se obtiene usando la regla de la multiplicacién, ya que tenemos 10
acciones cada una de ella se ejecuta de 6 maneras diferentes:

Luego el numero de maneras diferentes de completar estas acciones (numero de
resultados posibles) al lanzar un dado 10 veces, es simplemente 6'°. Algunos de estos
resultados serian por ejemplo:

4 \

1,111, 1) (2,1,1,1,......1) ; ete.

ii) Regla de la Adicién

Supdngase que se obtienen n acciones o procedimientos A4, Ay, ...,An que pueden ser
ejecutadas de K; maneras distintas cada una. Entonces el numero de maneras en que
pueden ser ejecutada la accion A1 o la accion A2 o la accion A, esta dado por K + K,

Ejemplo N° 19

Supdngase que se desea hacer un viaje de Santiago a Buenos Aires y debemos
decidir entre ir en tren, bus, auto o avion. Si hay una ruta de tren, dos rutas de buses, tres de
autos y una de avién, entonces el numero de rutas disponibles para hacer el viaje es:

V4 N
f 1 de Tren \
2 de Bus
3 de Auto
1 de Avion
1+2+3+1 =7
\L Y,

Existen 7 rutas posibles para el viaje de Santiago a Buenos Aires.

[ 55



IPLACEX

) 3 instituto profesional
iif) Permutaciones” y Variaciones

Supdngase que se tiene n objetos diferentes ;de cuantas maneras pueden estos
objetos ser ordenado? Por ejemplo, si tenemos 3 letras (a, b, c) estas pueden ser ordenados
de las siguientes maneras:

(a,b,c) (a,c,b) (c,b,a) (c,a,b) (b,a,c) (b,c,a)

nl=3=123=6

Dado lo anterior, podemos decir que la respuesta es 6.

En general podemos considerar el siguiente esquema: primero se debe ordenar los n
objetos, que es equivalente a ponerlos en una caja con n comportamientos, en un orden
especifico.

(139 [ [ | ]n

El 1°" casillero puede ser llenado de n maneras diferentes, quedando n — 1 objetos
para llenar los n -1 casilleros restantes. El 2% casillero puede ser llenado de n -1 maneras #
y, asi sucesivamente, hasta que el ultimo casillero puede ser llenado de 1 manera.

Asi mismo, el numero de maneras distintas en que se pueden llenar los n casilleros es
de acuerdo con la regla de la multiplicacion, que se expresa de la siguiente forma:

nx(n—1)x(n—2)x(n—3)x ...... x1 =n!

a) Variaciones: considérese nuevamente n objetos diferentes; Pero esta vez, deseamos
elegir r elementos de estos objetos (0 < r < n). Para determinar ese niumero, usaremos
el mismo esquema anterior, pero esta vez nos detendremos cuando el r-ésimo
compartimiento ha sido llenado. Igual que el caso anterior, el 1°" casillero se puede
llenar de n maneras distintas, el 2% casillero se puede llenar de n — 1 maneras
distintas, el 3* de n — 2 maneras distintas, el r° ésimo casillero se puede llenar de n —
(r°-1)=n-r°+1.

2 ¢ De cuantas Maneras se pueden ordenar n objetos?
8 ¢ De cuantas maneras podemos elegir y ordenar o<r < n?
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Luego usando la regla de la multiplicacion tenemos que el procedimiento puede ser

completadoenn(n—=1)(n—=2)............ (n =r° +1) maneras, o bien:
n! = nin-1)(n—-2)......... (n=r°+NH(n-r°)(n—-r°-1)....(1)
(n=ro)! (n-nn=r°-1)..ccooeen.. 1

Ejemplo N° 20

Supdéngase que hay 5 candidatos para ocupar 3 puestos en la federacién de
estudiantes, estos cargos son Presidente, Secretario y Tesorero. De cuantas maneras se
pueden ocupar estos 3 cargos.

51 = 51 = 120 = 60
(5-23) 21 2

iv) Combinaciones’

Considérense n objetos diferentes, esta vez, nos interesa contar el numero de
maneras en que podemos elegir r numeros, de los n objetos, sin considerar el orden, por
ejemplo, si tenemos tres letras (a, b, ¢) y deseamos elegir dos, entonces (r numero = 2) estas
combinaciones serian:

(a,b); (a,c)y (b,c)

Nétese que no contamos el par (b, a) como posible combinacién, ya que esta el par (a,
b), en donde sdlo el orden difiere, pero no las letras. Para obtener una férmula general,
recordemos que el numero de maneras de elegir r objetos de n y permutarlos (ordenarlos)
es:

n!
(n=r)!

! ¢ De cuantas maneras se pueden seleccionar (sin repetir el orden) r objetos de un total de n?
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Sea C el numero de maneras de elegir r objetos de n sin considerar el orden.

Entonces, podemos observar que una vez que los r objetos fueron seleccionados hay r!
maneras de ordenarlos. Luego si aplicamos la regla de la multiplicacién tenemos que:

/n! er\

(n=r)!

Luego,

o L)

Por lo tanto, el numero de maneras de seleccionar r objetos de un total de n, sin
importar el orden es:

n!
(n=n)r!

@)
- =}
1
N
- -}
| —
1

Ejemplo N° 21

Supdngase que hay 5 postulantes para llenar 3 cargos de profesor de estadisticas ¢ De
cuantas maneras puede llenar estos cargos?

r )

Calculos
5 = 5 =12345 =10 5! = 51 =10
3 312y 128312 3!1(5-3)! 31(2!)
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v) Permutaciones

Esta regla de enumeracion, se utiliza cuando no todos los objetos son diferentes. Por
ejemplo, supdéngase que tenemos un total de n objetos, tal que n4, son del tipo 1; ny, son del
tipo2; ............ ; Nk, son del tipo K.

Luego n=nq + ny + ............ +nk. ¢De cuantas maneras se pueden ordenar n
objetos? Para resolver esta pregunta se debe utilizar la siguiente formula:

[EJ L”njj [n}::'nﬂ .............................. m} \

n! =T7)! (A ) o
n1! (n=npt na!(n - 7)1 n3l(n—n4= 3)! bt O]
n!
n1' n2! n3! ................. nk'
n! = n!
n1! n2! rr(n—-r)!

Donde:
nt : r
n2 n-r

La demostracion anterior, quiere decir que las permutaciones son una generalizacion
de las variaciones, lo que demuestra que hay simetria y no importa el orden en que se
coloquen los objetos.



Ejemplo N° 22

Se tiene:

3 Fichas rojas
5 Fichas blancas
7 Fichas negras

¢ De cuantas maneras podemos permutar estas fichas?

...

IPLACEX

instituto profesional

Calculos
n1t = 3
n2 = 5
n3 = 7
n = 15

ST

1*2*3*4*5*6*7*8*9*10*11*12*13*14*15
315! 7!

Lo que equivale a 7!, por lo tanto, la expresion puede quedar reducida en:

/ﬁ* 8*9*10*11*12*13*14*15
315171

259459200  360.360
(6) (120) ~

Podemos presentar estas fichas de 360.360 maneras diferentes.

[ Realice ejercicios N° 14 al 19 ]
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CLASE 10
4.3 Definicion Axiomatica de Probabilidad

Historicamente, el concepto de probabilidad se introdujo a partir de el concepto de
Frecuencia, recordemos dicha definicién:

f Realizando el experimento n veces, llamamos Frecuencia absoluta del suceso A al\
numero de veces que éste se presenta, y lo denotamos por na. Denominamos
Frecuencia relativa de dicho suceso al cociente entre su frecuencia absoluta y el numero
de experimentos. La frecuencia relativa no es mas que la medida relativa y empirica de la
ocurrencia de un suceso; relativa en cuanto a que viene dada por una porcion, y empirica
en cuanto a que contabiliza hechos ya acontecidos.

L J

Esta definiciéon, hoy en desuso, no es operativa ni congruente con el concepto
matematico de limite (no es posible lanzar una moneda una infinidad de veces, el limite no es
calculable analiticamente, y ningun limite se puede calcular experimentalmente), pero
consigue dar una idea intuitiva de lo que se pretende al definir la probabilidad de un suceso.

A continuacion, se presenta la definicion axiomatica de probabilidad, que introdujo el
matematico ruso Kolmogorov en 1933, con la que se trata de dar una medida relativa y
tedrica de la ocurrencia de un suceso.

4 A

Sea un espacio probabilizable S,. Se conocera como probabilidad sobre a a una
L aplicacion p, de a en los numeros reales.

La definicion anterior, verifica las siguientes propiedades:
1. p(A) 2 0 paratodoA € Q.
2. p(S) = 1, que se denomina suceso seguro.

3. p(U°°i=1 A= Zwi=1 p(A ) para toda la coleccion infinita numerable de sucesos A; de
a . Si los sucesos son mutuamente excluyentes.
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Por dicha aplicacion, la definiciéon de probabilidad puede resumirse en:

p: a — R

Asociamos a todo suceso A un numero real,
p(A), que es la probabilidad de dicho suceso.

De manera de clarificar aun mas esta definicion, se definiran algunos conceptos
abordados en las propiedades de probabilidad, los que incluyen conceptos de matematica
elemental.

a) Sucesos Mutuamente Excluyentes

Dado dos sucesos A y B de un espacio muestral S, éstos son mutuamente
excluyentes:

Siy solo si A N B = @ (0 conjunto vacio)

Es decir, la intercepcién (N) entre estos dos espacios maestrales es vacia.

b) Sucesos Mutuamente Excluyentes y Exhaustivos

Dos Sucesos Ay B son mutuamente excluyentes y exhaustivos:

Siy solo si
i) ANB=0 (Excluyentes)
i) AUS=S (Exhaustivos)

4 s )
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A continuacién, se presenta la demostracion de las propiedades explicadas
anteriormente, que son abordados por los matematicos como Teoremas de Probabilidad.

e Teorema 1: si @ es el conjunto vacio, entonces P(J) =0
Demostracion:
Sea A un evento cualquiera en un espacio muestral S. Luego A y @ son excluyentes

(AN =0),porlotanto, A = A U @y en consecuencia por la propiedad numero 3 tenemos
que la probabilidad del suceso A:

r N\

P(A) = P(A U 0) = P(A) + P(0) => P(@)=0

Nota: si P(A) = 0 no podemos, en general, concluir que A = &, ya que es posible
asignar una probabilidad cero o aproximadamente cero a un evento que puede ocurrir
aunque sea muy poco probable. Ademas, vale la pena recordar que el conjunto vacio
representa un suceso imposible.

e Teorema 2: siA es el complemento de A, entonces P(A)=1—P (A)

Demostracion:
A S s= AUA (Ay A son excluyentes y exhaustivos)
ANA=0

P(S) = P(A U A)

Por la propiedad numero 2, se tiene que P (S) = 1, conocido como el suceso seguro, y
por la propiedad numero 3, tenemos que:

P(AUA)=P(A) + P(A)
Luego,

P(S)=1=PAUA)=PA)+P(A)

P(A)=1-P(A)
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e Teorema 3: si Ay B son dos eventos cualesquiera (no necesariamente excluyentes),
entonces: P(A U B) =P(A) + P(B)— P(A N B)

Demostracion:

AUB=AU(ANB)

ANB

Luego **

(A U B) = P(A) + P (B N A), que resulta de la propiedad numero 3. Pero
B=(ANB)U(ANB)q

ue son conjuntos excluyentes, entonces:
P(B)=P(ANB)+P (ANB) , y
P(ANB)=P(B)-P(ANB)
Por lo tanto, reemplazando este ultimo resultado por la ecuacion **, se tiene:
P(AUB)=P(A) + P(B)- P(AN B)

llustremos este teorema por medio de un ejemplo, para 3 eventos cualesquiera A, B y
C, tenemos:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+PC)-P(ANB)-P(BNC)-P(ANC)+P(ANBNC)
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SeaA’= AUB,Luego P(AUBUC)=P (A"UC)y por el Teorema 3,

P (A) +P (C)-=P(A N C)

P (AUB) + P(C)-P((A UB) N C)

P(A) + P(B) + P(C) - P(ANB) - P(AUB) N C)
>P(ANC)U(BNC)
>(P(ANC)+PBNC)-PANBNC)

P(A)+P (B)+ P(C)-P(ANB)-P(ANC) -P(BNC)+ PANBNC)

. C .
e Teorema 4: si A " B, es decir, el suceso A es complemento del suceso B, entonces

P(A) < P(B)
Demostracion:
5
B
B=AU (B NA), conAyBN A excluyentes
P(B)=PAU (BNA)=PA)+PBNA)
Donde:

P(BNA)20, porlo tanto:
P(A) + P(B N A) = P(A)

CLASE 11

5. ASIGNACION DE PROBABILIDADES

La definicién que hemos dado de probabilidad nos da ciertas reglas que debe cumplir
la asignacion de probabilidades, pero nos dice como asignarlas a distintos eventos, para ello
debemos aclarar el concepto de probabilidad e indicar de antemano que no existe un
significado uUnico y que diversas interpretaciones son apropiadas para distintas
circunstancias.
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A continuacion, se discutiran las formas de asignar probabilidades:

Probabilidad Subijetiva: en este caso, se habla del grado de credibilidad que una persona
pone en la ocurrencia de un determinado suceso, lo que constituye una evolucion
subjetiva. De esta forma, por ejemplo, si se considera equitativo aportar m pesos contra n
pesos a un cierto suceso A, entonces se le esta asignando una probabilidad de:

m+n

Ejemplo N° 23

Si apostamos $ 800 contra $ 200 a que A le gana B entonces:

i)

ii)

P(AganaaB) = 800 = 0,8
800 +200

Probabilidad como Frecuencia Relativa: en este caso, la probabilidad de un evento, se
define como la proporcion de veces que ocurre el evento en una larga serie de
experimentos que se repiten, esencialmente, bajo ciertas condiciones. Por ejemplo, al
decir que la probabilidad de un cierto articulo resulte ser defectuoso es 0,05; significa que
dentro de un gran numero de articulos producidos un 5% son defectuosos.

Principio de los Sucesos Igualmente Probables: el criterio mas comun para asignar
probabilidad se basa en el principio de los sucesos igualmente probables, segun el cual,
cada punto muestral en su espacio S tiene igual probabilidad de ocurrir. Asi, para asignar
probabilidades seguimos el siguiente procedimiento.

a) Reconocer el espacio muestral: debemos determinar el espacio muestral S o el
conjunto de resultados posibles del experimento aleatorio. Para ello puede ser
preciso usar las reglas de enumeracion, ya abordadas. Por ejemplo, para el
experimento aleatorio de lanzar una moneda 3 veces tenemos el siguiente
conjunto de resultados o espacio muestral:

4 \

S = {ccc, ccs, csc, scc, Ssc, SCS, €SS, SSS}
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En este caso, el numero de puntos muestrales en S se puede calcular usando la
regla de la multiplicacidn. Al lanzar la moneda tiene dos posibles resultados, por lo

tanto:

a

&

2x2x2=2%=8

N

/,

b) Definir el suceso: el paso siguiente, consiste en definir el suceso al que queremos
calcular la probabilidad. Por ejemplo, definamos bajo la consideracion del evento
A, que al menos dos caras resultan al lanzar las 3 monedas (0 una moneda tres

veces)

‘e

A: {ccc, ccs, csc, scc}

2\

Luego, como podemos observar existen cuatro puntos muestrales en A.

c) Calcular la probabilidad del suceso: como suponemos que los puntos muestrales
son equiprobables (0 sea igualmente probables), entonces la probabilidad del

suceso A, P(A), es:

\_

Para el ejemplo, tenemos:

f

L

Vs N\
/ P(A) = n°de puntos muestrales en A )
n° de puntos muestrales en S
= n°de casos favorables a A
n° de casos posibles
J
\
PA)=4 /8 =1/2 =05
P(A) = n°s. de casos favorables a A
n°s. de casos en S
J
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Ejemplo N° 24
Se tiene un grupo de 7 hombres y 8 mujeres ¢ cual es la probabilidad de elegir?
a) A 2 hombresy a2 mujeres,

b) A 2 hombres o a 2 mujeres,
c) A 4 personas del mismo sexo.

a) A: se eligen 2 hombres y 2 mujeres de entre 7 hombres y 8 mujeres.

7|8 7! 8
(4)= n°de casosen A _ {2}{2} _ 2151 el _ 588
n°decasosen S 15 15! 1365

{4} 4111

=043

La probabilidad es de un 43%.

b) B: se eligen 2 hombres o 2 mujeres de entre 7 hombres y 8 mujeres.

{8}{7} 87
o ~ ~ 74_7
P(B):n decasosenB: 2]12]_ 26! 2;5!:49 046
n°de casosenS lj 15! 105
2 2113!

La probabilidad es de un 46%.

c) C: se eligen 4 personas del mismo sexo de entre 8 mujeres y 7 hombres.

HHIE:
P(C)—n decasosenC _|[4]l4] 414 _ 105

— = =0.0769
n° de casosen S {15} 15! 1365

4 411

La probabilidad es de un 7%.
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Nota: recuerde, que en el caso a se pide la probabilidad de elegir 2 hombres y 2
mujeres, por lo tanto, la union de conjuntos se multiplican los numeros de casos. Para, los
casos b y c, se trata de intercepciones representadas por la letra o, ya sea de 2 hombres o 2
mujeres, y 4 personas del mismo sexo (ya sean 4 hombres o0 4 mujeres); en estos casos los
numeros de casos posibles se suman.

[ Realice ejercicios N° 20 al 26 J

51 Probabilidad Condicional

Para una mejor comprension de este tdpico, desarrollemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo N° 25

Supongase que en una fabrica se produce un lote de 100 articulos, de los cuales 20
estan fallados y 80 se encuentran sin fallas. Un supervisor de calidad elige 2 articulos de este
lote, de dos maneras distintas:

a) Con reposicion
b) Sin reposicién

/ Definamos los siguientes eventos, N

A: {1°" articulo fallado}
B: {2% articulo fallado}

En el caso, que se eligen los articulos con reposicion entonces, la probabilidad que
ocurra el suceso A es:

{20} 20!
Lty e 20,

P(A)= = =—=
(#) 100] 100 " 100
1| 1199

\KLa probabilidad que ocurra el suceso A es de un 20%. /
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aNeEr )

1119!
P(B)= = = =0.2
( ) [100} 100 100

1 11 99!

La probabilidad que ocurra el suceso B es de un 20%, igual que la p(A), porque es
con reposicion, por lo tanto, lo tomo y luego lo devuelvo al lote.

En el caso contrario, que se elige sin reposicion, entonces:

P(A) = 0,2

K P(B)="? 2 Cual es la probabilidad de B? /

Para calcular la probabilidad de B, debemos conocer la composicion del lote al
momento de elegir el 2°° articulo. Esto es, debemos saber si A ocurrié o no.

Si llamamos A y B a dos eventos asociados con algun experimento aleatorio, entonces
denotaremos por P(B/A) a la probabilidad condicional del evento B dado el evento A.

La probabilidad condicional quiere decir que, dado que el evento A ocurrid, cual es la
probabilidad de que ocurra el evento B.
Ejemplo N° 26

Para explicar como desarrollar la probabilidad condicional, continuaremos con el
ejemplo anterior:

f Calculos: \

19!
19! 11 18! 19
P(B/A) = — = = =0.191191
99! 991 99
11 98!
\Kl_a probabilidad de que ocurra el suceso B es de 19,2%, dado el evento A. j

Como se puede observar, ya que si A ocurri6 quedan solamente 19 articulos
defectuosos de un total de 99 articulos.
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Toda vez que se calcula la probabilidad condicional de P(B/A), esencialmente, se esta
calculando la probabilidad de ocurrencia del suceso o evento B, P(B), pero con respecto al
espacio muestral reducido A, en vez de considerar el espacio muestral original S.

Lo anterior, se puede visualizar por medio de un diagrama de Venn:

Cuando se calcula la probabilidad de B, P(B), estamos preguntando cuan probable es
que ocurra el suceso B sabiendo que estamos en S, y cuando calculamos la P(B/A), nos
preguntamos cuan probable es que ocurra en B, sabiendo que ocurrio A, es decir, el espacio
muestral original S, se redujo a A.

Entonces, si se resume la definicion de eventos equiprobables, se tiene que la
probabilidad de un evento cualquiera C, es:

N n°s de casos en C
P(C) = =
n n°s de casos en S

Si volvemos al diagrama de Venn, tenemos que refiriéndonos al espacio muestral
reducido a A:

4 N
Nans NANB/N P(A N B)

P(BIA) = = =
na nA/n P(A)

Este resultado intuitivo motiva la siguiente definicion:

P(A N B)
PAB) = —— |, siP(A)>0

\_ w J
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Para calcular P(A/B), podemos utilizar dos métodos:

a) Directamente considerando la probabilidad de B con respecto al espacio muestral

reducido, A, o

b) Usando la definicién, donde P(A) y P(A N B) han sido calculados con respecto al

espacio muestral original S.

CLASE 12

5.2 Regla de Multiplicacion de Probabilidades

A partir de la definicion de probabilidad condicional, surge un nuevo concepto
estadistico, que se basa en la regla de multiplicacion de probabilidades, denominado

Particion.
Vs N
4 Recordemos que: )
P(A N B) = P(A/B) P(B) ,o
P(A N B) = P(B/A) P(A)
L )
Definicién de una Particion: se dice que los eventos B4,Bo,............. Bk representan

una particion de un espacio muestral S, si se cumplen las siguientes condiciones:

a) BNB; = 0 V i #] (paratodo i distinto de j)
k

b) EJ1 Bi = BiUByU.............. UBkx =S

c) P(B)>0 Vi (paratodo i)
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Lo que se representa en el siguiente diagrama de Venn:

4 h

B1 Bz =

B B4
B&

\_ /

5.3 Teorema de la Probabilidad Total

Sea A un evento cualquiera con respecto a un espacio muestral S y sea By, B,,....... Bk
una particion de S, entonces podemos decir que:

A=(ANB)UANB)UMANB)UMANBL).cceeen.... (A N By)

e
— ——

Uno de estos puede ser @

Podemos tener algunos conjuntos A N B; = @, esto no invalida el resultado. Lo
importante, es que todo estos eventos AN B ANB; ........... , A N Bx son mutuamente
excluyentes, por lo que podemos escribir:

4 A

P(A)=P(ANB) +PANB) +.ooveeen +(P(A N By)

Pero, cada término es igual a P(A N B;) = P(A /B;) P(B;), entonces al reemplazar queda:

P(A) = P(A/B1) P(B1) + P(A/By) P(B2) + ... + P(A/By) P(By)
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Ejemplo N° 27

Retomando el ejemplo de la fabrica que produce 100 articulos por lote, de los cuales
20 articulos salen fallados y 80 sin fallos.

Sea: A = {1*" articulo fallado}, y
B = {2% articulo fallado}

Calculo:
20 1 80 4
PA) = — =— PAA) =— = —
100 5 100 5
Donde:
P(A N B) 19 1
P(B/A) = = = —
P(A) 99 5
P(B) =7
A S ANA= O
AUA=S )
P(A)y P(A)> 0
A
Por lo tanto:
B=(ANB)UANB)
P(B)=P(ANB)+P(ANB)

P(B) = P(B/A) P(A) + P(B/A) P(A)

=19 x 20+20 x
99 100 99

= 19+ 80 =>99 => 0.2=20%
495 495 495

4
5
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5.4 Teorema de Bayes

Sea By, By,........... , Bk una particion de un espacio muestral S, supongase que se
desea calcular P(Bi/A), para cualquier B; y cualquier evento A en S el Teorema de Bayes
establece que:

4 )
P(A/B;) P(B;)
P(Bi/A) =
k
Z P(A/B;)) P(B))
L Y
Demostracion:
a PANB) ,i=12...k )
P(B/A)= ——
P(A)
P(A/B;) P(B))
P(A)
\L Y
Como B4,B,,......... Bk es una particion de S y A es un evento o suceso en S;
4 N\
A= ANB)UANB)U ..., U (A N By)
\ /

Y por teorema de probabilidad total

4 k )

P(A) = P(A/B)) P(B1)+........... P(A/By) P(Bk) j==1 > P(A/B)) P(Bj)
Luego:
P(A/B;) P(Bj)
P(B/A)= <
2 P(A/B)) P(B))
\ IR Y
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Ejemplo N° 28

Supdngase que un fabricante tiene 3 maquinas X, Y y Z que producen tornillos. Se
sabe que el 5% de los tornillos producidos por la maquina X son defectuosos y que la
maquina Y y Z producen un 10% y un 15% de tornillos defectuosos, respectivamente. Los
productos de las tres maquinas se mezclan de manera que no es posible distinguir de qué
maquina provienen los tornillos, pero se sabe que las 3 maquinas tienen igual capacidad y
funcionan al mismo ritmo de produccién. Al tomar un tornillo al azar, se encuentra que éste
es defectuoso ¢ Cual es la probabilidad de que provenga de la maquina Y?

Se tiene que:

X: {articulo proviene de la maquina X}
Y: {articulo proviene de la maquina Y}

Z: {articulo proviene de la maquina Z}
D: {tornillo defectuoso}
Se busca: P = (Y/D) = ?, ahora sabemos que P(X) = P(Y)=P(Z) =1 /3, pues
tienen igual capacidad y ritmo productivo.
Ademas, conocemos las probabilidades de:
P(D/Y)=0,1 (probabilidad de que la maquina Y produzca un tornillo
defectuoso)
P(D/X)=0,05 (probabilidad de que la maquina X produzca un tornillo
defectuoso)
P(D/Z)=0,15 (probabilidad de que la maquina Z produzca un tornillo
defectuoso)
Por lo tanto:
P(YN D)
P(Y/D)=
P(D)
P(D/Y) P(Y)
P(D/X) P(X) + P(D/Y) P(Y) + P(D/Z) P(Z)
0,1x0,3 = 01 = 1
0,05x0,3+0,17x0,3+0,15x0,3 0,3 3
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4 )

La probabilidad que el tornillo provenga de la maquina Y es de 33%.

P(Y /D)= 1—P(Y/D)=1- (1/3) =2/3

Representa la probabilidad de que el tornillo defectuoso no provenga de la
maquina Y.

\L J

[ Realice ejercicios N° 27 al 30 ]
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CLASE 01
1. VARIABLES ALEATORIAS

En unidades anteriores, se analiz6 un modelo mediante el concepto matematico de
probabilidad, con el fin de describir las regularidades estadisticas de los fendmenos o
experimentos aleatorios. Siguiendo en la misma linea de modelizacién de comportamiento de
estos fendmenos, se expresan sus posibilidades o resultados en forma numérica.

En la mayoria de los casos, resulta natural atribuir un numero a cada resultado de un
experimento. Por ejemplo, si este consiste en lanzar al aire un dado ordinario, al suceso “sale
17 le asignamos el numero 1; si el resultado “sale 2" le asignamos el numero 2, y asi,
sucesivamente.

En otros casos, la forma de atribuir niumeros a los sucesos de un experimento es
convencional. Por ejemplo, al observar el sexo de un recién nacido, podemos asignar un
namero “a” cualquiera al resultado masculino y otro “b” (donde b # a), al resultado femenino.
Sin embargo, en este tipo de experimentos, por razones de simplicidad, conviene asignar a
estos resultados los valores que respondan de la forma mas simple al analisis de dichos
experimentos. Asi, en el ejemplo anterior, asignaremos a los resultados masculinos y
femeninos los valores 0 y 1, respectivamente.

Cada vez que atribuimos a los resultados de un experimento numeros reales, lo que
hacemos es considerar una funcién cuyo dominio es el espacio muestral y cuya imagen es
un determinado subconjunto de la recta real (si se pone atencion, nos damos cuenta que
estamos utilizando conceptos matematicos).

Esta funcion es una variable aleatoria o variante. Asi pues, una variable aleatoria
relativa a un experimento es una funcién que asigna a cada suceso elemental un punto de la
recta real.

Aunque, si el experimento es compuesto, es posible asignar mas de un numero a
cada uno de los resultados posibles, con lo anterior, nos referimos en lo sucesivo al caso
particular de que cada resultado venga expresado exclusivamente a las variables aleatorias
unidimensionales.

La nocién de variable aleatoria que acabamos de introducir necesita ser precisada,
para que matematicamente proporcione una herramienta util en las aplicaciones estadisticas
a abordar.

Se debe sefalar, que cada variable aleatoria asociada a un experimento, toma cada
uno de sus valores con una probabilidad inducida por la aleatoriedad del fendmeno a que
hace referencia. Esto quiere decir, que la probabilidad de un suceso debe tener la adecuada
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trascripcion al campo numérico que contiene la imagen1 de la variable. Cuando el espacio
muestral es finito o infinito numerable, dicha trascripcion es posible sin mas que exigir que la
pre-imagen de cualquiera de los valores que toma la variable.

Ocurre que son frecuentes también los fenbmenos cuyos sucesos elementales no son
numerables, como sucede, por ejemplo, al medir la longitud de un determinado tipo de
tornillo. En estos casos, el interés se centra no en el valor exacto del resultado, sino en que
este se encuentre o no comprendido entre dos numeros fijados de antemano.

Para el ejemplo anterior, lo util en la practica es poder determinar con que frecuencia o

con que probabilidad la longitud X del tornillo verifica 0 no una relacién del tipo:

a<Xsb, obien Xel]a,b]

En donde a y b son dos numeros reales prefijados. Para transcribir las probabilidades
de los sucesos en el caso de un espacio muestral no numerable, debe exigirse igualmente a
la variable que la pre-imagen de cualquier intervalo ]a ; b] sea un suceso del experimento
que describe.

Puesto que cualquier intervalo de ]a, b] puede ser expresado como:
] a, b] = ] -, b]’ M ] =%, a]C

Este indica el conjunto complementario respecto de R del intervalo ]-~, a], es
suficiente imponer a la variable el que la pre-imagen de cualquier intervalo del tipo (-, x] sea
un suceso.

Es posible generalizar, la anterior nocién de variable aleatoria, como sigue:

/ \\

Sea (Q, a) un espacio probabilizable, en donde o es un algebra (de sucesos) del
subconjunto de Q (espacio muestral). Una aplicacion X: Q —R es una varhble aleatoria’
si para todo numero real x, se tiene:

X%, x] € a

\. J

! Imagen de la variable es lo que se proyecta en el eje vy, y la pre-imagen es lo que se proyecta en el eje x.
2En general, se define la variable aleatoria como una aplicacién medible de (Q, a) en (R, ,B ), siendo o una o-algebra de

sucesos (cerrada para la unién numerable), R el conjunto de los numeros reales y ,3 la o-algebra generada por
complementacion y reunion numerables de los intervalos reales ]--,b] (o-algebra de Borel).
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Ejemplo N° 1

Consideremos, el espacio muestral relativo al experimento de lanzar al aire un dado
ordinario, y el algebra o formada por los sucesos:

a) Imposible (9)

b) Seguro (Q)

c) “sale par”

d) “sale impar”

Lo que se denota como:
Q={1,2,3,4,5, 6}; Espacio muestral
a={d, Q, {2, 4,6} {1,3, 5)} Algebra de sucesos

La aplicacion de Q (espacio muestral) en R, que se denota como X (variable aleatoria),
tal que:

0 siw=246
X(w) =
1 siw=1,35

Es una variable aleatoria, pues X' ]-=, x] =@ € a, six <0; X" ] -%,x] = {2, 4, 6} € a, si
0sx<1,yX']-=,x]=Qea,six=1.

Sin embargo, la aplicacion de Q en R, X, tal que X(w) = w, w= {1}, {2}, {3}, ..., {6}, no
es una variable aleatoria sobre (Q, o), ya que, por ejemplo, X' ]-=,4] = {1, 2, 3, 4] = {1, 2, 3,
4} ¢ a.

Cuando o =P (Q), toda aplicacién de Q en R, sera una variable aleatoria, pues para
toda x, X' -=, x] es siempre un subconjunto de Q (espacio muestral), es decir, un elemento
(suceso) de P(Q) (probabilidad de estar en el espacio muestral).
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1.1 Propiedades de la Variable Aleatoria

Para que X sea una variable aleatoria, se debe verificar que cumpla con las
siguientes propiedades:

a. La pre-imagen por X del conjunto vacio es el suceso imposible. Esto se denota como:
X1 (@) = @.

b. La pre-imagen por X de R es el suceso Seguro, lo que se denota como:

X" (R) = Q.

c. La pre-imagen por X del intervalo | (en el ejemplo n° 1 “sale par”) es el suceso A,
entonces, la pre-imagen del intervalo |° (complemento del intervalo |, en el ejemplo
n°1 “sale impar”) es el suceso contrario de A.

d. La pre-imagen por X de la unién de intervalos es la unién de los sucesos que son pre-
imagen de cada uno de dichos intervalos. Entonces:

(Ul U uly) = X))o X L)|u o )=
=AUA U..UA,

CLASE 02

1.2  Ley de Probabilidad de una Variable Aleatoria

Una variable aleatoria es un numero que depende del resultado de un experimento
aleatorio. Lo que esta en juego es la localizacion de este numero: determinar cuales son las
posibilidades de caer en tal o tal parte de R. Esta localizacion conduce a asociar a toda
variable aleatoria una ley de probabilidad sobre R.

Se llama ley de la variable aleatoria X a la ley de probabilidad Py sobre R, definida
para todo conjunto A de R por:

Px(A) = P(Xe A)
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En la practica nos olvidamos de la codificacion inicial en eventos y la ley de

probabilidad P sobre Q, para quedarnos finalmente con la ley Py sobre R. Si solamente

observamos una variable aleatoria X, podremos considerar que los eventos son los valores
reales que ella puede tomar y dotar a este conjunto de la ley de X.

Por razones de modelado y también por comodidad matematica, consideramos dos
tipos de variables aleatorias: las variables aleatorias discretas, que solamente toman un
numero finito o numerable de valores (en general valores enteros) y las variables aleatorias
continuas que pueden tomar, a priori, cualquier valor en un intervalo de numero reales. Esta
diferenciacion corresponde, por supuesto, a la que ya se consideré para las leyes de
probabilidad.

Sea X la variable aleatoria que describe al experimento E, y sea Q el espacio muestral
relativo a E. Para cada Subconjunto A = ]-», x], de R, se tiene que:

X (A)=lweQ/X(w)e Al
Es un suceso del experimento

Por tanto, la probabilidad P establecida en P(Q) puede ser transcrita a la clase S

generada por la reunion (finita o numerable) y la complementacion de intervalos del tipo ] -
« Xx], definiendo en £ la probabilidad siguiente:

P (A)=P{X(w)e A} = P{x _1(A)}

Para cada x € R, la probabilidad P, (-o0,x]=P, {X(w)< x} suele expresarse, por un
abuso del lenguaje, como:

7 \

P{X ()< x} o, brevemente, como P(X < x)

Esta probabilidad es una funciéon de x, F(x), llamada funcién de distribucion de la
variable X:



http://www.math-info.univ-paris5.fr/~ycart/emel/lexique/va_discrete/va_discrete.html
http://www.math-info.univ-paris5.fr/~ycart/emel/lexique/va_continue/va_continue.html
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Ejemplo N° 2

Suponga que se realiza un experimento, que consiste en sefialar al azar un punto del
segmento [0, 1], donde S es la clase de subconjuntos antes descrita. La variable aleatoria X:

[0, 1] —R, tal que X tiene como funcién de distribucion:

4 )

0 six<o0

F(x)=4x si 0<x<l1
1 sixx1
L j

En este punto, podemos hacer el siguiente analisis: del mismo modo que las
probabilidades de los sucesos de un experimento constituyen el modelo tedrico de las
correspondientes frecuencias relativas, y la variable aleatoria el de la variable estadisticas, la
funcion de distribucion lo es de las frecuencias relativas acumuladas (Observe Cuadro N° 1).

Cuadro N° 1: Comparaciéon Funcién de Probabilidad — Variable Aleatoria

Variables Aleatorias Teoria de Probabilidad
Variable Aleatoria X X1, X2, X3, ... Xn Variables Estadistica
Probabilidad de un Px(A) = P(Xe A) Frecuencia Relativa

suceso
Funcion de Distribucién F(x) =P (X=x) Frecuencias Acumulada

La funcion de distribucion determina la ley de probabilidad de la variable aleatoria,
pues si se conoce F(x) pueden hallarse las probabilidades de que X tome valores entre dos
numeros reales x4, Y X2 (X1 < X2) cualesquiera. En efecto, los sucesos (X < x1) y (X1 < X £ x2)
son mutuamente excluyentes y tales que (X < x4) U (Ia unién) (x; < X £ x3) = (X < xg), por
tanto:

P(X <x1)+P(x; < X <xy)=P(X <xy)
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En donde:
4 N\
P(x; < X <X5)=P(X <x5)=P(X <x)=F(xy)-F(x)
\ V)
1.3  Propiedades de la Funcion de Distribucion

La funcién de distribucion, F(x), de una variable aleatoria tiene las siguientes

propiedades esenciales:

a. F(x) es no decreciente. Para cada par de numeros reales x1, x2 tales que x1 < x2, se
tiene que F(x2) — F(x1) = P(x1 < X =x2] 2 0, esto es, F(x1) < F(x2).

b. F(x) es no negativa y lim yx_,... F(x) = 0, lim x_,.. F(x) = 1. F(x) es no negativa pues
representa una probabilidad. Por otra parte, como admitimos que X(w) < <, cualquiera
que sea w € Q (espacio muestral), lim 4 ,.. F(X) y lim x.:+. F(X), expresan la
probabilidad de que X no tome ningun valor finito y que tome cualquier valor finito,
respectivamente, verificandose entonces:

7 R
[imFX)=F(-0)=p@)=0 y [imf(X) =F(+wo)=pQ)=1
L X—>—00 X—>—0 )

c. F(x) es continua por la derecha. La continuidad de F(x) por la derecha se deduce de
que, siendo F(x +¢) - F(x) = P(x< X < x +¢), se tiene:

r 3\

lim [F(x + &)]= lim {F(x)+ P(x< X <x+¢&)}=P(X < x)+ P(X =x)=F(x)
0 e—0
. )
Sin embargo, F(x) no siempre es continua por la izquierda. En efecto, ya que
F(x) — F(x — €) = p(x — € < X £ x) para todo numero real € > 0, se tiene tomando
Limites:
7 N
lim [F(x—¢)]= lim {F(x)-P(x—e < X <x)}=P(X <x)=P(X =x) = F(x) - P(X = X)
e—>0 e—>0
\ )

0 Instituto Profesional Iplacex
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Con lo que F(x) es discontinua por la izquierda si P(X = x) > 0, presentando la

funcién un salto de longitud p(X = x). Reciprocamente. Si F(x) es continua en x = Xo,
entonces, P(X = xp) = 0.

CLASE 03
2. TIPOS DE VARIABLES

A modo de reforzar el concepto de variable aleatoria, retomaremos este tépico con un
ejemplo.

Ejemplo N° 3

Supongamos un experimento aleatorio, que consiste en lanzar, de manera ordenada,
tres monedas al aire, para observar el numero de caras (c) y sello (s) que se obtienen, el
espacio muestral asociado (QQ) a dicho experimento aleatorio seria:

4 )

Q = (ccc, css, scs,ssc, €CS, SCC, CSC, SSS)

Podemos observar, que en este espacio muestral los resultados posibles no son
numéricos. Sin embargo, en estadistica resulta mas facil utilizar valores numéricos en lugar
de trabajar directamente con los elementos del espacio muestral.

De esta forma, se identifican los posibles sucesos:
- ‘“una cara obtenida al realizar el experimento” (suceso A)
- “tres caras obtenidas al realizar el experimento” (suceso B)
- “dos caras obtenidas al realizar el experimento” (suceso C)
- “cero cara obtenida al realizar el experimento” (suceso D)

De este modo aparece el concepto de Variable Aleatoria, que se denota como:

= )

X Q —» R
A F—> XA)=xa
B > X(B)=xs
C > X(C)=xc
D > X(D)=xp
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En donde se le atribuye un unico numero real (xa) a cada suceso elemental (A), del
espacio muestral (Q) definido para la variable aleatoria en estudio.

Por lo tanto, para nuestro ejemplo se define la variable aleatoria como:
X : numero de caras obtenidas al realizar el experimento

Definiendo un niumero a cada posible suceso, se tiene:

I
—

Suceso A:  X(css) = X(scs) = X(ssc)

Suceso B : X(ccc) = 3
Suceso C: X(ccs) = X(scc) = X(csc) = 2
Suceso D : X(sss) = 0

Una vez que el alumno ha comprendido el concepto de variable aleatoria, a
continuacion, se segregara en dos tipos de variables aleatorias, las cuales seran abordadas
en forma separada.

2.1 Variable Aleatoria Discreta

La variable aleatoria discreta es aquella que solo puede tomar un numero finito o
infinito numerable de valores. Es decir, sea (Q, a , p) un espacio probabilistico y X una
variable aleatoria definida en él, decimos que ésta es una variable aleatoria discreta si el
conjunto:

X (Q) =9 X(w), para todo w e Q }

Es finito o infinito numerable

Las caracteristicas de este tipo de variables nos van a permitir definir una nueva
funcion mas operativa que la funcion de distribucion.
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Sea X una variable aleatoria discreta, donde su funcion de probabilidad es una
aplicacion de:

R R , definida como

fx (X) =p(X =x) paratodoxeR

Podemos observar, que si X(Q) es el conjunto (x4, X2, X3, ..., Xp), la funcion de
probabilidad toma los valores:

fx X)=p(X=x) parai=123,...n
y es igual a cero para el resto de los numero reales

Buscando una mejor visualizaciéon de la distribucion, la representacion de la funcion de
probabilidad se realiza sélo para los puntos en los que toma los valores no nulos. Lo que se
presenta en el cuadro N° 2.

Cuadro N° 2: Funcion de Distribucion de Probabilidad Para una Variable Aleatoria

4 )

S (%) ?

X1 X2 X3 Xn

N\ J

La funcion de probabilidad (fx (x)), en cuya notacion omitiremos el subindice x , es
decir, por abuso de lenguaje se denota como f (x); permite calcular las probabilidades para
una variable aleatoria discreta.
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Ejemplo N° 4

Un fabricante de tornillos afirma que el 5% de éstos son defectuosos. Supongamos,
que disponemos de una caja de 100 unidades, estudiamos la variable aleatoria X: numero de
extracciones hasta encontrar el primer tornillo defectuoso.

Clave: es evidente que debemos recordar, que los resultados dependeran de que
devolvamos, o0 no, a la caja el tornillo extraido.

Caso: las extracciones se realizan con reemplazo.

X = sacar el tornillo defectuoso (X =1)
D, = es la probabilidad de que el tornillo que salga sea defectuoso (0.05)
Dk = es la probabilidad de que el tornillo que salga no sea defectuoso (0.95)

La variable aleatoria toma como valores posibles todos los numeros naturales, con la siguiente
funcién de probabilidad:

f(1)=p(X=1)=p(D4)= 0.05

En el segundo suceso, resulta que el primer tornillo no sale defectuoso con una probabilidad de
0.95 (que resulta por complemento de la probabilidad de que si salga defectuoso). Por lo tanto, la
funcién de probabilidad se denota como:

f(2)=p (X=2)=p (D4Dy) = 0.95*0.05

De esta forma, podemos expresar la funcion de probabilidad, donde D; indica el suceso de
obtener un tornillo defectuoso en la extraccion i-ésima, y en general:

F(k)=p (X=k)=p (DiD... Dx.1 D) = 0.95*0.95*....0.95%0.95* 0.05

— _/

gl
f(k)=p (X=k)=p (DiDy... Dx.1 Dx) = 0.95¢"0.05

Comprobemos que f es una funcién de probabilidad. Obviamente, 0 = f(k) <1 y, ademas:
> f(k) = ¥0.05%0.95%"
k=1 k=1

= 005 5095

NS —
= 005 * 1 =1
1 - 095

Al extraer los términos fijos de la sumatoria, fuera de ésta, es posible
simplicar nuestra expresion y demostrar que equivale a 1.
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Cuadro N° 3: Representacion grafica funcion de Distribucion de Probabilidad — Ejemplo N°4

/ S \

o /

Caso: las extracciones se realizan sin reemplazo.

X = sacar el tornillo defectuoso (X =1)
D+ = es la probabilidad de que el tornillo que salga sea defectuoso (5 / 100)
Dk = eslaprobabilidad de que el tornillo que salga no sea defectuoso (95/100)

La variable aleatoria discreta, ahora, toma unicamente los valores 1,2,3,...96, nos
preguntamos ¢,Por qué la variable puede tomar hasta el 96?7 Sabemos que son 100 tornillos,
pero la probabilidad de que salga defectuoso el tornillo es de 5%, por lo tanto de los 100
tornillo “5” seran defectuosos y la variable x: “sacar el (primer) tornillo defectuoso” puede
ocurrir en el suceso 96. Con la siguiente funcion de probabilidad:

f(1)=p(X=1)=p (D)= 5/100

En el segundo suceso, resulta que el primer tornillo no sale defectuoso con una
probabilidad de 0.95 (que resulta por complemento de la probabilidad de que si salga
defectuoso), pero en este caso al elegir el segundo tornillo nos quedan s6lo 99 posibles a
elegir. Por lo tanto, la funcién de probabilidad se denota como:

F(@2)=p(X=2)=p(DiDy)= 95/100 * 5/99
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4 )

Y, en general:

95 94 95— (k-2) 5
fk)y=p(X=k)= * * *
100 99 100—(k-2) 100 - (k-1)

\_ J

2.2. Variable Aleatoria Continua

El segundo tipo de variables aleatorias de tratamiento aceptablemente sencillo es el
que se presenta con el nombre de variables absolutamente continuas, y que se denominan,
simplemente, continuas.

Sea X una variable aleatoria y F (x) es su funcion de distribucién. Decimos que X es
una variable aleatoria continua, si y solo si:

- F (x) es una funcion continua
- Su derivada, F "(x), existe y es continua, a excepcion en un numero finito de puntos.

Las variables aleatorias continuas aparecen cuando se estudian caracteristicas
numéricas que pueden tomar una infinidad no numerable de valores. En ellas, pequefas
variaciones de x producen pequefias variaciones de F(x), de forma que la probabilidad se

acumula suavemente a lo largo de todo el campo de variacién y no sélo en unos cuantos
puntos.

Al igual que para las variables discretas existe una nueva funcién que va a facilitar el
calculo de las probabilidades en X. En donde esta variable puede tomar un niamero infinito o
no numerable de valores.

Sea X una variable aleatoria continua, su funcion de densidad es una aplicacion de:

4 N\

f(x) =R R
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La que se define como:

Sfx) = F(x) = dF(x)
dx

Donde F*(x) es la funcién de distribucion de X.

Ejemplo N° 5

Se considera una variable aleatoria X con funcién de distribucion:

0 x<0
Fx) = X 0<x<1
1 x>1

La representacion grafica, de esta distribucion, se presenta en el cuadro N°4.

Cuadro N° 4: Representaciéon Grafica Funcion de Distribucién Variable Continua

4 )

Sfx)

& 0 1 X J

En la representaciéon grafica, podemos observar que esta distribucion es plana antes
del 0 y después del 1, es decir, no hay a portes a la probabilidad; en el resto de la
distribucion (entre el cero y el uno) su crecimiento es constante, es decir, podemos decir que
todos los puntos aportan cantidades insignificativas, pero iguales, de probabilidad.
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Podemos decir, ademas, que en la funcién de densidad de X, F(x) es continua y
derivable, salvoen x =0y x =1, y su derivada es continua®. En efecto:

0 x<0
f(x)=dF(x)= 1 0<x<1
dx 0 x> 1

Resumiendo, en 0 y 1, F no es derivable. Debido a lo siguiente: en x = 0, la derivada
por la izquierda vale cero, y la derivada por la derecha uno. En x = 1, la derivada por la
izquierda de F vale uno y por la derecha cero. Por lo tanto, no cumple con los requisitos de
continuidad.

Conocida la funcién de densidad, se agilizan los calculos de las probabilidades de los
sucesos que vengan expresados en términos de la variable aleatoria.

Asi, la probabilidad de que X tome valores superiores a 0.25 es:

1
p (X>0.25) = j 1 dx =075

0.25

Recordemos que, por un lado, el calculo de probabilidades para una variable aleatoria
continua se realiza integrando la funcion de densidad y, por otro lado, una integral no varia si
el integrado se cambia en un numero finito de puntos (e, incluso, en un conjunto infinito
numerable de puntos). Por lo tanto, se puede definir la funcion de densidad como se desee
en los puntos en que no exista (que son una cantidad finita); ni las probabilidades, ni la
funcidn de distribucion se modificaran.

Realice ejercicios N° 1 al 4

2 Una funcion es continua cuando la derivada por la derecha y la izquierda, arroja un mismo resultado y éste existe.
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CLASE 04
3. FUNCION DE PROBABILIDAD Y FUNCION DE DENSIDAD

Para el estudio de este punto, es necesario hacer la separacion entre variables
aleatorias discretas y continuas. Como ya sabemos, las variables aleatorias discretas toman
valores aislados con una determinada probabilidad para cada valor, y las continuas toman
ininterrumpidamente los valores de un intervalo real con una determinada densidad de
probabilidad.

Segun se trate de una variable discreta o continua, la correspondiente funcién de
distribucion permite considerar una nueva funcidén asociada a la variable, que caracteriza a
ésta, se conocen con el nombre de funcién de probabilidad en el caso discreto, y funcion de
densidad en el continuo, como veremos a continuacion.

a) Funcion de probabilidad o cuantia: sea X una variable aleatoria discreta, x4, X2, ... son
sus valores posibles, y p(X = x1) = p(X < x1) = F(x1) = p1; p(X = x2) = F(x2)-F(x1) = p2,
etc., las probabilidades (no nulas) con que toma dichos valores. Esta funcion se
presenta de la siguiente forma:

Pi si X =% i=12,...
fx) = {

0 si X #x i=1,2,...

La funcién que asigna una probabilidad no nula a cada valor posible se llama funcion
de cuantia o funcion de probabilidad de la variable. Dicha funcién, de una variable discreta,
verifica, obviamente, las propiedades:

- 0 = f(x) =1, que su funcion de distribucion se encuentra entre el cero y el uno.

- Z f(x,) =1, la sumatoria de la funcién de distribucion, para todos los x;, es igual a

uno.

La funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta viene dada, entonces, por:

FOo= X F04)

X, <X
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Esta funcidén toma el mismo valor, F(x) = pi+1, para todo x € (x;, Xi+1], i =1, 2,..., y es
discontinua parax = x;, i= 1, 2,...; por lo tanto, es una funcién escalonada.

La representacion grafica de la funcidon de probabilidad de una variable aleatoria
discreta o diagrama de probabilidades se realiza levantando en cada valor x; una barra de
longitud igual a pi, i= 1,2, ... (observe el cuadro N° 5, el cual presenta un diagrama en
escalera).

Cuadro N° 5: Diagrama de Probabilidades de una Variable Aleatoria Discreta

oo N

N0 R | N
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b) Funcion de densidad: sea X una variable aleatoria continua, es decir, es aquella
cuyos valores llenan ininterunpidamente un intervalo real con una determinada
densidad de probabilidad. Para precisar esta idea, observemos, en primer lugar, que
el conjunto de valores que toma una variable continua es no numerable. Ello quiere
decir que la probabilidad de que la variable tome un valor aislado cualquiera es cero,
salvo, a lo sumo, en un conjunto numerable de valores.

En efecto, sea A un conjunto finito de valores x;, j= 1,

, 3, ..., nN; si la variable X toma
cada valor de A con la misma probabilidad, p(X=x)) =r,j=1, 2, ..

., N, se tendria que:
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n
P(A) = X p(X = Xj) =n*r
j=1

Esta funcién superaria la unidad, es decir, no cumple la propiedad que la sumatoria de
la distribucion es igual a uno, cuando el numero de valores n fuera tal que n > 1/r, lo que va
en contra del concepto de probabilidad. Sin embargo, el que la variable pueda tomar valores
aislados con probabilidad no nula, para un conjunto numerable (finito o no) de ellos es
excepcional, y el modelo de variable tendria muy escasa aplicacién practica.

Cabe senalar, que el interés, en el caso continuo, se centra en determinar las
probabilidades de que la variable tome valores entre dos numeros dados de antemano.
Ahora bien, estas probabilidades se calculan a partir de la funcién de distribucion de la
variable.

Por tanto, en el caso continuo, impondremos la condicion de que la probabilidad de
que la variable X tome un valor “aislado x cualquiera” sea igual a cero. Entonces:

P(X <X)=p(X <X)+ p(X =X)=p(X <X)

\ /,

La probabilidad p(x < X< x + h) = F(x + h) - F(x) representa, cuando h es infinitesimal,
un elemento de probabilidad o probabilidad elemental, y el cociente entre:

F(x+h)—F(x)
h

Es la densidad media de probabilidad en el intervalo (x, x + h). Ahora, se debe admitir
que F(x) puede ser derivada y que ésta es continua en cada intervalo. Al utilizar limites,
cuando h— 0, se tiene:

lim F(x+h)—F(x)
h—0

=F(0

La funcién f(x) = F(x) se llama funcién de densidad de la variable aleatoria X. La
funcion de densidad caracteriza, al igual que la de distribucion, la varible continua, y tiene
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una expresion matematica particular para cada variable. La Probabilidad de que la variable
continua X tome un valor del intervalo (a,b) se halla sumado las infinitas probabilidades
elementales entre a y b, es decir, mediante la correspondiente integral definida:

p(a< X <b)=F(b)-F(a) = [2 f (x)dx

La probabilidad de que X tome un valor del intervalo (a , b) puede verse como el area
entre el eje OX, entre las ordenadas x = a, x = b y la grafica de la funcion de densidad de X.

La funcién de distribucion F(x) se expresa, en las condiciones de continuidad antes
mencionadas, en la forma:

F(©)=p(x<x)= lim j;( f (x)dx = jfoo f (x)dx
a—>

Algunas propiedades esenciales de la funcion de densidad de una variable aleatoria
continua son:

a) f es no negativa. Ello resulta evidente del hecho de que £(x) es la derivada de una
funcion (la funcion de distribucion de la variable X) que es no decreciente.

b) J‘jwf(x)dx =1, la integral definida de la funcién de distribucion de X es igual a uno.

Al igual que ocurria con las variables estadisticas, en las que la ordenada (eje x) en
cada punto del diagrama de frecuencia acumulada, significaba el area tras dicha ordenada
del histograma correspondiente, la ordenada en x = a de la grafica de la funcién de
distribucion, llamada curva de distribucion, representa el area entre esa ordenada, la porcion
(-, a) del eje OXy la grafica de la funcion de densidad. (Observe el cuadro N° 6)
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Cuadro N° 6: Funciones de Densidad y Distribucion de unaVariable Aleatoria Continua

4 N

Funcion de distribucién (F(x))

F(a)

Funciéon de densidad (f (x))

A continuacion, se presentan algunas observaciones que se deben considerar al
momento de realizar el analisis estadistico de una variable aleatoria discreta o una continua.

a) Aunque se utilice la misma notacion para designar a ambas, existe una diferencia
esencial entre la funcién de probabilidad de una variable discreta y la funcion de densidad
de una variable continua, mientras que la primera es una probabilidad, la funcion de
densidad en un punto no lo es (incluso puede tomar valores mayores que uno).

b) Puesto que los puntos tienen probabilidad cero, la probabilidad de un intervalo es la
misma, tanto si contiene a uno o a los dos extremos, como si no contiene a ninguno de
ellos.

c) Segun hemos visto, la funcion de densidad en un punto x no es la probabilidad de dicho
punto; entonces ¢ qué expresa realmente dicha funcion? La funcion expresa la densidad
de probabilidad en torno al punto.

[ Realice ejercicios N° 5 al 8 1
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CLASE 05
4. ESPERANZA'Y VARIANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA

En las variables estadisticas se buscaron numeros (promedios, medidas de
dispersién, etc.) que resumian de forma representativa la informacion que se extraia de las
muestras tomadas de dichas variables. De igual modo, en el modelo tedrico de las variables
aleatorias, se determinan valores que resumen significativamente la informacién que dichas
variables contienen acerca de la poblacion.

Los valores representativos de las muestras se llaman estadisticos, y los
representativos de la poblacion, parametros. A continuacion, se estudiaran la Esperanza
Matematica, la Varianza y, en general, los Momentos de la variables aleatorias, que son los
parametros relativos a la media, varianza y los momentos muestrales, respectivamente. Es
decir, los estadisticos proporcionados por las variables estadisticas.

4.1 Esperanza Matematica

Sea X una variable aleatoria discreta, x4, X, ..., X, los valores que toma, y p(X = xj) =
pi, i=1, 2, ...,n, su funcién de probabilidad. Se conoce como Esperanza Matematica o Valor
Medio (valor esperado) de X a la suma de los productos de los valores de la variable por sus
probabilidades respectivas®: Lo que se denota como:

n
p=E(X)= 2Xi"pj
i=1

Es importante destacar que, la expresion anterior no es mas que la generalizacidon de
la media de los valores observados en una muestra, sin mas que sustituir fi / N, “frecuencia
relativa de aparicion del valor x;”, por su probabilidad de ocurrencia.

Dado lo anterior, la esperanza matematica de una variable tiene el siguiente sentido
probabilistico:

2 Siel conjunto de valores que toma la variable es infinito numerable, la suma da lugar a una serie, exigiéndose que ésta
sea absolutamente convergente.
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// La esperanza matematica de X esta tanto mas cerca de la media aritmética de m

valores observados de X, cuanto mayor es el numero de dichos valores. Es decir, si 'Y =
aX + b, se tiene que:

E(Y)=E(a-X+b)=a-EX)+b
En efecto:

E(aX +b)=_§j(axi +Db)- pj =a-_% Xj " Pj +b-£} pj =aE(X)+b

- J

Sea X una variable aleatoria continua y f(x) su funciéon de densidad, que se sabe
continua. Si X toma unicamente valores en el intervalo real | = [a, b] y dividimos | en n partes
mediante los puntos cp = a < cq < cy < ...< cp, = b, la probabilidad de que X tome un valor
arbitrario x; € (Ci.1, Ci) = Ax;, i =1, 2, ...,n, es aproximadamente F(x;) * Axi.

Por similitud con el caso discreto, la esperanza matematica de X sera:

4 N\

il * f(xi)*Ax

Si los posibles valores de X son todos los niumeros reales, la esperanza matematica
se define como:

p=E(X)=["xf (x)dx

Para que la integral impropia expresada anteriormente exista, se impone la condicion
de que la integral entre, el valor absoluto de x y la funcion de densidad de x, exista. Es decir,
que dicha integral sea convergente.

J‘+OO
—00

X f(x)dx  Exista
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4.2 Varianza y Momentos

Se definen los momentos de orden r respecto al origen de la variable aleatoria X
como:

/ El valor esperado de la potencia X', es decir: \

ar:E(Xr)ziXir.pi

En particular, cuando r = 1, tenemos que:
oar= EX) = p

Donde:
oL se define como Momento 1
E(X) : es la esperanza de x

K V] : es la media poblacional //

Los momentos respecto al valor medio de X o momentos centrales de orden r se
definen como la esperanza matematica de la potencia (X - p)', es decir como la suma:

u =E[X = =20 - ) p,

n
i=

—_

Si desarrollamos esta expresion para r = 1,2,..,n, podemos obtener los respectivos
momentos:

Momento Se Expresion
denota
Momento 1 M1 M= EX-p)=EX)-p
Sabemos que o, = E(X'), por lo tanto, reemplazamos:
Mi= o4 - M
M1 —Ry = E(X) =M
Momento 2 M2 M, = E (X - p)* = E(X? - 2uX + )
= E(X)* - 2pE(X) + p?
Sabemos que o, = E(X)y E(X) = u; por lo tanto,
reemplazamos:
Mz = o - 20 * p + 12
My —Pop=
Momento 3 M3 M, = E (X-p)>=E(X° - 3uX® + 3p°X - %)
= E(X)’- BUE(X®) + 3p”E(X) - p°
Sabemos que o, = E(X)y E(X) = u; por lo tanto,
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reemplazamos:
M= o5 - 3pop + 3 p** - p°
M, —=3pa-2°

Asi, en adelante *

* *

Como podemos observar en estas expresiones obtenidas, el momento 2 representa la
varianza estadistica, descrita en unidades anteriores, por lo que, podemos decir que:

El momento central de segundo orden u, = E(X — 1)* se denomina varianza, y a

su raiz cuadrada o =/, , desviacion estandar o tipica.

La Varianza tiene una gran importancia en el modelo tedrico de las variables
aleatorias. Sus propiedades son, entre otras, las siguientes:

i) u,20. Propiedad que es relativamente simple de comprobar, pues es evidente, ya
que si se tiene en cuenta que éste representa el valor medio de numeros reales no
negativos, de la forma (x;, — u)*.

i) La varianza hace minima la esperanza: E(X — x)°. Para comprobar esta propiedad se
puede simplemente observar que la E(X —x)2 > E(X —p)z, para todo x. Desarrollamos la
expresion a modo de comprobacion:

E(X =x)* = E[(X =) + (=0 = E(X = 1) +2(ur = )E(X = ) + (= x)’
=, + (%) > u,

Consideremos ahora un numero positivo cualquiera 4, y X una variable aleatoria que
toma los valores X1, Xz, ...,X,. Supongamos que los valores x; tales que (x; -4)*> <A, son los j
primeros del conjunto de los n posibles, de modo que para los n — j restantes se tendra (x; -
u)?> > 4. Entonces:



n j n
E(X _/1)2 :Z(Xi _,U)Z'pi :Z(Xi _,U)z'pi +Z(Xi _ﬂ)z'pi 2

i=j+l1

> 3 (% p = 43 py = Apl(X - ) > 4]

i=j+1 i=j+1

Donde

p[(x —u) > ﬂ]s %

Si en esta desigualdad se despeja como A =k*-u,,k <0, obtenemos:

Hy
k* 1,

plX - i 2K, )<

Por ultimo, se obtiene:
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Esta expresion se conoce con el nombre de Desigualdad de Tchebycheff, la que
informa lo escasa que es la probabilidad, que tiene una variable cualquiera, de tomar un

valor fuera del intervalo (  — xo, 1 + ko), cuando k es grande.

Analogamente al caso de las variables aleatorias discretas, se definen para el caso
continuo los momentos de orden r respecto al origen y los momentos centrales de orden r,
como: la esperanza matematica de X" y como la esperanza matematica de (X - p),

respectivamente , esto es:

7
a, =E(X")=["x"f(x)dx

= EX =) J=[70¢ - o £ (x)0x

\.

N

Para los momentos 1y 2 (momento central), se definen como:

Esperanza Matematica  M; U=a,
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Varianza My  p, = E[(X —/,z)z]z f:(x — u)” fF(x)dx

Estos momentos, tienen en las variables continuas, las mismas propiedades que las
establecidas para el caso discreto.

Realice ejercicios N° 9 al 18

CLASE 06
5. VECTORES ALEATORIOS

Como ya sabemos, la variable aleatoria es una caracteristica numérica probabilizable
de los resultados simples de un experimento aleatorio, por ejemplo, el numero de caras que
se obtienen en tres lanzamientos de una moneda.

Ahora bien, resulta interesante estudiar dos o mas caracteristicas ligadas a un
experimento aleatorio, de manera de intentar explicar la posible relacion existente entre las
mismas, o de prever una de ellas a partir de la otra. De esta forma, nos puede interesar, por
ejemplo, estudiar la altura y el peso de una persona.

Lo anterior, se resume en tratar de probabilizar dos 0 mas caracteristicas numéricas
de los individuos de una poblacion o espacio muestral, a partir de la probabilidad definida en
dicho espacio muestral. Para lo cual, se amplian los conceptos unidimensionales de
variables aleatorias, funciones de probabilidad, densidad y distribucion, medidas que ayudan
a describir una variable aleatoria, para abordar el estudio de Variables Aleatorias n-
dimensionales o, también conocidos como, Vectores Aleatorios.

/ A
(Vectores Aleatorios:
Que consiste en estudiar varias mediciones simultaneas sobre el resultado de un
experimento aleatorio. De esta forma, obtenemos vectores cuyos componentes son
variables aleatorias como las ya consideradas.

\. J
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Ejemplo N° 6

A continuacion, se exponen ejemplos de vectores aleatorios:
a) Al lanzar n dados de igual probabilidad, se puede considerar la variable X como “el
numero obtenido en el dado i”, el vector (X1, X2,..., Xn) es un vector aleatorio o variable
aleatoria n-dimensional, que representa el numero obtenido en cada uno de los n
dados.

b) En un proceso de control de calidad, puede interesarnos el estudio conjunto de la
variable que indica el numero de articulos defectuosos y el tiempo de produccion.
Presentandose un caso bidimensional con una variable discreta y otra continua, con lo
que se determina el vector (X,Y).

c) En un laboratorio se realiza un disefio de experimentos para medir la resistencia de un
material, de forma aleatoria se obtienen los valores de las variables temperatura, tiempo
y proporcién de diluyente, presentandose una variable aleatoria de la siguiente forma
vector (X, Y, 2).

Para simplificar el analisis, sélo trataremos vectores bidimensionales, es decir, la
relacién entre dos variables aleatorias.

f\/ector Aleatorio Bidimensional: \

Se define como un par de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio muestral.
Lo que se denota:
(X, Y): Q —» R?

Que aplica cada punto (o) del Q (espacio muestral), en un punto del plano (X(®), Y(®)).

\ J

Dada esta definicion, podemos observar que un vector aleatorio o variable aleatoria
bidimensional (X,Y) asociada a cada resultado posible del experimento, ® un punto del plano
R?, que se denota como (X(»), Y(®)). La abscisa del punto (X(®)), es el valor que toma la
primera variable, X; y su ordenada (Y(w)), es el valor de la segunda, Y. Es decir, a cada
resultado del espacio muestral (Q) se le asigna un par de valores, que corresponden a las
dos caracteristicas numéricas a estudiar. (Ver cuadro N° 7)
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Cuadro N° 7: Plano de una Variable Aleatoria Bidimensional Vector Aleatorio (X,Y)

C N

Y(o (X(®), Y(©))

& 0 X(o) j

5.1 Funcion de Distribucion de un Vector Aleatorio

Si en el caso unidimensional se expresaba que la probabilidad inducida por una
variable aleatoria es de dificil manejo, esta afirmacion es tanto o mas oportuna cuando la
variable aleatoria es de dimension mayor a la unidad (para nuestro estudio bidimensional).
Resulta de interés definir, una funciéon numeérica, denominada funcion de distribucién, que
permita calcular la probabilidad asociada a una variable aleatoria bidimensional (vector
aleatorio) y, en consecuencia, estudiar el comportamiento probabilistico de la misma.

Sea (Q, a, p) un espacio probabilistico y que (X,Y) una variable aleatoria bidimensional
sobre Q. Se denomina funcién de distribucion del vector aleatorio (X, Y):

F: R — R

(X, y) —» Fxy = P(X=sx,Y<Yy)

para todo (x,y) € R
Por tanto, Fxy) (X,y) es la probabilidad inducida por (X,Y) en el rectangulo (-, x) por
(-, y), es decir, la probabilidad inducida hasta el punto (x,y).
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Cuadro N° 8: Funcién de Distribucién Vector Aleatorio (X,Y)

- N

X(w), Y(w))

J

Ejemplo N° 7

Se lanzan al aire dos monedas cargadas, la primera sale cara y la segunda sello; la
probabilidad de obtener cara es 0.8 para la primera moneda y 0.4 para la segunda.

X : variable aleatoria, numero de caras obtenidas con la primera moneda.

Y : variable aleatoria, numero de caras obtenidas con la segunda moneda.
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Nuestro espacio muestral (Q) es:

Q =[(c1, ¢2), (c1, S2), (81, C2), (81, S2)]

Donde c; y s; representan los resultados de obtener cara y sello, respectivamente,
como la moneda i. El calculo de probabilidades en Q no representa dificultad, asi por
ejemplo:

pl(c1, c2)] = p(c1)* p(cz) = 0.8*0.4 = 0.32

Ya que se conocen las probabilidades de los dos sucesos elementales, es posible
determinar la aplicacion de Q en R? de esta variable aleatoria bidimensional, de la
siguiente forma:

X,Y): Q — R?
(c1, c2) — (1,1)
(01’ S2 ) — (1 ’0)
(S1, C2 ) —_—> (0,1 )
(81’ 82) - (0’0)

Ahora, podemos calcular su funcion de distribucion para un par de numero real (x,y).
Por ejemplo: (-1,-2)

Fxy = pX=x,Y<=Yy)
F(1 2) = p(XS-1,YS—2)
p(®)=0

En este caso, el lanzar la primera moneda tiene dos posibles resultados 1 6 0, lo
mismo para la segunda moneda, por lo tanto, no existe la probabilidad que X o Y tome
valores menores que cero.

Que pasa con el par (1.5, 0.3):
Fy = PX<X, Y <y)
Fis03 = p(X< Y <0.

15, 3)
p(X=0,Y=0)Up(X=1,Y=

0)

Reemplazamos estas probabilidades, de acuerdo a su aplicacion en R?, nos queda:

p(s1, s2) + p (c1, S2)
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Ahora, debemos calcular estas dos probabilidades a partir de los valores
probabilisticos de los dos sucesos elementales:

p(s1) = 0.2 (complemento de 0.8, probabilidad que salga cara)
p(sz2) = 0.6 (complemento de 0.4, probabilidad que salga cara)

Por lo tanto:
p(s1, S2) = p(s1)* p(s2) = 0.2*0.6 = 0.12

Luego;
p(ct) = 0.8 (probabilidad que salga cara)
p(sz2) = 0.6 (complemento de 0.4, probabilidad que salga cara)

Por lo tanto:
p(c1, s2) = p(c1)* p(s2) = 0.8"0.6 = 0.48

Determinadas estas probabilidades, podemos calcular:

p(s1,82)+p(C1,82)=0.12+0.48=0.6

En conclusién, decimos que la probabilidad del vector (1.5, 0.3) es de un 60%.

La funcion de distribucién de cualquier vector aleatorio verifica las siguientes
propiedades, que derivan de las ya conocidas para una variable aleatoria, a saber:

a) 0 = Fyy =1 paratodo (x,y) € R? (como ya sabemos se trata de una funcién de
probabilidad, por lo tanto, describe la acumulacion de probabilidad a medida que
vamos avanzando en el plano, tanto hacia la derecha, como si lo hacemos hacia
arriba).

b) F es mondtona creciente en cada variable, es decir:

Si X1< Xz, entonces, Fix1y) <Fixy paratodo y € R

si y1<y2, entonces, Fixy1) <Fy) paratodo x € R

c) Lim Fuy =1, paratodo (xy)e R?

y »oo
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Lim Fiy =0 , paratodo (xy)e R?

y »-00

d) )!.Lmoo Fxy =Fy(y) , paratodo y € R

Lim Fxy) = F« : tod R
yinoo () (x) , paratodo x €

e) F es continua por la derecha en cada variable, para todo (x,y) e R®

Tras definir la funcion de distribucion y estudiar sus propiedades de forma general,
trataremos los conceptos fundamentales de vectores aleatorios separando los casos
discretos y continuos, que por lo demas soélo se distinguiran en las sumatorias frente a las
integrales y las probabilidades frente a las densidades.

CLASE 07
5.2 Vectores Aleatorios Discretos

Un vector aleatorio (X, Y) se dice discreto si X e Y son discretas. En ese caso,
suponemos que X toma los valores X1, Xz,..., X € Y toma los valores vy, ya,..., ¥s. Entonces el
vector (X, Y) tomara los valores (x;, y;), que van entre:

1<is<r ; 1<j<s

Con probabilidades p; =P ( X =x;, Y =y; ). Estas probabilidades se denominan como
Distribucion de Probabilidad Conjunta del vector aleatorio (X, Y).

Los calculos de probabilidad en variables aleatorias bidimensionales o vectores
aleatorios de la forma (X,Y), especialmente cuando los dos componentes, x e y, toman un
numero finito de valores (son variables discretas), se pueden realizar con comodidad
trabajando de forma analoga a como se hizo con las variables estadisticas, es decir, a partir
de una tabla de doble entrada en cuyas casillas aparecen los valores de la funcidon de
probabilidad en lugar de las frecuencias.

De esta forma se construye la Tabla de Distribucion de Probabilidad Conjunta, que
podemos observar en el Cuadro N° 9.
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Cuadro N° 9: Tabla de Distribucion de Probabilidad Conjunta Vector Aleatorio (X,Y)

/- )

X\Y Y1 Yi Ym
X1 P11 e [oFF; . P1m . 1
Xi Pi1 pij . Pim . Pi*
Xn pn‘] - pnj - pnm - pn*
P1 P P*m 1
\_ —J

Noétese que a esta tabla le hemos afiadido una ultima columna a la derecha y una
ultima fila en la base. Representan las Distribuciones Marginales de las variables X e Y,
respectivamente.

La distribucién marginal de X es la distribucion de probabilidad que tiene la variable X
sin tener en cuenta la variable Y. Por eso se obtiene de sumar la fila correspondiente.

S

pr = PX=x)=2 py

Analogamente definimos la distribucién marginal de la variable aleatoria Y, la que se
obtiene sumando la columna correspondiente.

-

pi = p(Y=y)) =D pj

Si ya conocemos que la variable X ha tomado el valor x;, esta informacién modificara
la distribucion de probabilidad de la variable Y. De hecho, de toda la tabla de valores que
puede tomar el vector aleatorio nos restringiremos a la fila de x;. Sobre ella calcularemos las
probabilidades condicionadas, las que construyen la Tabla de Distribuciones Condicionadas,
y constituiran la distribucion de Y condicionada a que X = xi.

P(X=xi Y=y) Py
PY=y; [/ X=x) = =
P(X =X ) Pi*
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Como vemos, se obtiene dividiendo la fila de x; por el total de la fila de pie. De igual
forma, podemos definir la distribucién de X condicionada a que Y = ;.

Ejemplo N° 8

Realicemos el experimento consistente en lanzar dos dados perfectos y consideremos
la variable aleatoria bidimensional o vector aleatorio (X, Y), donde X es el resultado del
primer dado, e Y el menor resultado obtenido entre los dos dados.

Evidentemente, (X, Y), es una variable discreta, pues X e Y lo son. X toma valores
1,2,3,4,5 y 6, la variable (X, Y) tomara, en principio, los pares de valores (i, j), donde i =

1,....6;y j=1,..,6.

variable aleatoria discreta, es el resultado del primer dado

< X

variable aleatoria discreta, el menor resultado obtenido entre los dos dados.

KLa funcién de probabilidad conjunta se puede calcular a partir de la probabilid}

definida sobre Q, asi;

6
p(X=1,Y=1) = p[(1,1), (1,2), ...,(1,6)] = —
36

pX=1,Y=2) = p(®)=0

Recuerde, que debe ser el menor resultado obtenido entre los dos dados, en este
caso (X =1), Y debe serigual a 1, para cualquier otro valor no es posible determinar su
probabilidad.

1
p(X=2,Y=1) = pl(21)] = —

- ’ /
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De esta misma forma, podemos construir la Tabla de Distribucion Conjunta,
donde aparecen los valores de dicha funcion.

X\Y 1 2 3 4 5 6 Probabilidad
Marginal
1 6/36 0 0 0 0 0 1/6
2 1/36 5/36 0 0 0 0 1/6
3 1/36 1/36 4/36 0 0 0 1/6
4 1/36 1/36 1/36 3/36 0 0 1/6
5 1/36 1/36 1/36 1/36 2/36 0 1/6
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
Pr&gfgi‘:gfd 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36 1

Se puede comprobar que esta tabla proporciona realmente una funcién de
probabilidad conjunta, ya que todos los valores que aparecen dentro de la misma estan
comprendidos entre 0 y 1, y su suma es la unidad (1).

En la dultima columna y en la ultima fila de la tabla, se encuentran los valores de la

funcién de probabilidad marginal de X y de Y, respectivamente, obtenidos al sumar las
correspondientes filas y columnas.

Determinada la funcion de probabilidad, pueden calcularse probabilidades
relativas a (X,Y), por ejemplo:

P(2.5<X<4, 1<Y<3) = p(X=3, Y=1)+p(X=4,Y=1)+p(X=3,Y=2)+p(X=4,Y=2)

=1/36 +1/36 + 1/36 + 1/36 = 4/36=0.11111

La probabilidad es de un 11,11%.

5.3 Vectores Aleatorios Continuos

Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional (vector aleatorio) y F su funcion de
distribucion. Se dice que (X, Y) es una variable aleatoria bidimensional continua si:

- F es una funcién continua en cada variable.
- Existen sus primeras y segundas derivadas parciales respecto de ambas variables.

- Laintegral de la segunda derivada, con respecto a ambas variables, es igual a 1.
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Estas condiciones no seran verificadas en este material de estudio, s6lo son
expresadas como marco teorico y de base para el alumno.

Las variables bidimensionales continuas toman valores en todo el plano real o en un
subconjunto del mismo. Pequenas variaciones en x o en y producen pequefias variaciones
en Fxy) (de hecho, el rectangulo [X < x, Y =< y], cuya probabilidad es la funcion de
distribucion, varia al variar x o y). Es por ello que ninguno de los puntos del plano R? aporta
cantidades significativas de probabilidad. La continuidad de F(,) es la propiedad relevante
de las variables continuas, dando nombre a las mismas; las otras dos condiciones de la
definicion, se exigen para hacer operativas a este tipo de variables.

La funcién de distribucién es de dificil manejo en el célculo de las probabilidades. De
ahi que sea conveniente definir una nueva funcion de densidad conjunta, que nos permita
trabajar con comodidad.

Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional continua, su funcién de densidad
conjunta es una aplicacién de:

K f:RR—> R \

Que se define como:
d2
fxy)=
dxdy

F (xy)

Donde F es la funcion de distribucion de (X,Y).

\_ J

Ejemplo N° 9

Se eligen al azar y separadamente dos numeros en el intervalo (0,1). Sean X e Y las
variables aleatorias que indican cada una de las elecciones, y consideremos la variable
aleatoria bidimensional o vector aleatorio continuo (X, Y).
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Los valores que toma dicha variable son los del rectangulo (0,1) x
(0,1) de R?* que se denomina el cuadrado de la unidad. Su funcién de
distribucion se presenta como:

/
0 six<0 o y<0
x*y si0sx<1,0sy=<1
Fxy) =< x si0sx<1,y>1
y six>1, 0sy<1
1 six>1, y>1
—

La eleccion de esta funcidn de distribucidon sera explicada a continuacién, de
manera que el alumno comprenda como se construyo ésta.

Los valores que puede tomar el vector se encuentran en el siguiente rectangulo:

y

Cuadrado de la
unidad

Vector Aleatorio (X,Y)

0 1 X

Al observar el cuadrado de la unidad, posibles valores que puede tomar la variable
aleatoria bidimensional, podemos ir construyendo nuestra funcion de distribucion:

Cuando la variable (X, Y), toma valores menores a 0, podemos observar que estos
puntos ((X(w), Y(®)) no se encuentran dentro del cuadro de la unidad, por lo tanto, la
funcién de distribucion es igual a 0.

F(xy)= 0 six<0 o y<0
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Cuando la variable (X, Y), toma valores mayores a 1, podemos observar
que estos puntos ((X(®), Y(®)) se encuentran en el cuadrante superior al cuadro
de la unidad, por lo tanto, la funcion de distribucion —que es acumulativa tanto
hacia la derecha como hacia arriba- es igual a 1. Recordemos que el cuadrado de
la unidad suma 1.

F(xy)= 1 six>1, y>1

Analicemos ahora, cuando una o ambas variables se encuentran dentro del
cuadrado de la unidad.

Cuando la variable (Y) toma valores mayores a 1, y la variable (X) esta dentro
del cuadrado de la unidad (por ejemplo el punto (0.5, 3)). En este caso, la funcién de
distribucion toma el valor de x.

F(xy) = X si0<sx<1,y>1

Cuando la variable (X) toma valores mayores a 1, y la variable (Y) esta dentro
del cuadrado de la unidad (por ejemplo el punto (3, 0.5)). En este caso, la funcién de
distribucion toma el valor de y.

F(xy) = vy six>1, 0sy<1

Cuando la variable (X, Y), toma valores entre 0 y 1, podemos observar que estos
puntos ((X(®), Y(®)) se encuentran en el cuadro de la unidad, por lo tanto, la funcion
de distribucién -que representa un cuadrado, y que significa la integral de la funcion de
densidad- puede ser calculada como el area que comprende el vector (X, Y )
determinado. Recordemos que el area se calcula x * y.

F(xy) = x*y si0sx<1,0sys<1

Obsérvese, que esta funcién de distribucion, asigna como probabilidad de un
subconjunto del cuadrado de la unidad “su area”.

Realice ejercicios N° 19 al 22 l
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6. LEY DE LOS GRANDES NUMEROS Y TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

6.1. Ley de los Grandes Numeros

Un resultado basico de la teoria de probabilidades es que la probabilidad de un
suceso puede aproximarse por una frecuencia relativa. Establezcamos intuitivamente el
fundamento de esta aproximacién con un ejemplo.

Ejemplo N° 10

Tomemos una urna que contenga bolas idénticas en su forma, pero unas de un color
A, y el resto de otro color B. Supongamos que el niumero de bolas de cada color se
desconoce, pero se designa como p la proporcién de bolas de color A, por lo que, la
proporcion de bolas de color B sera 1 — p.

El experimento consiste en extraer una bola de la urna, anotar su color y reintegrarla a
la urna, a esta variable le asociamos la distribucién de Bernoulli:

1 si la bola es de color A
o 0 si la bola es de color B
Donde:
EXX) =p
o> = p(1-p)
X = variable aleatoria que representa el resultado de la bola desde la extraccion de la

urna, la que toma los siguientes valores numéricos; x = 1, si sale el color A en la i-ésima
extraccion, y x = 0, si sale el color B en la i-ésima extraccion.

Todas ellas tendran la misma esperanza matematica y varianza, porque como en cada
prueba de la bola se reintegra a la urna, cada extraccién es independiente de cualquiera otra.
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Cada valor particular de la sucesion de variables X4, Xz, ..., Xn sera un conjunto
ordenado de n numeros, ceros o unos, talcomo 1, 1,0, 1,..., 0, y la expresion:

X X L+ X
n

U

Es una variable aleatoria, cuyos valores representan la frecuencia relativa de apariciéon
del color A en las n pruebas. En este caso, se demuestran los dos resultados siguientes:

a) Para cada numero real € > 0, el suceso A, = {U — E(X)| < ¢}, para un subindice n fijo y,
suficientemente grande, tiene una probabilidad préxima a la unidad.

b) Para cada numero real ¢ >0, todos los sucesos A, , definidos antes tienen a
partir de un subindice n, simultaneamente, una probabilidad proxima a la
unidad.

La interpretacién de estos resultados, el punto a) una forma débil, y el b) una
forma fuerte, son de la llamada ley de los grandes numeros, en donde la frecuencia
relativa experimental converge hacia p = E(X) (esperanza matematica).

Estos resultados justifican, por otra parte, la asignacién de una probabilidad por
medio de frecuencias relativas, cuando el numero n de repeticiones del experimento
es grande.

Nota: cuanto mayor sea n, mas garantias hay de que la aproximacion:

1 >x ,seaaceptable.
n

6.2 Teorema Central del Limite

Uno de los teoremas mas importantes de la teoria de probabilidades es el teorema
central del limite, que precisa la ley de los grandes numeros. En su forma mas simplificada
constituye el teorema de Moivre.
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Supongamos que Xy, Xa, ..., X, son variables de Bernoulli, independientes, donde la
variable Y, = X1 + X, +...+ X, tiene una distribucién binomial

4 N\

8(np./npg)

. )

Considerando ahora la variable normalizada:

7 :Yn_np

" Jnpg

Pues bien, el teorema de Moivre afirma que:

!]I,_r)g p(Y\n/%p < Xj — J.Xw%ﬂ,e—tz/Zdt

Es decir, la variable Z, tiende a la distribucion normal N(O, 1), cuando n crece
indefinidamente. Este teorema ha sido posteriormente generalizado.

En general, se dice que la sucesion de variables aleatorias X4, Xz, ..., X, sigue el
teorema central del limite, si para valores fijos t; y t, cualesquiera, se cumple que:

2

im F{M< gy

n o1
o, bt )J ) le NeY

Donde p; es la esperanza matematica de la variable Xi.

Intuitivamente, el teorema central del limite establece que la suma de un gran numero
de variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas, de media y varianza finitas,
es una normal. Puesto que en la practica cualquier caracter analizado tiene un recorrido
finito, su varianza sera finita. Asi, la condicion anterior impuesta para la varianza carece de
importancia.
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CLASE 09
7. MODELO ESTOCASTICO DISCRETO Y CONTINUOS

Uno de los objetivos del calculo de probabilidades es determinar distribuciones que
puedan servir de modelos a los distintos fendmenos aleatorios que se presentan en las
diversas ramas del saber. Muchas variables aleatorias asociadas con experimentos
estadisticos tienen propiedades similares y pueden describirse esencialmente con la misma
distribucion de probabilidad.

En la practica, se han elaborado una serie de distribuciones tipo, en las cuales se
integran la mayoria de las variables aleatoria con las cuales trabajamos. Se denominan
distribuciones tipos porque la determinacién de sus funciones de probabilidad o densidad,
segun sea el caso, depende de los valores que se asignen a ciertas constantes
desconocidas, constantes que se denominan parametros.

Ejemplo N° 11

Supongamos que lanzamos una moneda y desconocemos su grosor, podriamos
definir una variable aleatoria X, que describiera los tres resultados posibles:

x=1 si se obtiene cara
x=0 si su resultado es sello
x=0.5 si la moneda cae de canto

~

Por lo que podriamos construir su funcién de probabilidad de la siguiente forma\

1 p(x=1) = p
X =< 0.5 p(x=0.5) = r
0 p(x=0) = q

Donde esta funcién de probabilidad depende, en principio, de tres parametros, p, q y
r. Realmente, solo depende de dos de ellos porque, como los valores de la funcién de
probabilidad deben sumar la unidad, se cumple que:

ptq+r =1

y, por tanto:
\\\ q ] 1_p-r /
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KEn definitiva, la funcion de probabilidad depende, unicamente, de los valores dm
yr.

Dado nuestra funcidn de probabilidad, podemos asignar distintos valores a los
parametros definidos, y de esta forma, describir el comportamiento aleatorio de
diferentes monedas.

Supongamos que p = 0.2y r = 0.6, se tienen que q=1-0.2 - 0.6 = 0.2; de esta
forma, diremos que se trata de una moneda con forma de tubo, es decir, que posee un
gran grosor.

¢, Qué valor debe tener r, para que la moneda no tenga
probabilidad de caer de canto?

La respuesta, seria que r = 0, de esta forma sdlo existe probabilidad de que la
moneda caiga sello o cara.

Cuando se intenta asociar a un fendmeno aleatorio un modelo que explique su
comportamiento probabilistico, la practica habitual consiste en asignarle una distribucion tipo
que sea razonable, es decir, se buscan los valores de los parametros que mejor se ajusten a
la informacién disponible sobre el fenémeno.

A continuacion, se estudiaran algunas de estas distribuciones en forma separada para
el caso de variables discretas y continuas.

7.1 Distribucion Uniforme Discreta
Si una variable aleatoria X toma N valores, X1, X2, X3,..., XN, €CON la misma probabilidad
de ocurrencia, se dice que X sigue una Distribucion Uniforme Discreta de parametro N, para

N =1, 2,...; su funcion de probabilidad es, por tanto, p(X = x;) = k, para todoi = 1,...,N.

El valor de la constante k se calcula con facilidad, pues la suma de todos los valores
de la funcion de probabilidad ha de ser igual a la unidad, esto es:

1]
N

™M =z
~
I
pzd
*
_
I
—_—

N
> p(X=x)=

1=1 ]
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Por tanto, k = 1/N. La funcién de probabilidad de una distribucion uniforme discreta
queda determinada como:

4 \

Ffx(x)=p(X=x)=1/N para i=1,.,N.

Si suponemos ordenados los valores de la variable, es decir, x4< X2, < X3,...< XN, €N
donde la representacion grafica de dicha funcidén de probabilidad se presenta en el siguiente
cuadro:

Cuadro N° 10 : Funcién de Probabilidad para una Distribucion Uniforme discreta

/ fx(x) \

X1 X2 XN

- J

Por acumulacion de la funcién de probabilidad puede obtenerse la funcion de
distribucion, que resulta ser:

( 0 X < Xq
1/N X1 £ X < X4
Fo)= 4 .
k/N Xk S X S Xg+1
(N /N Xt € X <Xy
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A continuacion, calcularemos las principales caracteristicas de esta variable sin mas
que aplicar sus definiciones:

Esperanza:
N N N
EX)=2 x"p(X=x)=3x *1=1 } X
i=1 i=1 =1
N N
Varianza:
Var(X) = E(X?) - [E(XX)]?
Por lo tanto, debemos calcular E(X?)
N N
E(X?) Z *p(X= X)—Zx. 1=1 x4
- N N’

Var(X) = E(X?) - [E(X)P
N N
|=Z1 [ |Z= ]

28

ZI—\

Funcioén caracteristica:

E(eitX 1
N !

Ejemplo N° 12

Supongamos que la variable X, que describe el resultado de la tirada de un dado perfecto, es
decir, cada uno de los lados del dado tiene igual probabilidad de salir.

K En este caso, estamos hablando de una variable con distribucién uniformm
discreta, con:

E)=1 Sx , Varx) =1 zx.- 13 E ]
N|=1 i=1 i=1

De esta forma, podemos escribir la funcion de probabilidad como:

p (X=Kk)= 1/N, para nuestro ejemplo

& p(x=1)...= p(x=6)=1/6 /
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7.2 Distribucion de Bernoulli

Con frecuencia, no interesa estudiar cual ha sido el resultado concreto del
experimento, sino sélo si éste ha ocurrido o no. Es decir, las variables aleatorias que con
distribucion de Bernoulli, poseen una funcion de distribucion discreta que asume dos valores,
éxito o fracaso.

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucion de Bernoulli con parametro

p (que varia 0 < p < 1), si x puede tomar unicamente los valores de 0 y 1, y las probabilidades
asociadas son:

4 P(x = 1) =p P(x=0)=1-p=q )

Graficamente, se puede representar como:

X | o | 1 |
p(x) = P(X=x) 1-p P
| | | y

\_

La funcion de probabilidad asociada a la variable aleatoria x, se puede escribir de la
siguiente forma:

X I-x
1- =0,1
p(x) = p~(1-p) Xx=U,

0 €.0.C.

En este momento, es posible verificar si esta funcion es, efectivamente, una funcién
de probabilidad, mediante la comprobacion de las condiciones basicas:

p(x)=0 , que para nuestra distribucion se cumple.

ip(x)=1 , en donde: p(0) + p(1) = (1 -p)+ p =1
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A continuacion, calcularemos las principales caracteristicas de esta variable sin mas
que aplicar sus definiciones:

Esperanza:

El valor esperado de la variable que se distribuye de forma Bernoulli con parametro P, se
encuentra definida por:

E(x) = gx*p(x) - gx*p‘(l—p)""

=o*p’(1-p) " +1*p'(1-p)""
=0+p

E(XX)= P

Varianza:

La variacidon de una variable x que se distribuye Bernoulli es dado por:

Var(X) = E(X?) - [E(X)?

E(X')= Xx'p(x) = Xx*p*(1-p)"

=0"*p’(A-p)~ +1"p'(A-p)"”
=0+p

EXX®) =p

Var(X) = p-p®=p(1-p) =p*q

Funcion de Probabilidad:

KX =pX=x)=p*(1-p)*
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Ejemplo N° 13

Realicemos el experimento aleatorio, consistente en lanzar una moneda ordinaria al
aire, cuya variable discreta “X: resultado del lanzamiento de la moneda” se asocia de manera
natural a una distribucién Bernoulli; donde los posibles resultados son:

1 si sale cara
X =
0 si sale cruz

Recordemos que, la distribucion de probabilidad p es tal que:
p(X=x)=p*(1-p)' "
Donde para x = 1, tenemos:
pX=1)=p' (1-p)'""
p(X=1)=p" (1-p)°
1
p(X=1)=p'*1 =p
p(X=0)=p’(1-p)'"°
p(X=0)=p’(1-p)'"°
p(X=0)=1-p
Por lo tanto, se tiene igual probabilidad para ambos sucesos, por o que podemos
decir que:
p(X=1)=p(X=0)=% =05
Veamos otro ejemplo, un posible experimento de Bernoulli seria el lanzamiento de

un tiro libre por parte de un jugador de baloncesto, ya que los posibles resultados son
conseguir canasta (éxito) y no conseguir canasta (fracaso).
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// Se sabe ademas que, segun se deduce de los partidos de liga que sean disputadb
hasta el momento, dicho jugador tiene aproximadamente un 80% de aciertos.

Este ultimo dato nos permite asociar la variable X : numero de aciertos a realizar un
tiro libre, cuya distribucion es:

1 p(X=1)=p(canasta)=0.8

0 p(X=0)=1-p(nocanasta)=0.2
\_ S

La variable de Bernoulli se asocia, generalmente, a aquellos experimentos en los que
sélo se tiene en cuenta un suceso A (éxito) y su contrario (fracaso), haciéndole corresponder
el valor 1 al suceso A y 0 a su contrario. Esta variable se denomina a veces indicador del
suceso A e interviene con frecuencia en la estadistica matematica para la construccién de
otras variables aleatorias discretas. Por ejemplo, la variable binomial, que estudiamos a
continuacion, puede considerarse como una suma de variables de Bernoulli.

La distribuciéon de Bernoulli se denota como:

X ™ b (p)

CLASE 10

7.3 Distribucion Binomial

Supongamos que se realizan n experimentos independientes, en cada uno de los
cuales unicamente ocurre un determinado suceso A con probabilidad constante p, o su
contrario, suceso B, con probabilidad g =1 —p.

Consideremos la variable aleatoria X, que designa el numero exacto de veces que
aparece A en el curso de los n experimentos, a la cual se le denomina Binomial, de forma de
determinar su ley de probabilidad o funcién de cuantia.

La distribucién de la variable X se denomina Distribucion Binomial de parametros ny
p. En donde el parametro n es el numero de veces que se realiza el experimento (numero
entero positivo), y el parametro p la probabilidad de éxito en un experimento (un valor entre
cero y la unidad).
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El hecho que X siga una distribucion con parametros n y p, lo denotaremos
abreviadamente como:

=

X /\/@(n,p)

\ J,

Esta distribucion se presenta de diferentes formas, pues no importa el orden en que A
ocurre, y cada una de estas formas tiene una probabilidad de aparecer igual a p* - g™, por
ser los experimentos independientes.

Por ejemplo, si son tres los experimentos realizados, el suceso B,, A ocurre
exactamente dos veces, puede ocurrir si se produce cualquiera de los tres siguientes: AAA®,
AA°A y A°AA, cada uno de los cuales tiene una probabilidad de aparecer igual a p? - g°? = p?

.q.

El numero de formas diferentes que dan lugar a Bx es precisamente el numero de
combinaciones posibles de n elementos tomados de k en k.

Cfﬁik)f(ﬂ)

Es decir, el numero de formas diferentes de colocar k veces el suceso A en una
secuencia de n posiciones en total. Por lo que estas son formas diferentes de presentarse Bg
, las cuales son mutuamente excluyentes.

La probabilidad de este suceso (A), dada la independencia de los experimentos, es:

p(A..K LAAS."TK LAY =p(A) ... " .p(A) p(A%) ..."T*... p(A%)

=p“(1-p)""

Para todos los sucesos, la probabilidad es la misma (p “ (1 — p) " =¥ ). Por tanto, la
funcidn de probabilidad de una distribucién binomial de parametrony p es:

n
Fx(k) =p(X=x)= [ ]pk (1-p)™* ,parak=0,1,2,...,n
k
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La funcion de distribucidn correspondiente es F(x) = p(X < x).

La ley de probabilidad de la variable binomial es idéntica a la que corresponde a la
suma de variables aleatorias independientes de Bernoulli. En efecto, supongamos, por
simplicidad, que el numero de repeticiones del experimento que da origen al suceso A, con
probabilidad p, y A, con probabilidad q = 1 - p, se reduce a tres, y que estas pruebas son
independientes.

Asociemos a cada una de ellas la variable indicador de A:

I ( A) 1 st ha salido A en la primera prueba
(A)=
0 si ha salido A€ en la primera prueba

I, (A) = {1 si ha salido A en la segunda prueba

si ha salido A€ en la segunda prueba

1 si ha salido A en la tercera prueba
I3(A) = { P

si ha saildo A€ en la tercera prueba

Como los experimentos son independientes, p[li(A)=1] = p, y p [li(A)=0] = g=1-p, donde
i=1,2,3. Los valores posibles de la variable Y = /;+/>+/5 (variable que se construye a partir de
la suma de los indicadores de A) con sus correspondientes probabilidades, son:

Y 1-1-1 1-1-0 1-0-1 0-1-1 1-0-0 0-1-0 0-0-1 0-0-0
2 2 2 3

F(y) p° p°q p°q p°q pq pq pq q

La funcién de probabilidad de Y tiene de media p y varianza p*q, el resultado anterior
nos permiten hallar la media y varianza de la binomial (B(n,p)).

Esperanza:

El valor esperado de la variable que se distribuye de forma Binomial, se encuentra
definida por:

n

E(X)=2Xp=n*p

i=1
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Varianza:

La variacidon de una variable x que se distribuye Binomial es dado por:

Var(X) = ép'(l —p)=np-(1-p)

Funcién de Probabilidad:

n
fx(k) =p(X=x)= [ ]pk (1-p)"™* ,parak=0,1,2,...,n
k

Un ejemplo de variable aleatoria que se distribuye Binomial, seria la variable X: que
representa el numero de caras obtenido al lanzar una moneda 100 veces, cuando se
garantiza que los lanzamientos son independientes y que los sucesivos lanzamientos no
modifican la probabilidad de obtener cara en cada uno de los siguientes.

Ejemplo N° 14

Sigamos con el ejemplo del jugador de baloncesto, quien realiza una serie de 5 tiros
libres. ¢ Cual es la probabilidad de que enceste al menos dos?

Lo primero es determinar la variable aleatoria y sus parametros

X numero de aciertos en los 5 lanzamientos

n 5, cantidad total de lanzamientos (tiros libres)

p 0.8, porcentaje aproximado de aciertos en tiros libres del jugador, en lo que
va de la liga.

Utilizando la funcién de probabilidad para variables Binomial, podemos calcular la
probabilidad de que el jugador de baloncesto acierte al menos 2 de los 5 tiros libres.

/-n-\
Fx(k) =p(X=x)= p* (1-p)™ ,parak=0,1,2,....n

\k./

— 5'\
fx(2) =p(Xz22)= 0.8% (1- 0.8)°2 =0.99328

\2_/
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7.4. Distribucion Rectangular Discreta

Sea E un experimento aleatorio con n resultados posibles ®,,®,,...®,, cada uno de

los cuales con idéntica probabilidad de aparicién. Al experimento E se le asocia, de una
manera natural, una variable aleatoria X, llamada rectangular discreta, cuyos valores posibles

son 1, 2, ..., n, segun que como resultado del experimento ocurra ©;,®,...,®,,
respectivamente, y cuya funcion de probabilidad ( f(x) ) viene dada por:

Cuadro N° 10: Funcién de Distribucion Rectangular Discreta

ﬁg) f(x) \

1

3/n

2/n

1/n 1/n

A) Funcién de cuantia de la variable B) Funcién de distribucién de la rectangular
discreta variable rectangular discreta

La representacion grafica de la funcion de probabilidad es un diagrama de barras, y la
de la funcion es la que corresponde a una funcidn escalona (observe el cuadro N°10).

A continuacion, calcularemos las principales caracteristicas de esta variable sin mas
que aplicar sus definiciones:

Esperanza:

El valor esperado de este tipo de variables, se encuentra definida por:

Ex) = it = L4 24 g my= LO@FD R
i=1 Il n n 2 2
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Varianza:

La variacion de una variable rectangular discreta, es dado por

v -4 [221] L e on ) Faa]!
i=z1 N 2 n 6 2 12

Su Funcién de Distribucion es:

£ =p(X<x) =1 6 ict<x<i, i=1,2,.,n
n

CLASE 11

7.5 Distribucion de Poisson

En el campo de las aplicaciones, son frecuentes las ocasiones en las que los
experimentos independientes que originan la variable binomial B(n, p) son muy numerosos, a
la vez que la probabilidad del suceso A es muy pequeia. Esto ocurre en experimentos cuyos
sucesos estan distribuidos al azar en el tiempo, como las llamadas en una linea telefonica,
los accidentes de automovil, o los defectos de las piezas producidas por maquinas
automaticas, etc. En estos casos, a causa de que p es pequeio y n es grande, la formula
para calcular la probabilidad binomial de que A haya ocurrido exactamente k veces, pierde su
utilidad.

Cuando el promedio de apariciones del suceso A para distintos valores de n se
mantiene constante, es decir, cuando el producto n*p = 2 es constante al aumentar el nUmero
de pruebas, es posible calcular la probabilidad a que nos acabamos de referir mediante el
uso de una nueva variable discreta, llamada “De Poisson”, cuya distribucion de probabilidad
es el limite, como veremos a continuacion, de la distribucion binomial cuando n tiende a
infinito.

Si una variable sigue esta distribucion lo denotaremos por:

4 3\

X~/ P(QA)
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A continuacién, desarrollaremos el limite de la funcién de probabilidad de una variable
binomial discreta, cuando n tiende a infinito:

lim {(ﬁ )pk (1 — p)"_k }

n—o

k!

n—oo

lim {n(n ~D(n-2)....n—k + 1)-pk (1- p)"—k}

= lim+ P >

n—ow k! (1 B npjk
" n J

= lim-«

n—oo k! ) k
-2)
C n J

Se llama variable De Poisson, a la variable que designa el numero exacto de veces
que aparece el suceso A en un numero n muy grande de pruebas independientes, en cada
una de las cuales ocurre A con una probabilidad muy pequefia, de modo que el producto n*p
= 2 se mantiene constante. Se trata, por tanto, de una variable discreta que toma los valores
posibles 0, 1, 2,...,n.
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Esperanza:

De igual forma, la esperanza de una variable de Poisson es el limite de la esperanza
de una variable binomial, cuando n tiende a infinito, por lo tanto:

n=EX)=2;
Varianza

Lo mismo ocurre con la varianza de una variable de Poisson, que se calcula mediante
el limite de la varianza de una variable binomial, cuando n tiende a infinito, por lo tanto:

Var(X) = lim(npq)* lim[A(1 - p)]=2A

Funcién de Probabilidad

En resumen, la funcién de probabilidad de la variable de Poisson, de parametro 1, que
se denota como P(1), es:

;\‘k

F* et six=k, k=0,1,2,.
Sx(X) =4 *

0 six=k, k=0,1,2,..

En la practica, basta que n 2 100 y p < 0,05, y que 2 = n*p permanezca constante,
para que la aproximacion de Binomial B(n, p) a la distribucién de Poisson P(1), sea lo
suficientemente precisa. Las probabilidades determinadas por la funcion de distribucién de

Poisson estan tabuladas para diferentes valores de ky de 2.

Ejemplo N° 15

Nuestro experto jugador de baloncesto tiene una media de “un acierto o enceste por
temporada desde una distancia de diez metros”. Supongamos que el numero de canastas en
lanzamientos de este tipo sigue una distribucién de Poisson, ¢ Cual es la probabilidad de que
haga dos encestes desde dicha distancias, en la proxima temporada?
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K es la variable nimero de canastas en tiros desde 10 metros. \

A parametro de la variable que representa, en este caso, la temporada; es
decir, la variable es la media de encestes por temporada (1).

k la cantidad de aciertos desde 10 metros, para la proxima temporada.

De esta forma, el enunciado nos pide calcular la probabilidad de que nuestro jugador
enceste dos canastas desde 10 metros, en la proxima temporada de baloncesto; cuya
funcion de probabilidad seria:

S LR
= = % - __ %
p(X = 2) " e Y e

A continuacion, se abordaran algunos modelos estocasticos para variables continuas.
Las variables aleatorias unidimensionales que se estudiaran, son las mas utilizadas en las
aplicaciones, tanto en la modelizacién de los fendmenos aleatorios de tipo continuo, como la
inferencia estadistica.

CLASE 12

7.6 Distribucion Uniforme Continua

Una variable aleatoria continua X se distribuye uniformemente en el intervalo (a,b) de
la recta real, si su funcion de densidad es constante en dicho intervalo y nula fuera de él, es
decir:

7 N\
1

Fx(X) ={b-a

sia<x<b

0 en otro caso
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La funcion de distribucion es tal que, la ordenada en cada punto, es la probabilidad de

que la variable tome valores menores o iguales al punto en cuestiéon. Esta misma

probabilidad es también el area limitada por la funcion de densidad, el eje OX y dicha
ordenada (observe el cuadro N°11):

Cuadro N°11: Funcién de Densidad y Distribucion de la Variable Aleatoria Uniforme

~

~

/ F

h
bia / f
K 0 a X b X /
Donde:
h=F9 = p({o/ X(0)< x}) = [k = [} ! _at =22

En particular, cuando dividimos el intervalo (a,b) en un numero cualquiera de sub-
intervalos de igual longitud, la probabilidad de que X tome un valor perteneciente a
cualquiera de estos sub-intervalos es la misma para todos ellos.

Esperanza:

La esperanza matematica de la variable uniforme es:

dx _a+b
—a 2

E(X) = j:x-f (x)-dx = j:x-b
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Varianza:

Su varianza esta dada por:

2
o, 2 e vav (< (2TP[ . dx
Var(X)—L[X EX)]* f(x)dx L[" ( ) ﬂ b—a

Funcién de Probabilidad:

0 si x<a
X—a .
F(X) = si a<x<b
b—a
1 si x=2b

La distribuciéon uniforme permite precisar el azar del experimento consistente en
sefalar un punto cualquiera del segmento (a, b). En efecto, dado que la probabilidad de
sefalar un punto dado es nula, cualquiera que sea el punto, lo mas natural es asignar al
suceso un numero cualquiera del segmento (x4, X2), donde a<x 1 y x 1< b, que
denotamos por A, una probabilidad proporcional a su longitud:

P(A) = k* L(x1, X2)

Si B designa el suceso, donde B es el punto sefialado, uno cualquiera del segmento(a,
b), se tiene que:

p(B)=1=k * L(a, b)

De donde se obtiene que:
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Por tanto, la probabilidad* de A es:

_ L(x,,X,) _X X
L(a,b) b-a

P(A)

Pero precisamente esta probabilidad coincide con la dada por la distribucion uniforme:

x, dx X, — X
P(A)=F(X2)_F(X1)=L12b_a= :)_al

Un caso particular importante se tiene cuando a =0y b = 1, siendo f(x) = 1 para todo
valor x de este intervalo. Entonces, la esperanza matematica y la varianza son,
respectivamente, E(X) = /2, Var(X) = 1/12.

Ejemplo N° 16

Aunque Juan vive muy cerca de su lugar de trabajo, siempre hace ese trayecto en
auto. En el trayecto hay dos semaforos que cambian su color cada 2 minutos,
permaneciendo en cada color %2 minuto. Dichos semaforos estan sincronizados, de modo
que, el segundo de ellos se pone en rojo a los 2 1/2 minutos de que el primero se pone en
verde.

Si Juan ha tenido que detenerse en el primero, y el tiempo que tarda en recorrer la
distancia que los separa sigue una distribucion uniforme en el intervalo (1,4), ¢Cual es la
probabilidad de que tenga que pararse también en el segundo semaforo?

4 2
Para resolver este problema basta considerar que, puesto que el segundo semaforo se
coloca en rojo a los dos minutos y medio de ponerse verde el primero, y permanecen rojo
medio minuto, Juan no tendra mas remedio que detener su auto cuando le tome entre
2.5y 3 minutos ir de un semaforo a otro.

. J

* Esta forma de asignar probabilidades bajo la interpretacion de “probabilidad igual” como cantidades
proporcionales a longitudes, areas, etc., se conoce como probabilidad “geométrica”.
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/ Es decir, denotando por X la variable que designa este tiempo, la probabili@
pedida es:

xn dx  X,—X
P(25<X<3)=F(x,)~F(x))=[f — ="

p(2.5<X<3)= F(3)-F(2.5)= 34_ zis =0.166

Por lo que, la probabilidad de que Juan deba parar en el segundo semaforo
Kes de 16,6%. /

7.7. Distribucion Normal

Una variable aleatoria continua, que se denota X, se dice que sigue la ley de Gauss-
Laplace, o que es una variable aleatoria con distribucién normal de la forma N(u, 0),° si esta
definida en toda la recta real, en donde su funcién de densidad es:

(x-n)?
2

_1.e20'

x(X) =
f() %/E

En esta definiciéon, y y ¢ son dos parametros numéricos con ¢ > 0. Por lo que, esta
funcién presenta un maximo en el punto:

1
M(u’ 221 j

Ademas, esta funcién es simétrica respecto a la recta x = y. La esperanza matematica
y la varianza son, respectivamente, E(X) =y y Var(X) =02

® La variable aleatoria normal viene asociada de forma natural al error de medicion.
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Un caso, especialmente importante, es el de la variable aleatoria normal N(0, 1), que

es la que normalmente se utiliza, por estar tabulada. La normalizacion de las restantes
variables a normales, se realiza mediante el cambio de variable Z.

Siempre y cuando su media y varianza sean finitas. Una vez que se ha realizado la
normalizacion de la variable, se dice que se ha tipificado la variable. Asi, consultando la tabla
de la distribucién normal (N(O, 1)), se pueden calcular probabilidades relacionadas.

Ejemplo N° 17
La probabilidad del suceso:

B={u—3G<X(0))<u+3G}

/Cuando X es una normal, con parametros y y o , es decir se denota como
X 7 N(u, 0). Cabe sefalar que p - 30 es nuestra variable X, por lo tanto, para tipificar
esta variable se debe seguir los siguientes pasos:

Paso 1
Tipificar la variable, mediante la variable Z, para lo que debemos convertir nuestra
variable X (o) en Z. De esta forma, se resta y, en todas las partes de la desigualdad del

suceso B.
B={M—3G—H<X(®)—H<M+3G—l~l}

Realizamos la operacion basica de restar los términos semejantes, nos queda:

K B={-30<X(®n)-p<3c} /
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aso 2

Dividimos por ¢ todas las partes de la desigualdad, tenemos:
B={-3c/0<(X(w)-pn)/c<3c/c}
Se simplifica, nos queda:
B={-3<(X(w)-p)/oc<3}
Paso 3

Se reemplaza expresion del medio de la desigualdad por nuestra variable Z, que se
distribuye normal con parametros Oy 1.

B={-3<Z<3}
Paso 4

Se busca su valor tabla, es decir, la tabla normal se encuentra toda calculada por lo
que simplifica el desarrollo de nuestro problema.

P(B) = P(2){Z < 3} - P(z){Z < -3}

Cuando z < 0, por tratarse de una funcion de densidad simétrica con respecto al
cero, el valor tabla resulta ser 1 — p(Z < z).

P(B)=P(z){Z < 3} - (1-P(z){Z < 3}

Para los valores tabla aproximados, de un nivel de confianza del 95%, tenemos
que:
P(B)=0.98856— (1 — 0.98856) = 0.98856— 0.01144=0.97712

El resultado encontrado para la probabilidad del suceso B significa que es
practicamente imposible obtener un valor de X que difiera de y en mas de 30, puesto
que la probabilidad del suceso contrario de B es 0,02288, practicamente despreciable.
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La importancia de la distribucion normal radica en que, en la practica, un gran numero

de variables aleatorias son normales. Ello se debe a que dichas variables resultan ser la
suma de otras idénticas, distribuidas normal y mutuamente independientes.

Realice ejercicios N° 23 al 30
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